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PRÉFACE 


*  IDE    LA    PREMIÈRE    EDITION 


La  résistance  des  matériaux  forme  la  première  partie  du 
cours  de  mécanique  appliquée  aux  constructions  que,  depuis 
Tannée  1866,  nous  sommes  chargé  défaire  aux  élèves  externes 
de  TËcole  des  ponts  et  chaussées.  La  seconde  partie  a  pour  objet 
V hydraulique  et  sera  pubh'ée  plus  tard. 

Un  coup  d^œil  sur  la  table  des  matières  montrera  au  lecteur 
Tordre  que  nous  avons  suivi. 

Notre  point  de  départ  est  Tobservation  et  Texpérience.  Lors- 
que Tétat  imparfait  de  nos  connaissances  nous  force  à  adopter 
une  hypothèse  pour  donner  prise  au  raisonnement  et  au 
calcul,  nous  avons  soin  de  faire  ressortir  cette  hypothèse,  et 
de  bien  mettre  en  évidence  la  lacune  qu*elle  est  destinée  à 
combler. 

En  général,  nous  avons  préféré  la  méthode  synthétique  à  la 
méthode  analytique.  La  première,  aui  mène  du  simple  au 
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composé,  convient  particulièrement  à  l'exposition  des  théories. 
La  seconde  prend  les  problèmes  à  leur  plus  haut  degré  de  com- 
plication, et  essaye  de  les  réduire  à  leurs  éléments  les  plus 
simples.  C'est  à  proprement  parler  une  méthode  d'invention  et 
de  découverte.  Nos  préférences  n'ont,  du  reste,  rien  d'exclusif: 
sans  rejeter  le  secours  de  l'analyse,  auxiliaire  indispensable 
pour  nos  études,  nous  ramenons,  chaque  fois  que  cela  est  pos- 
sible, la  solution  des  problèmes  à  la  géométrie  pure. 

Les  questions  que  nous  passons  en  revue  ont  été  étudiées  fort 
souvent,  et  il  serait  difficile  de  les  traiter  d*une  manière  tout 
à  fait  neuve.  Nous  avons  donc  largement  puisé  dans  les  travaux 
anciens  ou  récents,  en  indiquant  toujours  les  sources,  et  en 
renvoyant  aux  ouvrages  originaux  ceux  de  nos  lecteurs'qui  vou- 
draient franchir  les  limites  d'un  enseignement  élémentaire.  Au 
premier  rang  parmi  ces  emprunts,  signalons  avec  reconnais- 
sa^ace  tout  ce  que  nous  devons  à  nos  Maîtres,  MM.  Bélanger  et 
Bresse,  qui  ont  doté  la  mécanique  de  tant  de  perfectionnements 
utiles,  et  dont  les  nombreux  travaux  sont  pour  leurs  élèves  au- 
tant  de  modèles  de  clarté  et  de  rigueur. 

Avant  de  remplir  les  fonctions  de  professeur,  nous  avions  eu, 
à  diverses  époques,  Toccasion  de  traiter  quelques  questions  de 
Résistance  (I).  Plusieurs  passages  de  ces  premiers  essais,  retou- 


(1)  PonU  métal litjuQs  à  poutres  droites  continues,  Pétersbourg,  1860.  —  Tableaux 
pol>/techniques  de  MM.  Blum  et  Ostrogradski,  Pétenbourg,  1861-62.—  Théorie  des  pou- 
tres en  treillis  et  des  fermes  américaines.  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1864.  — 

Théorie  élémentaire  des  poutres  droites ,  Parts,  1865. 
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chés  et  complétés,  ont  pu  être  reproduits  dans  un  travail  plus 
étendu.  Notre  Théorie  des  poutres  droites,  débarrassée  des 
parties  étrangères  à  Tobjet  spécial  que  nous  avons  en  vue 
aujourd'hui,  a  été  refondue  en  entier  pour  entrer  dans  irotrc 
ou  vel  ouvrage. 

EDOUARD  COLLIGNON. 

Paris,  11  juin  18C9. 


En  faisant  paraître  celte  troisième  édition  do  notre  cours, 
nous  tenons  à  dire  qu'elle  doif  beaucoup  aux  observations  qui 
nous  ont  été  faites  sur  l'édition  précédente  par  différents 
ingénieurs,  notamment  par  M.  Bixby,  lieutenant  du  génie 
dans  Tarmée  fédérale  des  États-Unis  d'Amérique,  et  par 
M.  Barois,  agenl-voyer  d'arrondissement  à  Brest.  Nous  les 
prions  ici  d'agréer  tous  nos  remerciements. 


Ed.  C. 


25  octobre  ISai. 
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DÉFINITIONS. 

1 .  Les  oiatériaux  qui  entrent  dans  les  constructions  appartiennent 
en  général  à  la  classe  des  corps  solides. 

Un  corps  solide  est  un  corps  qui  oppose  une  résistance  appréciable 
aux  diverses  déformations  qu'on  veut  lui  faire  subir. 

Dans  la  mécanique  rationnelle  on  étudie  l'équilibre  et  le  mouve- 
ment de  corps  solides  invariables^  c'est-à-dire  indéformables,  quelles 
que  soient  les  forces  qu'on  leur  suppose  appliquées  ;  mais  ce  sont  là 
de  pures  conceptions  géométriques  qu'on  ne  rencontre  pas  dans  la 
nature* 

Un  corps  fluide^  liquide  ou  gaz,  oppose  une  résistance  appré- 
ciable aux  déformations  qui  ont  pour  résultat  de  réduire  le  volume 
total  occupé  par  ce  corps;  mais  les  changements  de  forme  qui  ne 
sont  pas  accompagnés  d'un  changement  de  volume  peuvent  s'effec- 
toer  sans  effort,  du  moins  sans  effort  sensible. 

La  définition  des  corps  solides  qui  vient  d'être  donnée  distingue 
donc  à  la  fois  les  corps  solides  naturels  des  corps  solides  géométri- 
ques, et  les  corps  solides  des  fluides,  soit  liquides,  soit  gazeux. 

Certains  systèmes  peuvent  se  comporter  comme  des  solides  à 

l'égard  de  quelques  déformations  particulières,  tout  en  n'opposant 

qu'une  résistance  insignifiante  aux  autres  déformations.  Un  /!/,  par 

aemple,  peut  être  courbé  sans  effort,  et  ne  peut  être  allongé  sans 
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travail.  Un  tissu  résiste  aux  déformations  tendant  à  allonger  Fan  des 
deux  systèmes  de  fils  qui  le  couiposerit,  et  se  laisse  infléchir  sans 
résistance.  / 


THfiORIE   MOLÉCULAIRE.  —  ÉLASTICITÉ. 

2.  On  conçoit  tous  les  corps  naturels,  qu  ils  soient  solides,  liquides 
ou  gfizeux,  comme  formés  de  molécules  infiniment  petites,  séparées 
les  unes  des  aunes  par  des  intervalles  dont  la  grandeur  est  compa- 
rable aux  dimensions  de  ces  molécules  ;  elles  exercent  les  unes  sur 
les  autres  des  actions  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  molé- 
cules elles-mêuies,  variables  avec  leurs  distances  mutuelles,  et 
dirigées  suivant  les  droites  qui  les  joignent  deux  .à  deux.  Dans  les 
corps  solides  eu  particulier ,  chaque  molécule  •  a  par  rapport  aux 
autres  une  position  qu  elle  ne  peut  abandonner  sans  un  effort  plus  ou 
moins  grand.  Dans  les  fluides,  au  contraire,  les  molécules  ont  une 
liberté  presque  absolue  de  tourner  les  unes  autour  des  autres,  ou  de 
fouler  les  unes  sur  les  autres  sans  frottement  sensible. 

Lorsqu'on  appli(|ue  à  différents  points  d'un  corps  solide  des  forces 
extérieures  qui  se  font  équilii)re,  l'équilibre  des  actions  mutuelles 
intérieures  est  tro.iblé,  et  une  déformation  se  produit;  cette  défor- 
mation entraîne  une  variation  des  distances  mutuelles  des  molécules, 
et  en  même  temps  un^^  vari  uion  des  intensités  et  des  directions  des 
actions  intérieures.  L'équilibre  se  rétablit,  par  la  déformation,  entre 
les  forces  intérieuies  et  les  forces  extérieures.  Si,  une  fois  la  défor- 
mation opérée,  on  supprime  les  forces  extérieures  qui  l'ont  produite, 
la  déformation,  en  général,  ne  peut  persister,  et  le  corps  tend  à  re- 
venir à  saforiAe  primitive;  les  molécules,  dans  ce  mouvement  rétro- 
grade, arquièrent  dts  vitesses  qui  leur  font  dép  isser  leurs  positions 
d'équilibre  naiurel,  autour  dt^squelles,  théoriquement  et  abstraction 
faite  de  diverses  résisi.mces  accessoires,  elh^s  devraient  indéfiniment 
osi:ilier.  GetU*  te^.daiice  <i'un  corps  déibimé  à  revenir  à  sa  forme 
tiaiureJle  consinue  ce  qu'on  appelle  ï élasticité  de  la  matière.  Au 


INTRODUCTION.  3 

|K)iiit  de  vue  de  Télasticité,  de  grandes  différences  se  manifestent 
entre  tes  divers  corps  solides. 

Les  corps  parfaitement  élastiques^  une  fois  déformés,  reviennent 
complètement  à  leur  fonne  naturelle. 

Les  corps  par faitemeîit  mous  manquent  absolument  d'élasticité, 
et  abandonnés  à  eux-mêmes  après  une  déformation  quelconque,  ils 
demeurent  dans  Tétat  où  ils  ont  été  laissés,  sans  montrer  de  ten- 
dance à  un  retour  vers  leur  forme  primitive.  Ces  corps  forment  à 
certains  égards  un  intermé  iiaire  entre  les  solides  et  les  fluides. 

Les  coips  parfaitement  durs^  que  l'on  admettait  autrefois  dans 
la  mécanique  (i)  comme  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  sont 
ou  bien  des  solides  géométriques,  qui  n'ont  pas  d'existence  réelle, 
ou  bien  des  corps  solides  doués  d'une  grande  raideur,  et  il  n'y 
a  lieu  en  définitive  de  considérer  dans  les  applications  que  deux 
types  extrêmes  de  corps  solides,  les  corps  mous  et  les  corps  élas- 
tique. 

En  réalité,  les  corps  solides  naturels  ne  sont  ni  parfaitement 
mous  ni  parfaitement  élastiques,  mais  ils  se  classent  tous  entre  ces 
deux  types  extrêmes  ;  l'élasticité  de  la  matière  est  variable  d'un  corps 
à  l'autre,  très  grande  et  presque  absolue  dans  les  uns,  très  petite 
et  presque  nulle  dans  les  autres.  Elle  est  moyenne  dans  la  plupart. 
Nous  verrons  plus  loin  comment  elle  est  susceptible  d'évaluation  nu- 
mérique (3). 


(1)  Camot^  Princifjes  de  l*éqw libre  et  du  mouvement ^  2*  partie. 

(2)  Ajoutons  que  les  corps  soiides  |ieu vent  se  classer  en  eorps  homo^^iief  et  corps 
hmnogèHes;  la  prfinlère  classe  comprend  les  corps  cristallisés^  et  certains  corps 
erisiallités.  Dans  les  corps  non  ct  ista (lises  bomogènes,  et  dans  certains  oorpt 

eristailMs,  réia»iiciiéest  la  même  dans  toutes  les  directions  autour  d'un  point  quel- 
eonque;  ces  corps  pr<*na*'nt  alors  le  nom  de  c«irps  homogènes  et  d'éiastieité  conttaniep 
<M  de  eorps  isotropes,  Puur  la  déllnition  précise  de  ces  dilTérentes  classes,  nous  reuTflr* 
reoB  A  b  première  leçon  de  Lame  sur  la  théone  mathématique  de  V élasticité  des  eorps 
iolides^  g  3. 
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LIMITE,  d'élasticité. 

8.  Lorsque  la  déformation  d'un  corpd  solide  est  sulDfisainmeot 
petite,  le  corps  se  comporte  à  peu  près  comme  un  corps  parfaite- 
ment élastique,  c'est-à-dire  qu'après  la  suppression  des  forces  qui 
ont  produit  cette  petite  déformation,  il  y  a  retour  complet  à  la  forme 
naturelle. 

La  limite  et  élasticité  est  la  limite  supérieure  des  efforts  qu'on 
peut  faire  subir  à  un  corps  solide  sans  y  produire  de  déformations 
permanentes.  Tant  que  les  efforts  exercés  sur  un  corps  sont  infé- 
rieurs à  cette  limite,  les  déformations  produites  s'effacent  ;  si  les 
efforts  sont  supérieurs  à  la  même-  limite ,  les  déformations  ne 
s'effacent  plus  que  partiellement,  ou  même  ne  s'effacent  plus  du 
tout. 

Au  point  de  vue  mécanique,  un  corps  qui  n'a  pas  subi  d'efforts 
au-dessus  de  sa  limite  d'élasticité  reste  ce  qu'il  était  primitivement. 
Un  corps  qui  a  subi  des  efforts  au-dessus  de  sa  limite  d'élasticité 
doit  être  considéré  comme  un  système  nouveau,  dans  lequel  les  po- 
sitions relatives  des  molécules  ont  été  altérées  plus  ou  moins  profon- 
dément, et  qui  peut  posséder  de  nouvelles  propriétés  mécaniques* 
Par  exemple,  le  travail  de  la  filière  pour  la  fabrication  des  fils  mé- 
talliques modifie  profondément  l'élasticité  du  métal,  mais  il  accroît 
d'une  quantité  notable  sa  résistance  à  Fexlension.  De  même  le  mar- 
telage, le  laminage,  l'action  de  la  chaleur,  le  choc  du  balancier  mo- 
nétûre,  sont  autant  de  manières  d'altérer  l'élasticité  d'une  masse 
métallique  et  d'en  accroître  la  résistance.  Il  est  donc  inexact  d'af- 
firmer d'une  manièi*e  absolue,  comme  on  le  fait  quelquefois,  que 
l'altération  de  l'élasticité  d'un  corps  solide  amène  un  affaiblissement 
de  sa  résistance  et  produit  une  prédisposition  à  la  rupture  ;  le  ré- 
sultat dépend  du  mode  d'altération  employé.  Ce  qu'on  peut  dire, 
c'est  que  l' altération  de  l'élasticité  est  vicieuse  quand  elle  porte  sur 
les  matériaux  entrant  dans  une  construction ,  et^  qu'elle  résulte 
de  l'action  des  charges  que  ces  matériaux  ont  à  supporter.  Les  tas- 
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aemeDts,  les  déformations  permanentes,  accusent  ordinairement  mi 
pareil  défaut 

La  limite  d'élasticité  donne  un  second  moyen  de  définir  les  corps 
mous  et  les  corps  élastiques.  Un  corps  mou  est  celui  dont  la  limite 
d'élasticité  est  à  peu  près  nulle  ;  un  corps  élastique  est  celui  dont  la 
limite  d'élasticité  est  très  élevée. 

4.  Pour  déterminer  la  limite  d'élasticité  d'un  corps  relativement 
à  un  eifort  défini,  par  exemple  la  limite  d'élasticité  d*une  tige  mé- 
tallique soumise  à  un  effort  d'extension,  il  faut,  conformément  à  la 
définition,  observer  les  allongements  pris  par  la  tige  sous  l'action  de 
divers  poids  qu'on  lui  fait  supporter  successivement;  en  supprimant 
à  chaque  fois  la  charge  pour  l'augmenter  ensuite ,  on  notera  à 
partir  de  quel  allongement  et  de  quelle  charge  la  tige  rendue  à 
elle-même  conserve  un  allongement  permanent.  Cette  charge  sera  la 
limite  cherchée.  On  voit  que  le  résultat  de  cette  série  d'expériences 
peut  varier  avec  le  degré  de  précision  apporté  aux  mesures  de  la 
longueur  de  la  tige  ;  de  deux  séries  d'observations,  celle  dans  laquelle 
CD  aura  apprécié  le  plus  rigoureusement  les  longueurs  sera  celle 
qui  donnera  la  valeur  la  plus  basse  de  la  limite  d'élasticité.  Aussi 
est-il  impossible  de  définir  la  limite  d'élasticité  d'une  manière  par- 
faitement rigoureuse.  Au  point  de  vue  du  physicien,  qui  dispose 
pour  ses  expériences  des  procédés  d'obseiration  les  plus  perfec* 
tiennes,  la  limite  d'élasticité  est  tout  à  fût  nulle,  c'est-à-dire  que 
toute  déformation,  si  petite  qu'elle  soit,  persiste  en  partie  après 
suppression  de  l'effort  qui  Ta  produite.  Pour  l'ingénieur,  cette  préci- 
sion du  langage  n'est  pas  nécessaire  ;  il  doit  distinguer  entre  les  dé- 
fcHmations  microscopiques  et  les  déformations  visibles  pour  tous  les 
yeux,  et  il  n'a  pas  à  se  préoccuper  des  premières.  A  chaque  matière 
employée  dans  les  constructions  correspond  ainsi  une  limite  d'élas- 
ticité, donnée  pratique  qui,  sans  être  fixée  avec  une  entière  rigueur, 
fournit  pour  la  rédaction  des  projets  un  renseignement  des  plus 
utiles. 

L'observation  semble  démontrer  que  la  limite  d'élasticité  dépend 
de  la  durée  de  l'application  des  efforts  ;  elle  est  plus  basse  pour  un 
eSiurt  qui  dure  longtemps  que  pour  un  effort  passager. 
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6.  Lorsqu'on  agit  sur  un  corps  solide  en  y  appliquant  des  farces 
qui  tendent  soit  à  le  comprimer,  soit  à  l'étendre,  soit  à  l'infléchir,  et 
quon  augmente  indéfiniment  ces  forces,  la  limite  d^élasticiié  est 
bientôt  dépassée;  la  déformation  devient  de  plus  en  plus  apparente,, 
et  enfin  la  rupture  se  produit.  Ce  phénomène,  qui  est  très  varié, 
met  en  évidence  la  structure  intérieure  du  corps  soumis  à  Texpé- 
rience.  Tantôt  le  solide  est  grenu^  tantôt  il  est  nerveux  oo  fibreux, 
tantôt  il  présente  une  cassure  cristalline,  ou  encore  U  se  décompose 
en  blocs  affectant  certaines  formes  géoinj^triques»  La  rupture  change 
aussi  de  caractère  suivant  qu'elle  a  lieu  par  exten»on,  par  compres- 
sion ou  par  flexion. 

La  manière  d'obtenir  la  rupture  varie  d'un  corps  à  Tautre»  et  pour 
le  même  corps,  d'une  direction  à  l'autre  :  lûnsi,  le  bois  se  fend  à  la 
hache  avec  une  grande  netteté  dans  le  sens  des  fibres,  tandis  que 
pour  couper  les  fibres  à  angle  droit,  il  est  préférable  de  se  servir  de 
la  scie; 

Le  fer  se  coupe  à  froid  à  la  cisaille,  et  se  perce  sous  le  poinçon. 
Mais  le  travail  du  poinçon  allonge  légèrement  la  pièce  à  travers  la- 
quelle sont  percés  les  trous  ;  le  perçage  au  foret  ne  produit  pas  le 
même  effet  ; 

Chaque  nature  de  pierre  doit  être  travaillée  avec  les  outils  appro- 
priés  :  le  granit,  par  exemple,  demande  un  autre  outillage  que  le 
calcaire  des  constructions  de  Paris. 

En  résumé,  les  lois  de  la  rupture  peuvent  intéresser  le  construc- 
teur à  deux  points  de  vue  :  i*  au  point  de  vue  du  travail  des  maté- 
rianx,  bois,  métal  ou  pierre,  qu'il  s*agit  de  couper,  de  tailler,  de 
dresser,  ou  même  de  Casser  en  morceaux  ;  2*  au  point  de  vue  des 
indications  que  fournit  la  cassure  sur  les  propriétés  des  matières;  on 
casse  par  exemple  un  certain  nombre  d'<'*chantillons  pris  au  hasard 
dans  une  fourniture  de  fer,  pour  s'assurer  que  la  fourniture  satisfait 
aux  conditions  imposées  par  le  cahier  des  charges.  Quant  aux 
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efforts  développés  dans  les  matériaux  d'un  ouvrage,  ils  doivent  tou- 
jours rester  fort  au-dessous  des  charges  de  rupiure»  puisqu'ils  sont 
même  inférieurs  à  la  limite  d'élasticité. 


OBIfiT  ET  MÉTHODE  DU  COURS  DE  RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX. 


6.  La  partie  de  la  mécanique  appliquée  qui  a  reçu  le  nom  de 
Théorie  de  la  résistance  des  matériaux  a  pour  objet  principal  de 
déterminer  les  efforts  intérieurs  développés  dans  les  divers  éléments 
d'une  construction  donnée,  et  de  vérifier  si  ces  efforts  sont  inférieurs 
aux  limites  adoptées.  Elle  a  aussi  pour  objet  de  déterminer  avec  lo 
pins  d'économie  possible  les  formes  et  les  dimensions  qui  assurent 
la  résistance  d'un  ouvrage,  c'est-à-dire  qui  correspondent  à  des  eC- 
ftNts  locaux  inférieurs  aux  mêmes  limites. 

Cette  science  est  en  partie  rationnelle,  en  partie  expérimentale; 
enfin  elle  doit  recourir  à  un  certain  nombre  d'hypothèses  nécessaires 
pour  soumettre  au  calcul  les  problèmes  qu'elle  a  pour  but  de  résoudre  : 
le  nombre  de  ces  hypothèses  tend  d'ailleurs  à  décroître  à  mesure 
que  la  théorie  se  perfectionne.  Cette  intervention  des  hypothèses 
n'ôte  rien,  au  surplus,  au  caractère  positif  de  la  science  ;  car  les 
hypothèses  que  Ion  est  conduit  à  admettre  sont,  comme  en  phy- 
sique, soumises  à  un  critérium  absolu  :  lés  résultats  logiques  qoî 
s'en  déduisent  doivent  être  d'accord  avec  les  résultats  directs  des 
observations,  entre  les  limites  où  l'on  peut  faire  usage  de  la  théorie. 

1.  L'étude  empirique  des  propriétés  mécaniques  des  matériaux  re- 
monte à  l'antiquité  la  plus  reculée,  et  date  des  premiers  essais  de  con« 
stmctioD  :  on  n'a  pas  tardé  à  reconnaître  l'influence  des  dimensions 
et  des  formes  des  matériaux  sur  leur  résistance  et  leur  durée,  et  l'archi- 
tecture antique,  guidée  par  l'expérience  et  par  un  instinct  mécanique 
très  juste  en  général,  a  consacré  certaines  règl^'s  que  les  théories 
modernes  justifient  pour  la  plupart.  La  théorie  de  la  résistance  des 
matériaux  est  au  contraire  toute  moderne.  C'est  Galilée  qui  essaya 
le  premier  d'appliquer  la  géométi  ie  et  le  calcul  à  la  solution  des 
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problèmes  de  cette  nature,  et  c'est  lui  par  conséquent  qu'on  peut 
regarder  comme  le  fondateur  de  la  science.  La  théorie  des  poutres 
droites  chargées  de  poids  qu'il  donna  en  i638,  est  fondée  sur  une 
hypothèse.  Il  remarque  très  bien,  dans  l'un  de  ses  dialogues,  que  les 
solides  semblables  au  point  de  vue  géométrique  sont  loin  d'avoir 
des  résistances  proportionnelles  à  une  même  puissance  du  rapport 
de  similitude  ;  c'est  le  premier  exemple  qu'on  ait  proposé  de  la  dis- 
tinction radicale  à  faire  entre  la  similitude  en  mécanique  et  la  simi- 
litude en  géométrie  (i).  La  théorie  de  Galilée  pour  les  poutres  droites 
n'a.pu  être  adoptée,  parce  qu'elle  ne  présentait  pas  un  accord  suffi- 
sant avec  les  lois  de  la  statique  et  avec  les  données  de  l'expérience  ; 
mais  en  1705,  Jacques  Bemoulli,  modifiant  légèrement  cette  hypo- 
thèse, rencontra  la  véritable  théorie,  celle  que  l'expérience  confirme 
et  que  l'oil  a  introduite  dans  l'enseignement.  A  partir  de  ce  moment, 
la  doctrine  de  la  résistance  des  matériaux  n'a  cessé  de  faire  des 
progrès.  Elle  fut  cultivée  au  xvur  siècle  par  les  plus  grands  géo- 
mètres, Euler  et  Lagrauge,  et  par  un  grand  nombre  de  physiciens  et 
d'ingénieurs.  Elle  a  enfin  reçu  de  notre  temps  des  améliorations  dans 
deux  directions  bien  distinctes.  D'un  côté,  sous  l'impulsion  donnée 
par  Navier,  Poisson,  Cauchy,  Lamé,  elle  est  devenue  une  branche 
particulière  de  la  physique  mathématique  sous  le  nom  de  Théorie 
générale  de  V élasticité.  D'un  autre  côté,  les  méthodes  de  la  théorie 
ordinaire,  perfectionnées  par  les  travaux  de  Navier,  de  Poncelet,  de 
Glapeyron,  ont  tantôt  suivi,  tantôt  provoqué  les  progrès  de  lacon- 
struction.  Tandis  que  les  anciens  types  de  construction,  d*abord 
essayés  en  petit,  ont  été  ensuite  appliqués  sur  des  dimensions  gra- 
duellement croissantes,  les  temps  modernes  ont  vu  créer  de  toutes 
pièces  des  types  nouveaux,  fruits  du  calcul  et  des  méditations  de 
leurs  inventeurs  (s).  Jamais  la  fécondité  de  la  science  n'avait  reçu 
une  aussi  éclatante  démonstration. 


(1)  Sur  la  similitude  en  mécanique.  Voir  daDS  le  32*  cahier  da  Journal  de  réeole 
polytechnique  une  note  de  M.  J.  Bertrand. 

(2)  Voûtes  surbaissées,  voûtes  en  arc  de  cercle,  reTéteoients,  ponts  suspendus,  ponts 
métalliques  à  grande  portée,  en  arc  ou  à  poutres  droites,  treillis,  charpentes,  portes 
d'écluses  en  fer,  barrages  mobiles,  etc. 
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La  méthode  qae  Ton  suivra  dans  ce  cours  est  la  méthode  andeonet 
méthode  synthétique  ou  géométrique,  qui,  précisément  parce  qu'elle 
emprunte  moins  à  l'analyse  que  la  nouvelle,  convient  mieux  aux 
ingénieurs,  et  se  prête  sans  difficulté  à  la  solution  rapide  des  pro- 
blèmes qu'ils  doivent  résoudre  la  plupart  du  temps  avec  une  ex- 
trême ui^nce.  Le  défaut  de  généralité  qu'on  pourrait  lui  reprocher 
est  sans  inconvénient  pour  les  applications  ;  car  elle  a  toute  la  géné- 
ralité nécessaire  aux  besoins  de  la  pratique. 


APPUGAHON   de  la  théorie   HOLËGULAIRK  au   SYSTEME   FOBllÉ 

PAB  DEUX  MOLÉCULES   (l). 

'  8.  Considérons  (fig.  i)  deux  molécules  M,  M',  placées  à  une  distance 
*»«.  *•  MM'  =  r  ;  les  forces  mutuelles  qui  aghront  sur  ces 

_5 SI molécules  sont  les  unes  attractives,  les  autres 

répulsives,  mais  elles  sont  toutes  dirigées  suivant 
la  direction  MM\  et  sont  fonction  de  la  distance  r. 

Autrefois  on  admettait  autour  de  chaque  molécule  une  atmosphère 
formée  parle  fluide  calorique,  et  l'on  attribuait  à  ce  fluide  la  propriété 
d'agir  par  attraction  sur  les  molécules  matérielles,  et  par  répulsion 
sar  ses  propres  molécules  ;  dans  cet  ordre  d'idées  la  molécule  M 
subissait: 

1*  L'attraction  de  la  molécule  M'  sur  la  molécule  M; 

t*  L'attraction  de  l'atmosphère  de  M'  sur  la  molécule  M; 

3*  L'attraction  de  la  molécule  M'  sur  l'atmosphère  de  M; 

4*  La  répulsion  de  l'atmosphère  M'  sur  l'atmosphère  de  H. 

Aujourd'hui  l'hypothèse  d'un  fluide  calorique  est  abandonnée;  les 
physiciens  ont  sur  la  chaleur  des  idées  toutes  différentes,  et  cette 
décomposition  des  actions  mutuelles  ne  peut  plus  être  admise.  Mais, 
sans  rien  préciser  sur  la  nature  de  ces  forces  prises  individuellement, 
on  peut  toujours  admettre  que  la  molécule  M  subit,  de  la  pai-t  de  la 


(t)  Poneelet,  Introduction  à  la  mécanique  industrielle,  p.  2G0. 
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molécule  M\  deux  actions,  Tune  attractive  et  dirigée  suivant  IIM'r 
l'autre  répulsive  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de  M'M  ;  noos 
représenterons  la  première  force  par  A  tet  la  seconde  par  R  ;  A  et  R 
seront  des  fonctions  de  la  distance  r,  et  en  vertu  du  principe  de 
l'égalité  de  Faction  et  de  la  réaction,  A  et  R  seront  aussi  les  forces 
exercées  par  la  molécule  M  sur  la  molécule  W. 

Pour  étudier  l'effet  des  variations  de  ces  forces  A  et-  R  avec  les 
distances  r,  construisons  (fig.  s)  les  courbes  qui  représentent  en 
coordonnées  rectangulaires  les  valeurs  des  forces  A  et  R  en  fonc- 
tion de  la  distance  r,  considérée  comme  abscisse. 

g.    ^  Soit  RR'  la  courbe  des  R,  et  AA'  la 

courbe  des  A.  Si  l'on  prend  une  ab- 
scisse arbitraire  OB,  les  coordonnées 
BA",  BR" correspondantes  sont  les  va- 
Q  leurs<lesattractionset  répulsions  mu- 

\y        tuelles  des  deux  molécules  il  et  M', 
'"        lorsque  leur  distance  MM'  est  égale  à 
n —  TT^  c  ~  '         r    OB.  L'équilibre  naturel  des  deux  mo- 


-i 


''  lécules,  c'est-à-dire  l'équilibre  réalisé 

'^  sans  intervention  d'aucuneforceexté- 

rieure,  aura  lieu  lorsque  MM'  sera  égale  à  OG,  abscisse  du  point  de 
rencontre  D  des  deux  courbes  A  et  R.  Car  pour  cette  distance  les 
forces  A  et  R  sont  égales  et  se  font  équilibre  sur  chaque  molécule* 
Lorsqu'au  contraire  on  fait  varier  la  distance  MM\  de  manière  à 
l'amener  de  sa  valeur  OG  à  une  valeur  OB  quelconque,  les  forces  A 
et  R  ne  demeurent  plus  égales,  et  il  faut,  pour  maintenir  les  molé- 
cules dans  leur  nouvelle  position  relative,  appliquer  à  chacune  une 
force  extérieure  mesurée  par  la  différence  A"R". 

Pour  de  très  petites  valeurs  de  r,  la  force  R  doit  être  très  grande; 
elle  devient  infinie  pour  r  =  o,  et  par  suite  la  courbe  RR'  a  pour 
asymptote  l'axe  OY.  Non-seulement  l'ordonnée  BR"  grandit  indéfi- 
fîiiiment  quand  l'abscisse  OB  décroit  jusqu'à  zéro,  mais  encore  la 
différence  A"R"  grandit  iiidéfiniment  dans  les  mêmes  circonstances, 
de  sorte  que  pour  amener  les  molécules  M  et  M'  au  contact,  il  fau- 
drait développer  un  effort  infini  ;  en  d'autres  termes,  on  admet  qu'il 
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esl  impossible  d'amener,  par  Tapplicatioa  d'une  force  eztérieurer 
deux  molécules  à  se  toucher. 

Lorsque  r  grandit  indéfiniment,  les  forces  R  et  A  décroissent,  et  ont 
tontes  deux  une  limite  nulle  ;  les  courbes  AA',  RR'  ont  donc  l'axe  OX 
pour  asymptote  commune  ;  mais  on  suppose  que  R  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  A,  de  telle  sorte  qu'au  delà  d'une  certaine  distance,  les 
actions  mutuelles  des  deux  molécules  se  réduisent  à  une  très  faible 
attraction. 

Qd  peut  construire  une  courbe  des  différences  A  —  R  ;  pour  cela  pre- 
nons pour  chaque  abscisse  OB  une  coordonnée  BF'  égale  à  la  différence 
A^R"  des  ordonnées  correspondantes  des  deux  courbes,  et  poi*tons-la 
au-dessous  de  l'axe  OX,  si  en  ce  point  la  courbe  R  est  au-dessus  de 
la  courbe  A,  et  au-dessus  dans  le  cas  contraire.  Nous  obtiendrons 
ainsi  une  courbe  PGP',  qui  passera  par  le  point  G,  correspondant  à 
la  position  d'équilibre,  et  qui  sera  asymptote  à  la  partie  OY'  de  l'axe 
des  coordonnées  ;  prolongée  indéfiniuient  vers  les  abscisses  positives^ 
celte  courbe  serait  aussi  asymptote  à  l'axe  OX. 

L'inspection  de  ces  diverses  courbes  permet  de  distinguer  l'équi- 
libre siabk  de  l'équilibre  instable. 

à  la  distance  r  =  OG,  l'équilibre  est  stable,  parce  que,  pour  r  un- 
peu  plus  petit  que  OG,  la  répulsion  l'emporte  sur  l'attraction,  et  que 
le  contraire  a  lieu  pour  r  un  peu  plus  grand.  Il  résulte  de  là  qu'un 
petit  rapprochement  des  molécules  développe  entre  elles  un  effort 
répulsif,  et  qu'un  petit  écariement  développe  un  effort*  attractif  ; 
dao^  les  deux  cas,  il  y  a  tendance  des  molécules  vers  la  position 
d'équilibre  qu'on  vient  de  leur  faire  abandonner.  L'équilibre  est 
doue  stable. 
Si  les  deux  courbes  A  A',  RR'  se  recoupaient  en  un  second  point  E, 

^«'  ••  corœspondant  à  un«  distance 

r  =  OF,  la  position  relative  dé- 
finie par  cette  distance  serait 
bien  encore  une  position  d'équi- 
libre: mais  l'équilibre  serait 
instable,  car  un  léger  rappro- 
chement des  molécules  ferait 
nattre  une  force  attractive,  qui' 
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tendrait  à  accroître  ce  rapprochement  ;  un  léger  écartement  fendt 
naître  une  force  répulsive  qui  tendrait  à  accroître  cet  écartement; 
dans  les  deux  cas,  l'altération  de  la  position  tendrait  à  augmenter, 
et  les  molécules  fuiraient  leur  état  d'équilibre  au  lieu  de  faire  effort 
pour  y  revenir. 
9.  La  figure  «  nous  permet  aussi  de  définir  la  raideur  du  système 
Fig.  4.  des  deux  molécules  pour  une  position  rela* 

tive  donnée.  Un  système  est  d'autant  plus 
raide  qu'il  faut  une  plus  grande  force  pour 
y  produire  une  déformation  déterminée. 
La  raideur,  dans  le  cas  particulier  dont  nous 
nous  occupons,  est  mesurée  par  le  rapport 


O  'C        •  X 

^p  de  la  variation  de  la  force  à  la  variation  cor- 

respondante de  la  distance  mutuelle.  Par  exemple,  au  point  D  (fig.  4)  » 

KL 
la  raideur  sera  la  limite  du  rapport  -rrr,  de  ces  deux  variations  simul- 

CiIj 

HG 
tanées,  ou  bien  ce  sera  la  limite  du  rapport  -ttt^  ,  ou  enfin  le  coefficient 

d'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  PP'  au  point  G. 

Si  P  =  /(r)  est  l'équation  de  cette  courbe  PF,  la  dérivée  f  (r)  sera 
donc  la  mesure  de  la  raideur. 

La  condition  pour  qu'une  position  d'équilibre  soit  stable  est  que 
la  raideur  correspondante  soit  positive;  l'équilibre  est  instable  si  la 
raideur  est  négative  ;  il  est  indifférent  si  la  raideur  est  nulle. 

Telle  est  l'interprétation  mécanique  du  tracé  des  tangentes  à  la 
courbe  PP'. 

La  quadrature  de  la  courbure  PF  a  de  même  une  interprétation.  Si 
par  l'application  de  forces  extérieures  on  fait  varier  la  distance  r  des 
deux  molécules,  à  partir  d'une  valeur  r^  jusqu'à  une  valeur  r^  le 
travail  des  forces  moléculaires  pendant  cette  déformation  sera  égal 
au  signe  près,  à  l'intégrale 


i 


*"*  P  Jr, 


c'est:à-dire  sera  représenté  en  valeur  absolue  par  Taire  de  la 
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courbe  PF  comprise  entre  les  coordonnées  correspondantes  aux  ab- 
scisses r^,  r.  Si  nous  convenons,  par  exemple,  de  donner  à  la  force  P 
e  signe  +  quand  elle  représente  une  attraction,  et  le  signe  —  quand 
elle  représente  une  répulsion,  nous  devrons  prendre  cette  intégrale 
avec  le  signe  —  pour  avoir  le  travail  avec  son  signe. 

10.  On  ne  connaît  pas  la  fonction  P  ;  mais  si  Ton  se  borne  à  con- 
sidérer de  petites  variations  de  position  de  part  et  d'autre  de  la 
position  G  qui  définit  l'équilibre  naturel,  on  peut,  par  approximation, 
substituer  à  la  courbe  PF  une  tangente  menée  au  point  c  de  la 
courbe,  et  à  l'équation  rigoureuse 

P  =  f{rh 

où  /  est  une  fonction. inconnue  et  probablement  très  complexe,  on 
substituera  ainsi  une  équation  linéaire 

P  =  ar  +  6, 

qui  n'est  plus  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  r,  mais  qui  est  vraie 
approximativement  pour  des  valeurs  de  r  très  voisines  de  OC.  Fai* 
sons  OG  =  r^.  Nous  savons  que  pour  r  =  r^  on  a  P  =  o  ;  donc  il  n'y 
a  plus  qu'un  coefficient  à  déterminer  dans  l'équation  approximative. 
Nous  lui  donnerons  la  forme  suivante  : . 


La  ^fférence  r — r^  est  la  variation  de  la  distance  absolue  des  deux 

points  M  et  M' à  partir  de  leur  position  d'équilibre,  et ^  la  va- 

riatioD  de  la  distance  rapportée  à  la  distance  elle-même,  ou  la  me- 
sure de  la  défùrmation  relative  La  quantité  K  peut  être  définie  le 
coef fiaient  d élasticité  du  système  pour  des  positions  voisines  de 
l'équilibre  natureL  Remarquons  que  si  l'on  fait  r  =  sr^,  l'équation 
donne  P  =  K  ;  donc  K  est  la  force  qui  serait  capable  de  doubler  la 
distance  des  deux  molécules  dans  l'état  d'équilibre  naturel,  si 
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l'équation  linéaire  P  =  —  (r  —  rj  était  vraie  pour  toutes  les  valeurs 


r. 


<le  la  distance  r  (i). 


Le  rapport  —  est  la  raideur  du  système  aux  environs  de  la  posi- 


r. 


lion  dV'quilibre  naturel. 

Pour  ce  système  de  deux  molécules,  nous  n'avons  trouvé  aucune 
limite  d'élasticité.  Il  devait  en  être  ainsi,  puisque  les  variations  de 
position  relative  de  deux  molécules  formant  un  système  isolé  se  ré- 
duisent nécessairement  à  de  simples  altérations  de  leur  distance, 
sans  qu'il  puisse  y  avoird'interversion  dans  leur  mode  de  groupe- 
ment. Quand  au  lieu  de  deux  molécules  on  en  considère  un  plus 
grand  nombre,  le  problème  de  Téquilibre  élastique  devient  extrême- 
ment compliqué,  et  nous  n'aurons  pas  à  nous  en  occuper  ici. 


(t)  La  proportionnalité  de  la  force  élastique  miitaelle  développée  entre  deoz  mo- 
IpciiIp:»,  à  la  varaUon  de  distance  de  ces  molécules  est  la  seule  hypothèse  admise 
aujourd'hui  dann  la  ihéurie  mathemaiique  de  i*éladUcité.  —  On  a  proposé  réeemment 

la  loi  F  =  finm'  ^  ^  ■.  pour  exprimer  la  répulsion  mutuelle  de  deux  molécules  de  masse 

m  et  m',  8épaté«'8  par  une  distance  r,  tq  tant  la  distance  à  laquelle  les  aetions  altractlTes 
et  répulsives  se  font  équilibre.  Cela  revient  à  poser 

Pour  les  grandes  valeurs  de  r,  R  est  négligeable  par  rapport  à  A,  et  on  retombe  sur 
la  loi  de  i'aitra  tlon  newtonl»nri(>.  pour  les  valeurs  de  r  ir.fe  ieures  à  r^  c'est  au  con» 
traire  R  qui  (iredomine,  et  F  devient  infini  pour  r  =  0.  Enfin  pour  r  très  voisin  de  r^, 

on  a  sensiblement  F  =  »  L..^  e,  g  .étant  l'écart  r  ~  Tq,  ce  qui  revient  à  notre  hypo- 

V 
thèse  d'une  action  proportionnelle  à  s.  (Y.  Comptes'rewiug  de  P  académie  de$  sciences 

du  30  juin  18S4,  communication  de  M.  P.  Berthot.) 


LIVRE   PREMIER. 

8TUDB  DES  DÉFORMATIONS  DES  PIÈCES  PRISMATIQUES,  SOUS  L'ACTION 

DE  FORCES  PARALLÈLES  A  LEUR  LONGUEUR. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ALLONGEMENT  ET  RACCOURCISSEMENT  SIMPLE. 


DÉnNITION  DES  PIÈGES  PRISMATIQUES. 

il.  Les  diverses  pièces  qui  entrent  dans  la  composition  d'un 
ouvrage  métallique  ou  d'un  ouvrage  en  charpente  sont  la  plupart 
du  temps  assimilables  aux  prismes  droits  que  Ton  considère  dans  les 
éléments  de  géométrie  ;  on  peut  ajouter  qu'elles  ont  en  général  un 
plan  de  symétrie,  et  que  c'est  dans  ce  plan  que  sont  appliquées  les 
forces  que  la  construction  doit  supporter.  Mais  pour  donner  à  toutes 
les  parties  d'une  même  pièce  une  résistance  plus  égale,  on  fait  sou- 
yreai  varier  d*un  point  à  l'antre  la  forme  et  les  dimensions  de  la 
section*  Le  solide  ainsi  obtenu  n*est  plus  un  prisme  géométrique.  On 
continue  néanmoins  à  employer  le  nom  de  prisme  pour  désigner  un 
solide  de  cette  forme,  ei  dans  tout  ce  qui  suivra,  le  nom  de  pièce 
prùmaiique  signifiera  simplement  une  pièce  droite,  ou  même  légè- 
rement courbée,  dont  les  dimensions  transversales  sont  petites  par 
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rapport  à  la  longueur,  et  dont  la  section  peut  d'ailleurs  être  con< 
stante  ou  variable  d'une  extrémité  de  la  pièce  à  l'autre  extrémité. 


LOIS  DE  l'extension  ET  DE  LA  COMPRESSION  SIMPLE 

DES  PIÈGES  DROITES. 

12.  Supposons  qu'une  pièce  droite  soit  tirée  dans  le  sens  de  sa 
longueur  par  une  force  P,  également  répartie  sur  toute  la  section 
transversale.  L'allongement  pris  par  cette  pièce  dépendra  de  la 
grandeur  de  la  force  P,  de  la  longueur  de  la  pièce  dans  son  état 
naturel,  de  la  section  droite  de  la  pièce  supposée  la  même  partout, 
enfin  de  la  matière  dont  elle  est  composée. 

L'expérience  a  conduit  à  admettre  que  l'allongement  total,  I,  pris 
par  la  pièce,  est  proportionnel  à  la  force  P  qui  y  est  appliquée,  pro- 
portionnel à  la  longueur  L  qu'elle  a  dans  son  état  naturel,  inverse- 
ment proportionnel  à  la  section  droite  0,  et  qu'enfin  entre  ces  quatre 
quantités  on  a  la  relation 

dans  laquelle  le  coefficient  E  est  une  constante  qui  dépend  de  la 
nature  de  la  pièce,  et  qu'on  nomme  le  coefficient  d*ila$ticiU.  La  quan- 
tité I,  ou  plutôt  le  rapport  y-  doit  rester  très  petit  pour  que  cette 

formule  soit  exacte.  Les  quantités  E ,  û ,  L ,  sont  constantes  ;  P  et  I 
sont  variables  ensemble  (i). 


(1)  La  théorie  mécanique  de  l'élasUcIté  conduit  à  admetttre  deux  coefficients  dla- 
Uncts  d'éiasUcité^  X  et  ^  qui  ne  peuvent  être  égaux  que  dans  le  cas  où  Ton  suppose 
la  continuité  de  la  maUère;  le  coefficient  E  de  la  théorie  élémentaire  s'exprime  an 
moyen  des  deux  coefficients  X  et  |t  par  l'éqaaUon 

1  +:- 


E      3X  +  V(ji' 

Les  expériences  de  M.  Wertheim  l'ont  conduit  à  faire  X  =  Spi  (V.  Lamé,  Leçons  sur 
réiaiticUé,  §§  19, 20  et  29). 
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La  même  formule  exprime  la  relation  qui  lie  une  force  de  corn* 
pression  P  au  raccourcissement  /  qui  résulte  de  l'action  de  cette 
force,  quand  la  pièce  comprimée  ne  fléchit  pas  latéralement.  On 
attribuera  donc  à  P  et  à  I  les  signes  +  et  — ,  +  pour  les  forces  de 
traction  et  les  allongements,  —  pour  les  forces  de  compression  et 
les  raccourcissements,  et  la  formule  deviendra  générale. 

Ou  remarquera  l'analogie  de  cette  formule  avec  l'équation  ap- 
proximative que  nous  avons  posée  pour  le  cas  théorique  de  deux 

FOI 

molécules  isolées.  L'équation  P  =  -j-  définit ,  comme  l'équation 

Là 

P  =  —  (r — f ^) ,  une  tangente  à  la  courbe  dont  les  coordonnées  re- 

présenteraient  les  valeurs  conjuguées  de  P  et  de  /. 

On  conser%'e  la  même  constante  E  pour  les  raccourcissements  et 
pour  les  allongements,  parce  que  les  deux  branches  de  cette  courbe 
qui  se  réunissent  au  point  I  =  o,  ont  en  ce  point  la  même  tan- 
gente; si,  au  contraire,  l'expérience  montrait  que  la  courbe  a  un 
point  anguleux  pour  I=o,  il  faudrait  distinguer  deux  valeurs  du 
coefficient  d'élasticité,  l'une  pour  la  compression,  l'autre    pour 

r  extension. 

p 
Le  rapport  ~  est  la  tension  de  la  matière  par  unité  de  surface  dans 

une  section  quelconque  du  prisme. 

Le  rapport  r-  est  l'allongement  relatif  du  prisme  ;  c'est  un  nombre. 

P       L 
La  constante  spécifique  E,  égale  à  -  x  y  est  donc  une  force  rap- 

l 
portée  à  r  unité  de  surface^  le  rapport  |-  étant  toujours  très  petit,  E 

sera  généralement  représentée  par  un  nombre  très  grand. 

Si  on  fait  û  =  i«  et  ^  =  i,  on  a  E  =  P  ;  donc  E  est  la  force  fic- 

tive  d'extension  qui  doublerait  la  longueur  d'une  pièce  droite  ayant 
pour  section  l'unité  de  surface ,  ou  la  force  fictive  de  compression 
qui  réduirait  à  zéro  la  longueur  de  la  même  pièce  ;  ces  forces  sont 

8 
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fictives,  parce  qu'on  les  déduit  de  la  formule  en  supposant  qu'elle 
se  vérifie  pour  tous  les  allongements  et  tous  les  raccourcissements, 
ce  qui  n'est  pas  exact. 

La  détermination  numérique  du  coefficient  d'élasticité  pour  chaque 
matière  suppose  que  l'on  ait  fait  choix  de  l'unité  de  section  et  de 
Tunité  de  force.  Ainsi,  pour  le  fer,  le  coefficient  d'élasticité  est  en 
moyenne  égal  à  so, 000,000,000,  ou  à  2X10*^,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  force  le  kilogramme,  et  pour  unité  de  section  le  mètre 
carré.  Si  l'on  prenait  pour  unité  de  force  la  tonne,  et  pour  unité  de 
section  le  décimètre  carré,  il  faudrait  diviser  ce  nombre  par 
1000x100,  ou  supprimer  cinq  zéros,  ce  qui  donnerait  soo,ooo 
pour  la  nouvelle  valeur  du  coefficient  d'élasticité.  En  eifet,  200,000 
tonnes  par  décimètre  carré  équivalent  à  20,000,000,000  dé  kilo- 
grammes par  mètre  carré. 

Quelques  auteurs  définissent  la  loi  de  l'allongement  par  Téquation 
différentielle 

X 

où  X  est  la  longueur  de  la  tige  déjà  allongée  par  la  force  P,  et  dx 
l'allongement  produit  par  l'action  d'une  nouvelle  force  rfP.  L'allon- 
gement total  /  correspond  alors  à  une  force 


^=^^rT=^"'°«o+E)' 


les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien.  Gomme  r-  est 

un  nombre  très  petit,  le  logarithme  est  sensiblement  égal  au  premier 
terme  de  son  développement  en  série,  et  l'on  retrouve  la  formule 
usuelle 

eq; 


p  = 


!"• 


BÂIDEUR  DU  RESSORT  LONGITUDINAL. 
Eu 

13.  De  Téquation  P  =  -r-  /,  où  P  et  /  sont  les  seules  variables,  on 
déduit 
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d?  _EÛ 
d/  ""  L • 

Nous  avons  déjà  remarqué  dans  un  cas  tout  à  £sdt  analogue  que 

rfP 
la  dérivée  -rj-  est  la  mesure  de  la  raideur  du  système.  On  voit  qu'au 

point  de  vue  des  déformations  longitudinales,  une  tige  a  une  raideur 
d'autant  plus  grande  qu'elle  a  une  plus  grande  section,  une  moindre 
longueur  et  que  son  coefficient  d'élasticité  est  plus  grand. 


TRAVAIL  DE   L'AUONGEMEirr  d'IIN£  TIGE. 


14.  Supposons  que  l'on  cherche  le  travail  T  nécessaire  pour  ac- 
croître la  longueur  L  de  la  tige  d'une  quantité  X,  très  petite  par  rap- 
port à  L.  Soit,  à  un  moment  quelconque,  x  l'allongement  de  la  tige; 
la  tension  P  correspondante  sera  donnée  par  la  formule 

et  le  travail   élémentaire  c/T  correspondant  à  l'accroissement  de 
longueur  dx  sera  Pdx^  ou  bien 

dT  =  -|^  xdx. 

Pour  avoir  le  travail  total,  il  n'y  a  qu'à  faire*  l'intégrale  de  cette 
expression  entre  les  limites  o  et  X,  ce  qui  donnera 

Ce  résultat  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


L 
Le  travail  consommé  par  la  déformation  de  la  tige  est  donc  équiva- 

EwX  -X 
lent  au  travail  d'une  force j ,  dont  le  point  d'application 

parcourrait  tin  chemin  égal  à  X  dans  sa  propre  direction.  On  peut 
remarquer  que  cette  force  est  la  moyenne  des  valeurs  de  la  tension  P 
pendant  l'allongement. 


SO  CONTRACTION  LATÉRALE. 

La  formule  T  =  -  -r-  X*  n'est  vraie  que  pour  les  petites  valeurs 

dû  rapport  =r  ;  si  Ton  attribuait  à  X  la  valeur  qui  correspond  à  la  rup- 

ture  de  la  tige  par  extension,  la  formule  ne  donnerait  plus  qu'une 
approximation  grossière, 

La  même  formule  représente  le  travail  nécessaire  pour  produire 
par  compression  un  raccourcissement  X  sur  une  tige  qui  ne  subit 
pas  de  flexion  latérale  (i). 

Poncelet  a  donné  le  nom  de  résistance  vive  d'un  prisme  élas- 
tique «  à  la  somme  des  quantités  de  travail  que  la  résistance  élastique 
«  de  ce  prisme  oppose  à  l'action  d'un  choc,  ou  d'un  effort  variable 
«  ou  brusque  dirigé  dans  le  sens  de  son  axe.  »  Nous  examinerons 
tout  à  l'heure  un  cas  simple  dans  lequel  cette  résistance  se  ma- 
nifeste. 

PHÉNOMÈNES   AGGESSOJRES. 

15.  Lorsqu'on  soumet  une  tige  à  un  effort  de  traction,  la  tige  s' al- 
longe,  et  c'est  là  le  phénomène  principal;  mais  en  même  temps  la 
tige  se  contracte  latéralement  :  cet  effet,  peu  sensible  sur  les  tiges 
douées  d'une  grande  raideur  et  subissant  une  faible  déformation, 
devient  au  contraire  très  apparent  pour  les  matières  très  déforma- 
bles,  par  exemple,  pour  le  caoutchouc. 

Le  phénomène,  soumis  d'abord  au  calcul  par  Poisson,  est  mainte- 
nant regardé  comme  un  résultat  nécessaire  de  la  théorie  mathé- 
matique de  l'élasticité.  Il  a  été  étudié  expérimentalement  par 
M.  Cagniard  de  La  Tour,  puis  par  M.  Wertheim,  enfin  en  dernier 
lieu  par  M.  Cornu,  à  l'aide  d'une  méthode  fondée  sur  l'emploi  des 
anneaux  colorés.  On  peut  admettre  aujourd'hui  comme  démontré  que 
le  coefficient  de  contraction  latérale  est  proportionnel  au  coefficient 
d'extension  longitudinale,  et  que  le  premier  coefficient  est  environ 
le  quart  du  second. 

(1)  11  existe  uo  théorème  plus  général,  dû  à  Glapeyron^  qui  permet  d'exprimer  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  élastiques  développées  par  la  déformaUon  d'aa 
solide  homogène  et  d'élasticité  constante.  (Lamé,  Leçon  Vil.) 
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La  contraction  latérale  des  prismes  est  d'ailleurs  généralement 
très  petite,  et  il  est  rare  que  les  ingénieurs  aient  T occasion  de  s'en 
préoccuper.  Nous  verrons  cependant  qu'il  est  nécessaire  d'y  avoir 
recours  pour  expliquer  certains  phénomènes. 

A  la  compression,  on  observe  un  renflement  latéral  au  lieu  d'une 
contraction.  Mais  un  effet  d'un  autre  genre  peut  aussi  se  produire; 
c'est  la  flexion  latérale  de  la  pièce  prismatique.  Une  pièce  symétri- 
que par  rapport  à  sa  ligne  moyenne,  et  soumise  à  une  force  qui  la 
comprime  par  ses  extrémités,  se  trouve ,  lorsque  la  force  a  une  va- 
leur sufljsamment  grande,  dans  un  état  d'équilibre  instable;  la 
moindre  inégalité  de  répartition  de  la  force  sur  la  section  de  la  pièce, 
le  moindre  effort  transversal,  su£Eisent  pour  la  faire  fléchir  d'un 
côté  particulier.  Nous  étudierons  plus  tard  les  conditions  de  résis- 
tance à  ce  point  de  vue.  En  attendant,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les 
pièces  droites  chargées  par  leurs  abouts  sont  quelquefois  exposées 
à  prendre  latéralement  une  certaine  flexion,  et  qu'alors,  si  la 
charge  qu'elles  ont  à  supporter  ne  diminue  pas,  il  y  a  danger  de 
rupture. 

MOUVEMENT  OSCILLATOIRE  d'UN  POIDS  SUSPENDU  A  l'eXTRÊMITÉ 

d'oNE  tige   ÉLASTIQUE. 

16.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  actions  statiques, 
on  ce  que  quelques  auteurs  appellent  improprement  des  forces  mor- 
tes. Les  solides  sont  souvent  appelés  à  développer  une  résistance  à 
des  chocs  produits  par  des  corps  en  mouvement;  la  résistance  qu'ils 
opposent  à  ces  actions  dynamiques  comprend  deux  parties  princi- 
pales :  Tune  est  due  simplement  à  l'élasticité  du  solide,  comme  s'il 
s'agissait  d'une  action  statique  ;  c*est  celle  qui  contribue  à  produire 
ce  que  Poncelet  appelle  la  résistance  vive;  l'autre  est  due  à  la  masse 
du  solide  choqué ,  qui  emprunte  au  corps  choquant  une  certaine 
portion  de  sa  quantité  de  mouvement.  Dans  certains  cas,  cette 
leconde  partie  peut  être  négligée  par  rapport  à  la  première,  et 
dors  les  problèmes  ne  présentent  pas  plus  de  difficulté  que  les 
questions  d'équilibre  élastique.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  les  pro- 


D 
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blêmes  deviennent  beaucoup  plus  compliqués,  et  rentrent  dans  le 
domaine  de  la  mécanique  vibratoire. 
Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  d'un  exemple  simple  proposé  par 

Poncelet  (i). 

* 

Soit  AB  une  tige  donnée,  attachée  par  son  extrémité  A  à  un  point 
^«-  *•    fixe.  L'extrémité  B  est  libre,  et  la  tige  prend  la  direction  de 
^1      la  verticale.  On  donne  la  section  û,  la  longueur  L  =  ÂB,  et 
le  coefficient  d'élasticité  E  de  la  tige. 

D'un  point  G,  situé  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  point  B, 
on  laisse  tcnnber  un  poids  P,  qui  glisse  d'abord  sans  frotte- 
ment le  long  de  la  tige  Cfi,  mais  qui,  en  arrivant  au  point  B, 
est  arrêté  par  un  obstacle  attaché  à  la  tige,  de  manière  à  ne 
pouvoir  continuer  son  chemin  sans  l'entraîner  dans  son 
mouvement  On  suppose  que  la  masse  de  la  tige  est  négli- 
geable par  rapport  au  poids  P,  et  l'on  demande  la  loi'  du 
mouvement  de  ce  poids  au  bout  de  la  tige. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  poids  P  seront  la  pesanteur,  c'est  « 
à-dire  le  poids  P  lui-même,  et  la  tension  variable  F  de  la  tige;  le 
poids  P  tend  vers  le  bas,  et  la  tension  F  agit  en  sens  contraire,  sauf 
les  réserves  qui  seront  faites  plus  loin. 

Prenons  le  point  B  pour  origine  des  abscisses  Xf  comptées  dans  le 
sens  BX  ;  lorsque  le  poids  P  est  arrivé  en  H,  à  une  distance  BM  =  a; 
de  l'extrémité  de  la  tige  dans  son  état  naturel ,  la  tension  F  est 
donnée  par  l'équation 

p_  Ettr 
L  • 

p 

•-étant la  masse dupoids mobile,  l'équation  du  mouvement  suivant 

la  droite  BX  sera 

Pd^_       Eu 


Pour  simplifier  cette  équation,  appelons  I  l'allongement  ^to^i^tie 
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FO/ 

qui  correspond  à  une  traction  égale  à  P  ;  nous  aurons  P  =p  -:—  ;  donc 

Kû       P  .  ^.,    . 

— -  =  -j»  ce  qui  nous  permet  d  écru*e 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  P, 


-C-f)- 


Soit  BO  =  /;  nous  pouvons  transporter  l'origine 
des  X  au  point  0,  ce  qui  revient  à  changer  x  en 
x  +  L  Opérant  cette  transformation,  il  vient  l'é- 
quation plus  simple 


dt 


X  a 


où  X  est  compté,  non  plus  à  partir  du  point  B, 

r 

I  mais  à  partir  du  point  0  défini  par  sa  distance  B0« 

Voia  comment  on  peut  intégrer  cette  équation.  Posons 


de 


V  sera  la  vitesse  du  point  mobile  à  un  instant  quelconque. 
Il  en  résulte 


d^x         et/       dv      vdv 


dt^ 


dt 


dt  "  dx* 


Donc 


et,  en  intégrant. 


vdv^^ixdx, 


Cette  équation  n*est  autre  chose  que  l'application  pure  et  simple 
du  théorème  des  forces  vives.  La  constante  v^  est  la  vitesse  du  mo* 
bile  à  son  passage  au  point  0.  Pour  déterminer,  ou  plutôt  pour  éli- 
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miner  cette  constante,  faisons  x=^  —  /,  ce  qui  place  le  mobile  au 
point  K  En  ce  point  il  a  la  vitesse  due  à  la  hauteur  GB  =  A,  c'est-à- 
dire  >J'^gh  ;  nous  aurons  donc  à  la  fois,  en  supprimant  le  facteur  —, 

et 
Retranchant,  il  vient 

Cette  équation,  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire,  nous  per- 
met de  déterminer  la  limite  de  l'excursion  du  point  mobile  ;  il  suffit 
d'y  faire  «  =  o,  d'où  résulte  pour  x  les  deux  valeurs  suivantes  : 


La  somme  /+  A  est  la  distance  CO.  Sur.CO  comme  diamètre,  décrivons 
une  demi-circonférence,  puis  du  point  C  comme  centre  avec  CB  =  A 
pour  rayon,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  demi-circon- 
férence au  point  D.  La  corde  OD  sera  égale  k  ^{l+hy —  A*,  et  par 
suite,  si  l'on  décrit  une  circonférence  du  point  0  comme  centre 
avec  OD  pour  rayon,  elle  coupera  la  droite  AX  en  deux  points  E  et  F, 
qui  correspondront  aux  valeurs-limites  de  x  données  par  l'équation 
précédente. 
L'un  de  ces  points,  le  point  £,  qui' correspond  à  l'abscisse  positive, 

donne  à  la  tige  un  allongement  total  égal  à  /+  \/(/+ A)* — A*;  la 
tension  correspondante  est  égale  à 


EQ  [/  -f  v/(/  H-  /t)*  -  h^ 


de  sorte  qu'elle  surpasse  de  toute  la  quantité       ^^  ^  ^ 

L  • 

la  tension  statique  que  produirait  le  poids  P,  suspendu  sans  vitesse 
à  la  tigQ. 
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L'autre  point  K',  qui  correspond  à  Fabscisse  négative,  peut  être  inad- 
missible; en  effet,  si  le  poids  P  est  seulement  posé  sur  V  obstacle  fixé  à 
rextrémité  inférieure  de  la  tige,  il  est  impossible  qu'il  exerce  j amais  sur 
cette  tige  la  compression  nécessaire  pour  y  produire  un  raccourcisse- 
ment égal  à  B£',  et  comme  on  ne  suppose  pas  que  la  tige  ait  une  masse 
appréciable,  la  vitesse  acquise  par  ses  molécules  ne  peut  contribuer 
à  faire  dépasser  le  point  B  à  son  extrémité  libre,  quand  elle  y  revient 
dans  le  sens  ascendant.  Dans  ce  cas,  le  poids  mobile,  arrivé  au  point 
B,  s'y  trouvant  animé  de  bas  en  haut  d'une  vitesse  v  égale  à  ^^gh^ 
abandonnera  l'extrémité  de  la  tige  pour  remonter  jusqu'au  point  G 
comme  un  corps  libre;  puis  il  retombera  sur  l'obstacle  B,  pour 
faire  faire  à  la  tige  une  seconde  excursion  jusqu'au  point  E,  avec 
retour  au  point  B,  et  ainsi  de  suite. 

Si  le  corps  P  est  saisi  par  l'obstacle  B  de  manière  à  ne  pouvoir  s'en 
séparer,  son  mouvement  rétrograde  pourra  développer  une  com- 
pression dans  la  tige,  et  le  travail  résultant  empêchera  le  poids  de 
remonter  jusqu'au  point  G;  dans  ce  second  cas,  il  s^arrêtera  en  £\ 

Entre  les  points  B  et  F,  l'action  élastique  de  la  tige  sera  alors 
dirigée  de  haut  en  bas  et  s'ajoutera  à  l'action  ^e  la  pesanteur. 

L'équation  posée  plus  haut  sera  donc  vraie  dans  ce  second  cas 
pour  toutes  les  valeurs  de  or,  tandis  que  dans  le  premier  elle  ne  con« 

vient  qu'aux  valeurs  de  x  comprises  entre  —  /et  ^{l+h)* — A*. 

17.  Nous  supposerons  le  second  cas,  celui  où  l'équation  est  vrai6 
d'une  manière  absolue,  et  nous  allons  achever  la  solution. 

L'équation 


1^-  igh  =  2  (/t—x») 


donne 


w  =  =t\/2jf/i  +  2(^-.x«). 


Le  signe  +  correspond  au  mouvement  descendant,  le  signe  —  au 
mouvement  ascendant  du  poids  P.  Pour  déduire  de  là  l'équation 

déBnitive  du  mouvement,  posons  t)  s=  -^  ;  il  deviendra,  en  résol- 
vant par  rapport  k  dU 
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dt=z± 


^^gh+fil^-'X^) 


Prenons  le  signe  supérieur  pour  étudier  ce  qpi  se  passe  quand 
le  mobile  va  du  point  E'  au  point  E.  On  intégrera  cette  équation 
en  posant 


^'«-  ^-  a;  =  —  V'(/  +  AJ«  —  A»  008  9, 


ff  étant  un  angle  auxiliaire.  Cet  angle  f  est  donné 
sur  la  figure  par  F  angle  E'ON,  N  étant  sur  la  cir- 
conférence E'NE  le  point  qui  se  projette  en  M  sur 
le  diamètre  EE',  et  qui  a  pour  abscisse  x  =  —  OM. 
On  déduit  de  cette  relation 


dx  =  v^(^  +  AJ'  —  A*  sin  çd^ 

et 

Donc  t  =  \/-f  9  sans  constante,  si  l'on  compte  le  temps  à  partir 

du  moment  où  le  mobile  quitte  le  point  E'  pour  s'avancer  verp  le 
point  E. 
L'équation  du  mouvement  est  en  définitive 


X 


=  —  V^(/  +  A)«  -  h'  cos  1/2  u 


(Test  l'équation  du  mouvement  de  la  projection  d'un  point  N  qui 
parcourndt  d'un  mouvement  uniforme  la  circonférence  E'NE, 


/ 
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Pour  avoir  la  dorée  d'une  excursion  complète  de  E'  en  E,  il  faut 
faire  d'abord  7=0,  puisf =ir,  ce  qui  correspond  aux  deux  points 
extrêmes;  la  différence  des  deux  valeurs  correspondante.^  de  t  donne 
;a  valeur 


="V^ 


de  la  durée  d'une  oscillation. 

18.  On  retrouve  ainsi  la  formule  de  la  durée  des  petites  oscilla^» 
lions  du  pendule  simple  de  longueur  /.  (1  est  facile  de  se  rendre 
compte  de  cette  coïncidence.  L'équation  du  mouvement  oscillatoire 
du  poids  P  est,  comme  nou^  l'avons  vu, 

d*x  __      g 

c>st-à-dire  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  ce  poids 

^^^  ^-         mobile  est  une  attraction  proportionnelle  h,  la  distance  au 

l  point  fixe  0.  Le  pendule  simple  S  est  sollicité,  lorsque 

l'angle  d'écart  est  a,  par  une  force  tangentieUe  égale 

IX 

par  unité  de  masse  à  g  sin  a,  et  cette  force  tend  à  rap- 
procher le  mobile  du  point  R.  L'équation  du  mouve- 
ment est  donc  dans  ce  cas 

TS  =  —  ff  8in  CL 

s  étant  l'arc  compté  à  partir  du  point  R  dans  le  sens  RS.  Mais  s = /a, 
di  appelant  /  la  longueur  PR.  L'équation  prend  la  forme 

et  si  les  limites  de  l'angle  a  sont  très  petites,  on  peut  confondre 
sin  a  avec  a,  et  po^er 

d»«  _     g 
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équation  de  forme  identique  à  celle  que  nous  venons  de  traiter. 

19.  Remarquons  encore  que  si  l'on  fait  A  =  o,  ou  si  Ton  place 
sans  vitesse  le  poids  P  à  l'extrémité  B  de  la  tige,  le  cercle  EE'  ne  se 
réduit  pas  à  un  point  ;  le  rayon  de  ce  cercle  devient  égal  à  /,  et  l'al- 
longement total  que  prend  la  tige,  par  l'effet  de  la  vitesse  aequise  du 
poids  P,  s'élève  à  a/,  c  est-à-dire  au  double  de  rallongement  sta- 
tique. 

On  voit  par  là  l'effet  des  oscillations.  Cet  effet  peut  être  très  nui- 
sible, car  une  barre  peut  être  capable  de  subir  sans  altération  d'é- 
lasticité  un  allongement  /,  et  n'être  pas  en  état  de  supporter  l'al- 
longement total  de  /+  ^F+TIÂ. 

Gomme  nous  avons  négligé  la  masse  de  la  tige,  on  ne  peut  pas 
dire  qu'il  y  ait  choc  du  poids  P  contre  la  tige  ;  car  un  choc  suppose 
une  rencontre  de  deux  masses,  ce  que  nous  n'avons  pas  admis  ici. 

La  formule  /  =  9ci/-  donne  un  moyen  théorique  de  déterminer 

approximativement  la  valeur  du  coefficient  d'élasticité  d'une  tige. 
Si  la  tige,  sous  l'influence  de  ses  vibrations  longitudinales,  ren- 
dait un  son  musical  et  qu'on  pût  apprécier  le  nombre  n  des  vibra- 
it 
tiens  par  seconde,  on  aurait  t=  —  pour  la  durée  d'une  excursion 

simple,  et 


-  4 


4n»w*  ' 


ce  qui  donnerait  l'allongement  statique,  et  par  suite  le  coefficient 

P      L 

d'élasticité,  E  =  -  x  -j*   L'observation  des  flexions  transversales 

conduit  plus  facilement  au  résultat  cherché. 
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ALLONGEMENT    d'unE   TIGE   QUI    RÉUNIT    DEUX    MASSES    ANÎMÊES 
d'un   MOUVEMENT   RECTILIGNE   COMMUN. 

20.  Nous  supposerons  deux  corps  M,  M'  de  masses  données,  et 
'^^*-  *•  réunis  par  une  tige  homogène 

•   p         H'     A H      F     T      MM',    de    longueur  L,    et   de 

masse  [x  par  unité  de  longueur, 
en  mouvement  le  long  de  la  droite  indéfinie  OX,  et  sollicités,  le  corps  M 
par  une  force  F,  mouvante,  et  le  corps  M'  par  une  autre  force  F, 
résistante. 

On  demande  l'alfongement  total  pris  par  la  barre  MM',  en  suppo- 
sant les  vibrations  éteintes  et  l'équilibre  intérieur  établi. 

Il  faut  d'abord  déterminer  la  tension  de  la  tige  MM'  en  ses  divers 
points. 

Appelons  x  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  système,  variable 
avec  le  temps  et  comptée  à  partir  d'une  origine  fixe  0.  Nous  aurons 
pour  définir  le  mouvement  du  système  l'équation. 

Appelons  s  la  distance  d'un  point  quelconque  A  de  la  tige  à  l'ex- 
trémité M',  cette  distance  étant  comptée  dans  l'état  naturel  de  la 
tige,  c'est-à-dire  avant  qu'elle  ait  subi  aucune  extension.  La  va- 
riable s  sera  indépendante  du  temps. 

Pour  trouver  la  tension  T  de  la  tige  au  point  A,  considérons  l'un 
des  tronçons,  le  tronçon  AM'  par  exemple,  et  écrivons  l'équation 
du  mouvement  de  son  centre  de  gravité;  il  vient 

(Px 
Entre  ces  deux  équations  nous  pouvons  éliminer^,  et  nous  aurons 

UDC  équation  qui  nous  donnera  T  : 
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_  FM^  +  FM  +  FVL  +  (F-  ¥')[ls 
M  +  M'+jiL 

équation  du  premier  degré  en  s. 

Telle  est  la  tension  au  point  A  ;  l'élément  d$  de  la  tige,  étant  soumis 

T       ds 
à  cette  tension  T,  prend  un  accroissement  égal  ^  5  X  -rr»  c'est-à-dire 

(fil 
1  +  çrr]  ;  si  donc  on  veut  avoir  la  longueur  to- 
tale de  la  tige  étendue  (abstraction  faite  de  tout  mouvement  vibra- 
toire) ,  il  faudra  intégrer  d$(i  +  ~\  entre  les  limites  o  et  L,  ce 
qui  donne 


L  + 


Joè  ^- 


Cette  dernière  intégrale  représente  l'allongement  total.  T  étant 
une  fonction  linéaire  de  5,  de  la  forme  a  +  bsj  on  voit  que  l'inté- 
grale sera  pq(^L  +  -  àL*U  ou,  en  remplaçant  a  et  b  par  leurs 
valeurs, 

/  J_  FM'  +  F^M  +  FVL\  1         (F  ->  F%  , 

\EQ       M  +  M'  +  H^L     /  2  E£2(M  +  M'  +  (jlL)     * 

On  pourrait  calculer  de  même  les  petites  variations  de  la  masse 
par  unité  de  longueur  ;  la  nouvelle  masse  par  unité  de  longueur,  au 
point  défini  par  une  valeur  particulière  de  «,  est  égale  à 


T  ' 


quantité  variable,  puisque  T  est  variable  avec  s. 

Si  les  masses  M  et  M'  sont  très  grandes  par  rapport  au  produit 
^L,  la  tension  T  varie  très  peu  d'un  point  à  l'autre  de  la  tige. 


CHAPITRE  n. 


DÉTERMINATION  DES  CONSTANTES  SPÉCIFIQUES. 


21.  Les  calculs  de  résistance  exigent  la  connaissance  d'un  certain 
nombre  de  constantes  spécifiques,  qui  dépendent  de  la  nature  des 
corps  sonmis  à  ces  calculs.  Il  y  en  a  quatre  principales. 

La  presmiëre  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  corps,  ou  le  poids 
spécifique;  dans  presque  toutes  les  constructions,  le  poids  de 
l'oavrage  est  une  des  principales  forces  qu'il  soit  appelé  à  sou- 
tenir. Il'  arrive  même  quelquefois,  pour  les  maçonneries  par 
exemple,  que  le  poids  des  surcharges  accidentelles  soit  tout  à  fait 
négligeable  par  rapport  au  poids  propre  de  l'ouvrage. 

» 

La  seconde  constante  spéciGque  est  le  coefficient  d élasticité;  c'est, 
comme  nous  l'avons  vu,  la  valeur  de  la  force  fictive  d'extension  ca- 
pable de  doubler  la  longueur  d'une  tige  qui  aurait  partout  une 
même  section  droite,  égale  à  l'unité  de  surface. 

La  troisième  constante  spécifique  est  la  limite  d  élasticité;  elle  est 
donnée  par  la  plus  grande  valeur  de  la  tension  ou  de  la  pression  ne 
produisant  encore  qu'une  déformation  passagère.  Nous  avons  vu 
sous  quelles  réserves  cette  définition  pouvait  être  admise. 

La  quatrième  constante  spédfique  est  la  charçe  de  rupture;  c'est 
la  pins  petite  tension  ou  la  plus  petite  pression  qui  rompe  le  corps 
ou  qui  l'écrase. 
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Ces  constantes  se  détermineront  pour  chaque  corps  par  une  série 
d'expériences. 

22.  Poids  spécifique.  —  La  détermination  du  poids  spécifique 
d'un  corps  est  une  des  questions  que  Ton  traite  dans  les  cours  de 
physique.  Les  expériences  des  ingénieurs  ont  un  caractère  moins 
rigoureux  que  celles  des  physiciens  ;  ils  ont  plutôt  à  chercher  une 
jimite  supérieure  que  la  valeur  exacte  du  poids  spécifique.  On  trouve 
dans  les  recueils  de  tables  les  poids  spécifiques  des  principaux  maté- 
riaux :  fer,  bois,  fonte,  pierres...  Lorsque  ces  renseignements  font 
défaut,  par  exemple  lorsqu'on  doit  employer  une  pierre  nouvelle  et 
non  encore  soumise  à  Texpérlence,  l'ingénieur  aura  à  déterminer 
lui-môme  le  poids  spécifique  de  cette  matière  ;  pour  cela  il  fera 
tailler  une  vingtaine  de  blocs  parallélépipédiques  de  mômes  dimen- 
sions, et  les  fera  peser  tous  ensemble,  en  les  empilant  en  tas  sur 
le  plateau  de  la  balance  de  Quintenz.  Le  volume  occupé  par  ces  vingt 
morceaux  pouvant  ôtre  mesuré  avec  exactitude,  et  le  poids  étant  connu 
par  la  pesée,  une  division  donnera  le  poids  de  l'unité  de  volume. 

Pour  le  fer  et  la  fonte,  il  est  d'usage  de  fixer  dans  les  cahiers  des 
charges  la  valeur  du  poids  spécifique  qui  sera  adopté  pour  les 
calculs  des  poids  ;  c'est  au  poids  qu'on  règle  les  comptes  d'une 
entreprise  d'ouvrage  métallique  ;  or  le  métré  se  fait  en  mesurant  les 
dimensions  linéaires  des  différentes  pièces  qui  figurent  dans  un  tel 
ouvrage  ;  il  est  donc  nécessaire,  au  point  de  vue  du  règlement  des 
comptes,  de  connaître  le  poids  spécifique,  et  on  le  fixe  d'avance  pour 
éviter  les  discussions.  On  adopte  ordinairement  7800  kilogrammes 
pour  le  poids  du  mètre  cube  de  fer,  et  7  200  pour  le  poids  du  mètre 
cube  de  fonte. 

Pour  les  bois,  les  pierres  et  les  briques,  qui  se  payent  au  volume 
et  non  au  poids,  le  poids  spécifique  est  seulement  un  élément  des 
calculs  de  résistance,  qu'on  n'a  pas  à  faire  entrer  dans  les  condi- 
tions des  marchés. 

23.  Coefficient  d élasticité.  —  Il  y  a  un  grand  nombre  de  problèmes 
de  résistance  où  la  connaissance  du  coefficient  d'élasticité  n'est  pas 
nécessaire.  Considérons,  par  exemple,  l'allongement  d'une  tige  pris- 
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Eû/ 
matique.  Nous  avons  trouvé  la  formule  P  =  -f-,  qui  lie  ensemble 

Là 

la  déformation   relative  j-  et  la  charge  par   unité  de  surface 

p 

-,  au  moyen  du  coefficient  d'élasticité  E.  Si  Ton  se  propose  de  dé- 
terminer seulement  la  charge  par  unité  de  surface,  il  suffira  de  divi- 
ser la  force  P  par  la  section  connue  0,  et  la  connaissance  du  coeffi- 
cient d'élasticité  sera  inutile,  tandis  qu'elle  serait  indispensable  s'il 
s'agissait  de  déduire  de  la  tension  développée  dans  le  prisme  l'allon- 
gement  produit  par  cette  tension. 

Plus  généralement,  dans  toute  construction,  la  répartition  des 
efforts  entre  les  divers  points  résulte  de  la  conndssance  des  forces, 
et  le  coefficient  d'élasticité  n'intervient  que  quand  on  a  à  évaluer  les 
déformations  correspondantes  à  ces  efforts. 

La  répartition  intérieure  des  efforts  est  l'objet  capital  de  la  théorie 
de  la  résistance  ;  car  c'est  en  l'étudiant  qu'on  peut  reconnaître  si  la 
limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée,  et  si  l'ouvrage  est  dans  de 
bonnes  conditions  de  durée.  Hais  elle  suppose  donnée  la  vraie  dis- 
tribution des  forces,  de  sorte  que  si  certaines  forces  sont  ûiconnues, 
et  si  elles  dépendent  des  déformations  subies  par  les  diverses  parties 
de  l'ouvrage,  le  coefficient  d'élasticité  peut  paraître  dans  la  solution  ; 
c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  quand  on  cherche  la  poussée  d'un  arc 
métallique  due  à  la  dilatation  causée  par  un  accroissement  de  tem- 
pérature. Mais  en  général  le  coefficient  d'élasticité  se  trouve  finale- 
ment éliminé  des  équations  qui  résolvent  ce  premier  problème. 

CoDome  les  pierres  ont  une  grande  raideur,  les  déformations  des 
ouvrages  en  maçonnerie  échappent  au  calcul  par  leur  extrême  peti- 
tesse ;  aussi  la  connaissance  du  coefficient  d'élasticité  des  maçonne- 
ries est  à  peu  près  inutile  en  pratique.  On  peut  dire  en  effet  que  le 
tassement  d'un  ouvrage  de  maçonnerie  doit  être,  en  général,  attribué 
à  un  vice  de  l'ouvrage,  bien  plutôt  qu'au  jeu  naturel  des  forces  élas- 
tiques. Les  réactions  inconnues  se  déterminent  alors  à  l'aide  d'une 
hypothèse,  en  appliquant  les  règles  de  la  statique. 

il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  charpentes  en  bois  ou  en  fer  :  les  dé 
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formations  de  ces  systèmes  peuvent  être  déterminées  avec  exactitude, 
et  pour  cela  la  connaissance  du  coeflicient  d'élasticité  est  nécessaire. 
Nous  donnerons  tout  à  l'heure  un  résumé  des  diverses  expériences 
qui  ont  conduit  à  en  fixer  la  valeur. 

24.  Limite  (Télasticité.  —  Certains  matériaux  ne  sont  propres  à 
l'ésister  qu'à  des  efforts  de  compression  :  telles  sont,  sauf  des  excep- 
tions très  rares,  les  maçonneries  de  pierres  ou  de  briques.  D'autres 
peuvent  être  soumis  aux  deux  genres  d'efforts,  d'extension  et  de 
compression,  mais  en  résistant  mieux  à  l'un  qu'à  l'autre.  Ainsi  cer- 
taines fontes  présentent  une  élasticité  différente  suivant  qu'on  les 
comprime  ou  qu'on  les  étend.  Le  fer  et  le  bois  ont  au  contraire  dans 
les  deux  sens  une  élasticité  égale. 

La  limite  d'élasticité  est  une  limite  extrême,  à  laquelle  il  faut  que 
les  efforts  développés  dans  les  constructions  soient  notablement  infé- 
rieurs. L'expérience  a  conduit  à  fixer  pour  chaque  matière  la  limite 
pratique  d'efforts  qu'on  doit  admettre  dans  la  rédaction  des  projets. 
En  réalité,  cette  limite  pratique  pourra  être  accidentellement  dé- 
passée  si,  par  exemple,  l'ouvrage  est  soumis  à  une  surcharge  impré- 
vue -,  mais  ce  sera  sans  inconvénient,  pourvu  que  la  limite  extrême 
d'élasticité  ne  soit  jamais  atteinte.  L'intervalle  compris  entre  la  limite 
usuelle  et  la  limite  extrême  est,  pour  ainsi  dire,  la  mesure  de  la  sé- 
curité de  la  construction. 

Pour  le  fer,  par  exemple,  la  limite  usuelle  de  résistance  est  fixée 
en  moyenne  à  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  tandis  que  la 
limite  d'élasticité  s'élève  jusqu'à  1 5. 

25.  Charge  de  rupture.  —  La  charge  de  rupture  est  plus  facile  à 
déterminer  pour  les  pierres  et  les  briques  que  la  limite  d'élasticité,  à 
cause  de  leur  grande  raideur  ;  les  pierres  s'écrasent  en  effet  sous  une 
forte  pression,  sans  qu'aucune  déformation  bien  sensible  se  soit  mani- 
festée sous  des  pressions  moindres.  On  possède  les  résultats  de  nom- 
breuses expériences  sur  la  rupture  de  petits  blocs  en  pierre  ou  en 
brique,  et  l'habitude  des  constructeurs  est  de  prendre  pour  limite 
usuelle  de  résistance  le  dixième  de  la  charge  d'écrasement  (i). 


(1)  L'emploi  des  mortiers  de  cimeDt  permet  de  dépasser  cette  proporUoo,  et  d'aller 
jusqu'au  cinquième. 


DES  CONSTANTES  SPÉCIFIQUES.  35 

Ainsi,  an  lieu  de  rapporter  la  limite  usuelle  à  la  limite  d^élasticité* 
comme  pour  les  bois  et  les  métaux,  on  la  rapporte  à  la  charge  de 
rapture.  Pour  exprimer  cette  charge,  on  peut  se  servir  du  poids 
spécifique  de  la  matière  dont  il  8*agit,  et  évaluer  la  charge 
de  rupture  d'une  pierre  par  la  hauteur  d'uoe  colonne  cylin- 
drique dont  le  poids  suffirait  pour  écraser  sa  base.  Ainsi  le 
grès  le  plus  dur,  qui  pèse  tSto  kilogrammes  par  mètre  cube, 
s  écraserait  sous  le  poids  d*une  colonne  cylindrique  de  3  ssiG  mètres 
de  sa  propre  matière,  représentant  à  la  base  une  pression  de 
81 3  kilogrammes  par  centimètre  carré;  le  travertin  des  environs 
de  Rome,  qui  pèse  9  36o  kilog.,  s'écraserait  sous  une  hauteur  de 
196s  mètres,  c'est-à-dire  sous  une  pression  de  298  kilog,  par  cen- 
timètre carré. 

Cette  évaluation  d'une  pression  par  une  bauteor,  analogue  aux 
mesures  des  pressions  dans  l'hydrostatique,  donne  une  idée  de  la 
Ihmte  de  hauteur  admissible  pour  un  édifice  ;  si  une  pierre  s'écrase 
sous  une  pression  de  1 000  mètres,  il  sera  impossible,  pratiquement, 
de  donner  plus  de  100  mètres  de  hauteur  à  une^olonne  cylindrique 
construite  en  cette  pierre.  Les  formes  pyramidales  permettraient 
d'atteindre  des  hauteurs  plus  grandes  ;  mais  en  réalité,  les  monu- 
ments les  plus  élevés  ne  dépassent  pas  i5o  mètres  (i)« 


TABLES  DES  GOIISTANTES  SPÉaFlQDES  ET  RELEVÉ  DES  PRINCIPALES 

EXPÉRIENCES. 

26.  Les  premières  expériences  sur  la  résistance  des  bois  de  char- 
pente sont  dues  à  Parent,  àBuffon,  à  Duhamel,  à  Bélidor  et  à  plu- 
deurs  autres  observateurs.  Les  résultats  publiés  dans  leurs  mémoi- 
res ont  été  résumés  en  178s  dans  un  petit  Traité  sur  la  force  des 
boù  par  le  Camus  de  Mézières,  architecte.  Dans  notre  siècle,  on  a 
répété  ces  expériences  en  s' aidant  d'une  théorie  plus  avancée,  et 


(I)  Haatear  de  la  plus  grande  des  pyramides  d'Egypte,  146  mètres;  de  la  flèche  de  la 
eiUiédrale  de  Strasbourg,  142  mètres. 


36  RËSUMfi 

daos  les  pays  où  le  bois  est  abondant  et  très  fréqaemment 
employé,  les  ingénieurs  reprennent  presque  toujours  quelques- 
unes  de  ces  expériences  pour  vérifier  les  valeurs  des  constantes 
qu'ils  auront  à  employer  dans  leurs  projets  de  charpente.  En 
France,  les  principales  expériences  faites  sur  les  bois  sont  celles 
de  Rondelet,  de  Navier,  de  M.  GharlesDupin,  et,  plus  récemment,  de 
MM.  Chevandier  et  Wertheim  (i).  En  Angleterre,  ce  sont  celles  de 
Tiedgold,  de  Barlow,  de  Rennie,  et  enfm  de  Hodgkiuson. 

Ces  expériences  ont  conduit  à  fixer  le  coefficient  d'élasticité,  la 
limite  d'élasticité  et  la  charge  de  rupture,  soit  par  écrasement,  soit 
par  extension.  Le  coefficient  d'élasticité  a  été  le  plus  souvent  déter- 
miné en  observant  les  flèches  prises  par  une  poutre  chargée  trans- 
versalement. 

Les  expériences  sur  la  résistance  des  pierres  ont  eu  pour  objet 
principal  de  déterminer  la  charge  d'écrasement.  Les  principales  sont 
celles  de  Gauthey,  de  Rondelet,  de  Soufflet,  de  Perronet,  de  Yicat, 
et  en  Angleterre,  de  Rennie  et  de  Tredgold. 

Yicat  a  étudié  la  i^istance  des  briques  et  des  mortiers. 

Ces  expériences  se  font  ordinairement  en  écrasant  de  petits  mor- 
ceaux parallélépipédiques  sous  une  charge  que  l'on  doit  mesurer. 
Quelquefois  cependant,  on  a  cherché  à  observer  les  flèches  prises 
par  un  bloc  de  pierre  sous  l'action  d'une  charge  transversale,  ce  qui 
conduit  à  déterminer  le  coefficient  d'élasticité.  Tredgold  a  opéré 
ainsi  pour  le  marbre  statuaire,  qui  possède  un  certain  degré  d'élas- 
ticité. 

27.  Le  fer  et  la  fonte,  que  l'on  emploie  aujom*d'hui  dans  un  grand 
nombre  de  constructions,  n'étaient  guère  autrefois  que  des  acces- 
soires. On  employait  le  fer  pour  fournir  des  liens  aux  pièces  de  char- 
pente, et  quelquefois  aussi  pour  consolider  les  maçonneries  (a).  Ce 


(1)  Mémoires  sur  Us  propriétés  mécaniques  des  bois,  1848. 

(2)  L'emploi  du  fer  pour  la  consolidation  des  maçonneries  a  le  doable  InconTénfent 
d'établir  entre  les  pierres  des  liaisons  concentrées  sur  certains  points,  au  lieu  de  les 
réparUr  sur  toute  Péteodue  des  surfaces  des  joints,  et  d'introduire  dans  le  massif  une 
matière  susceptible  de  s'oxyder,  au  grand  détriment  des  matières  voisines.  Quelques 


,' 
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a*est  que  plus  récemment  qu'on  a  songé  à  construire  en  fer  des 
ouvrages  entiers,  des  ponts,  des  fermes  de  toiture.  On  trouve  quel- 
ques recherches  sur  la  résistance  du  fer  dans  les  ouvrages  de 
BuiTon,  de  plus  nombreux  documents  dans  les  travaux  de  Ron- 
delet, de  Soufflet  et  de  Perronet  ;  mais  c'est  surtout  l'Angle- 
terre qui  a  poussé  loin  l'étude  des  propriétés  du  fer  et  de  la  fonte- 
Les  anciens  travaux  sont  ceux  de  Telford,  de  Barlow,  de  Tredgold. 
La  construction  des  ponts  suspendus  a  été  plus  tard  l'occasion  de 
nombreuses  expériences,  faites  en  France  par  Navier,  par  Séguin 
atné,  par  Duleau,  à  Genève  par  le  général  Dufour.  Une  nouvelle 
série  d'expériences  sur  la  résistance  de  la  fonte  a  été  entreprise  en  An- 
gleterre, de  i84s  à  1846,  par  MM.  Hodgkinson  et  Pairbsdm;  on  en 
trouvera  le  compte  rendu  dans  un  article  des  Annales  des  ponts  et 
chaussées^  publié  en  i855  par  M.  Ed.  Pirel.  L'emploi  de  la  tôle  pour 
la  construction  des  ponts  à  grande  portée  a  été  depuis  l'objet  de 
recherches  expérimentales  faites  à  très  grande  échelle  par  Stephenson 
et  par  Fâurbairn,  sur  la  résistance  du  fer  laminé.  Mais  ces  expériences 
avaient  encore  plutôt  pour  objet  d'apprécier  le  mérite  des  nouveaux 
types  imaginés  par  Stephenson  que  de  déterminer  le  coefficient  d'élas- 
ticité du  fer.  Les  observations  faites  sur  de  grands  ouvrages  mettent 
en  évideBce  une  curieuse  particularité  :  le  coefficient  d'élasticité  de 
la  matière  employée  est  toujours  moindre  dans  un  grand  ouvrage  que 
dans  un  petit 

La  fonte  est  peut-être  de  tous  les  matériaux  celui  qui  se  prête  le 
moins  bien  aux  calculs  de  résistance.  Gela  tient  à  sa  nature 
cristalline.  L'extension  est  en  général  plus  capricieuse  que 
la  compression ,  et  il  semble  qu'on  doive ,  pour  serrer  de  près 
les   lois  réelles    de   son    élasticité,   employer    deux    coefficients 


ingénleors  InToqaeot,  pour  Jastifler  cet  emploi  du  fer,  Texemple  de  Perronet  au  Pont- 
Stioie^lfaxeDce.  Mais  la  liaison  par  des  crampons  en  fer  des  cours  de  Toussoirs  de  ce 
poot  est  rœuTre,  non  de  Perronet^  mais  de  DemousUer,  l'Ingénienr  qui  acheva  le  pont 
Boas  sa  direction.  «  H  faisait  cette  opération  k  i'iusu  de  Perronet,  qui  assurément  ne  la 
loi  aurait  pas  permise.  »  (De  Prony,  Notice  sur  Perronet,  lue  dans  la  séance  publique 
des  quatre  Académies,  le  24  ayril  1829.\ 
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différents,  Tun  pour  les  allongements,  l'autre  pour  les  raccourcisse- 
ments. Ce  serait  introduire  dans  les  calculs  une  complication  bien 
gênante.  De  plus,  la  fonte  a  des  propriétés  toutes  différentes  sui- 
vant sa  provenance  et  son  mode  dç  fabrication.  Certaines  fontes  sont 
très  résistantes  à  la  compression  ;  d'autres,  douées  d'une  grande  rai- 
deur, se  brisent  sous  l'action  des  chocs.  La  forme  de  la  pièce  fondue 
n'est  pas  sans  influence  sur  sa  solidité;  pendant  le  refroidissement 
il  peut  se  développer,  par  suite  des  formes  données  à  la  pièce,  des 
tensions  intérieures  qui  prédisposent  à  la  rupture  suivant  certsdnes 
directions  définies  :  un  choc  ou  un  changement  de  température  suffit 
alors  pour  que  la  rupture  ait  lieu.  Enfin,  on  a  remai*qué  que  l'élasticité 
de  la  fonte  n'était  pas  égale  en  tous  les  points  d'une  même  pièce, 
et  les  observations  faites  sur  de  grands  ouvrages  construits  en  cette 
matière  ont  montré  qu'il  serait  nécessaire,  pour  rendre  compte  des 
déformations  constatées,  d'admettre  deux  coefficients  différents,  l'un 
applicable  au  pourtour  de  la  pièce  ou  aux  parties  qui  ont  touché  le 
moule,  l'autre  à  l'intérieur,  qui  s'est  plus  lentement  refroidi  (i).  4^6» 
expériences  de  Hodgkinson  ont  consisté  dans  la  rupture  d'un  grand 
nombre  de  morceaux,  et  l'ont  conduit  à  déterminer  les  meilleures 
formes  à  donner  aux  poutres  ou  aux  colonnes.  La  théorie  de  ces  ré» 
sultats  purement  empiriques  est  encore  à  créer. 

Pour  le  fer,  au  contraire,  il  obéit  fort  bien  aux  règles  de'  la 
théorie,  et  il  présente  par  conséquent  beaucoup  plus  de  sûreté  que 
la  fonte.  Il  a  d'ailleurs,  comme  la  fonte,  mais  à  un  moindre  degré,  des 
qualités  variables  avec  sa  provenance.  Ainsi  le  fer  de  l'Oural,  traité 
au  bois,  est  un  fer  extrèmemeni  élastique,  et  capable  de  résister 
sans  altération  à  des  charges  beaucoup  plus  grandes  que  le  fer  an- 
glais traité  au  charbon  de  terre.  Le  fer  de  l'Oural  est  un  excellent 
fer  pour  la  construction  des  ponts  métalliques,  pour  la  fabrication 
des  harpons,  etc.,  tandis  que  le  fer  anglab,  qui  est  plus  dur,  con- 
vient mieux  à  la  fabrication  des  rails.  Autrefois  on  ne  connaissait 


(f)  MM»  Collet-Heygrct  et  Desplaces,  Mémoire  sur  le  Tiadae  de  Taraseon  (Annales  der 
panls  et  chaussées). 
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qu'une  manière  de  fabriquer  le  fer  :  on  le  traitait  ao  bois  et  on  le 
travaillait  au  marteau.  Le  traitement  au  charbon  a  permis  d'accroître 
la  production  dans  des  proportions  énormes,  et  en  même  temps  le 
travail  au  laminoir  a  rendu  admissibles  une  foule  de  formes  qu'on 
n'aurait  pas  su  donner  économiquement  au  métal  par  les  anciens 
procédés.  Sans  laminoir,  par  exemple,  on  n'aurait  pu  fabriquer  de 
rails,  et  le  développement  des  chemins  de  fer  eût  été  impossible. 
Cette  double  révolution  dans  la  métallurgie  s'est  faite  en  Angleterre 
vers  l'année  181  o.  Depuis  une  trentaine  d'années,  le  fer  laminé  tend 
à  se  substituer  à  la  fonte,  surtout  pour  les  grands  ouvrages.  Il  est 
juste  d'observer  qu'en  même  temps  les  procédés  de  moulage  ont 
fait  de  notables  progrès. 

On  a  tout  récemment  fait  faire  un  nouveau  pas  à  la  construc- 
tion métallique  en  se  servant  de  l'acier  fondu;  qui  possède  une 
ré^stance  beaucoup  plus  grande  que  le  fer  av  c  une  homogénéité 
bien  plus  parfaite.  Les  rails  d'acier  sont  prri'jrés  aujourd'hui  aux 
i*ails  de  fer,  et  fournissent  des  voies  d*une  douceur  et  d'une  stabilité 
remarquables.  On  a  essayé  aussi  d* employer  l'acier  pour  des  chau- 
dières de  machines  à  vapeur,  mais  les  essais  ne  paraissent  pas  avoir 
réussi  (1). 

28.  Les  anciennes  expériences  sur  les  bois,  les  pierres,  les  bri- 
ques, les  mortiers  et  les  principaux  métaux  se  trouvent  résumées 
dans  les  Tables  de  Génieys^  publiées  en  i835  par  Cousinery.  On  y 
trouve,  sous  le  titre  de  Table  de  la  résistance  des  corps^  quatre  ta- 
bleaux renfermant  les  données  mêmes  des  expérieuces,  avec  les  ré* 
sultats  calculés  ou  observés.  Les  deux  premières  ont  pour  objeMa 
résistance  à  la  compression  et  à  l'extension  ;  les  deux  dernières,  la 
résistance  à  la  flexion.  Les  leçons  de  Navier  sur  la  résistance  des 
matériaux,  la  mécanique  industrielle  de  Poncelet,  renferment  un 
grand  nombre  de  tableaux  analogues. 

V Aide-mémoire  de  M.  Claudel  contient  dans  ses  tableaux  les  ré- 
sultats  des  expériences  récentes,  avec  un  résumé  des  formules  les 


(1)  Voir  sur  cette  question  le  rapport  de  Vil.  Combes,  Lorleax  et  Ch.  Couche 
{imùlea  de*  ponts  et  chaussées,  1861).  ^ 
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TABLEAU 


plus  usuelles.  On  trouvera  aussi  des  documents  utiles  dans  VAr^ 
chitecture  de  M.  L.  Reynaud,  dans  les  ouvrages  du  général  Mo- 
rin,  etc. 

Nous  donnons  ici  deux  petits  tableaux  qui  contiennent  sous  une 
forme  très  résumée  les  renseignements  les  plus  nécessaires  à  l'étude 
d'un  projet  de  charpente,  d'ouvrage  métallique  ou  de  maçonnerie. 

Tableau  des  constantes  spécifiques  relaiiveit  au  fer^  à  la  fonte  et  aux  bois. 


HATlhlSI. 


fli  de  fer. 

Fer  { forgé.  .  . 

tôle..  •  . 


POIM 

da 
mètre 
cube. 


Kilogr. 


7800 


Acier  fondo.  . 


FoDte. 


COEPFICIEIIT 

d'élasUeité 
E 


7800 


Kilog.  par  mètre 
carré. 

180X10» 

à  220  X  10* 

(I60xl0*pour 

lestrèa-grandB 

ouvrages.) 


UMITB 

d'élasticité 


à  l'ei- 
teasloi. 


200x10» 


7200 


Boh 


[  chêne  860. 
[sapin  sec. 


800 
530 


i  rei. 
teuion. 

60 
à  120 
X10> 


à  la 

COB- 

pressiOD 

80  X 
10» 


En  moyenne 
80x10*  dans 
les  deux  sens. 


9x10* 
àl2xiOB 


I 


1& 


22 


n  Quelquefois  poussée  Jusqu^à  18. 


6 


ilà 
com- 
pression 


CHAMB 

dempton 


à  l'ei- 
trosloB 


ila 
com- 
pression 


LIMFFB  PaATIOUB 

de  résistance 


à  rei- 
teosioi. 


COB- 

prcssiOB. 


Kilogrammes  par  millimùtre  carré. 


15 


22 


10 


70 
40 
33 


25 


I2(») 

6.00 

A  8.00 

15  à  7.50 


60 


9  à  14 


40 


63 


8 


6.00 

à  8.00 

5  à  7.50 


8 


fOoiprwy'Wi 
(ooextea- 
siondsjtB 

ia  flexion). 

4  à  5 


6  à  9 


4  à41 


0.6 
à  0.8 


0.6 
k  0.8 
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Pùiàs  du  mitre  cube  de  maçonnerie  et  limite  usuelle  de  la  cîiarge. 


\ 

1 

MID8 
dD 

mètre  eobe. 

LIIUTB 

de  U  charge 
par  centimètre  carré. 

Maçonnerie  de  pierre  de  taille 

Id.        de  moellons. 

k           k 
2400  à  2700 

2100  à  1250 

2300  à  2400 

'2300  à  2400 

1700  à  1800 

1 700  à  1 800 

• 

k           k 

80  à  40 
14  à  20 

S 
10  à  14 

6 

10 

M.        de  béton  avec  mortier  ordinaire. 

Id.        de  béton  de  ciment 

Id,       de  briqnea  aree  mortier  ordinaire. 
Id.       de  briqnea  ayee  ciment 

29.  Observations,  i""  Distinction  entre  les  forces  permanentes  et 
les  forces  passagères.  —  Prenons  pour  exemple  un  pont  métallique. 
Le  poids  propre  de  la  construction  représente  un  effort  permanent 
que  les  forces  élastiques  ont  à  équilibrer,  tandis  que  le  poids  d*un 
train  qui  traverse  le  pont  est  une  force  passagère. 

Pour  une  toiture»  la  charge  permanente  comprend  le  poids  propre 
et  le  poids  des  neiges. 

Pour  une  porte  d'écluse,  la  charge  d'eau  du  bief  d'amont  repré- 
sente une  charge  permanente.  S'il  s* agit  d'une  écluse  de  bassin  à 
flot,  la  plus  grande  charge  peut  être  considérée  comme  passagère 
lorsque  la  durée  de  la  mer  basse  est  très  courte. 

Il  paraît  sage  d'abaisser  la  limite  pratique  de  résistance  aux  deux 
tiers  de  sa  valeur  quand  les  matériaux  ont  à  supporter  un  effort 
permanet. 

s*  Influence  du  climat.  —  Les  climats  extrêmes  ont  une  influence 
très  remarquable  sur  les  constructions.  —  La  profondeur  à  laquelle 
la  gelée  pénètre  force  de  descendre  à  un  niveau  inférieur  les  fonda- 
tions des  ouvrages  (i).  —  Les  climats  froids  augmentent  les  charges 
des  constructions,  par  suite  de  l'augmentation  de  la  masse  de  neige 


(I)  Les  Chemins  de  fer  russes  de  1857  à  186?,  2*  édition,  p.  92  et  suit. 
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qui  peut  s'y  accumuler.  —  D'un  autre  côté,  le  grand  froid  rend  les 
métaux  cassants  et  en  diminue  l'élasticité  (i).  —  'Les  variations 
de  température  changent  la  poussée  des  arcs,  font  travailler  les 
poutres  droites,  et  ont  une  influence  même  sur  les  maçonneries.  Les 
hautes  températures  réduisent  aussi  très  notablement  la  résistance 
des  métaux. 

S""  Effet  des  chocs.  —  Les  chocs  pouvant  altérer  I^élasticité  des 
matières,  il  est  convenable  de  ne  soumettre  aux  épreuves  par  choc 
que  quelques  échantillons,  qu'on  rebute  ensuite,  même  lorsqu'ils 
y  ont  bien  résisté. 

PERFECTIONNEMENTS  RÉGEMMENT  APPORTÉS  EN   ALLEMAGNL  A  LA  THÉORIE 

DE   LA   RÉSISTANCE    DES  MATÉRIAUX. 

30.  Pendant  longtemps  les  constructeurs  ont  universellement 
admis  que  la  limite  de  résistance  à  imposer  aux  diverses  parties  d'un 
ouvrage  pouvait  être  fixée  invariablement  à  une  fraction,  le  tiers  par 
exemple,  de  la  limite  d'élasticité.  Ils  ne  s'écartaient  de  cette  règle 
que  pour  les  pierres  et  les  maçonneries,  où  la  résistance-limite  était 
évaluée  au  dixième  de  la  charge  de  rupture. 

Depuis  quelques  années  les  ingénieurs  allemands  ont  abandonné 
cette  méthode,  pour  en  prendre  une  plus  savante,  qui  consiste  à  faire 
varier  la  résistance-limite  pour  chacune  des  pièces  de  la  construc- 
tion, d'après  le  rôle  qu'elle  est  appelée  à  y  jouer.  Une  longue  série 
d'expériences,  poursuivies  de  iSSg  à  1870  par  M.  Wœhler,  et  conti- 
nuées depuis  par  divers  observateurs,  peut  être  considérée  comme  le 
point  de  départ  de  cette  nouvelle  méthode. 

La  limite  d'élasticité  est  conservée  dans  la  nouvelle  théorie;  c'est 
toujours  la  limite  de  la  charge  au-dessous  de  laquelle  les  allonge- 
ments sont  proportionnels  aux  charges  qui  les  produisent,  et  s'effa- 
cent entièrement  quand  la  charge  est  supprimée.  Mais  les  expériences 
de  M.  Wœi)ler  ont  montré  qu'on  pouvait  la  dépasser  dans  certains  cas, 
sans  compromettre  la  résistance  :  ce  qui  peut  conduire  à  une  écono- 
mie des  matières  à  mettre  en  œuvre. 

(1)  V.  Annales  des  ponts  et  chaussées^  18G4,  p.  17 S. 
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La  mpture  d'une  barre  métallique  peut  s'obtenir,  soit  en  lui  appli* 
quant  en  une  seule  fois  la  charge  de  ruptvre^  soit  en  lui  appliquant 
on  nombre  suffisant  de  fois  une  charge  moindre,  comprise  entre  la 
charge  de  rupture  et  la  limite  d'élasticité.  C'est  en  cela  que  consiste 
la  première  loi  de  Wœhler.  Elle  laisse  de  côté  un  élément  qui  a  son 
importance,  à  savoir,  TinterYalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  les  ap- 
plications successives  de  la  moindre  charge. 

La  barre  métallique  se  comportera  di£féremment  si,  étant  soumise 
à  une  tension  permanente  T,  on  lui  fût  supporter  à  plusieurs  reprises 
ane  même  surchai*ge  S  accidentelle  qui  s'ajoutera  à  cette  tension  T. 
jLa  tension  passe  dans  ce  cas  successivement  de  la  valeur  T  à  la  va* 
leur  T  +  S,  et  on  conçoit  qu'au  bout  d'un  nombre  n  de  répétitions  de 
cette  surcharge  additionnelle,  la  pièce  pourra  être  amenée  à  la  rup- 
ture. Or  les  expériences  de  M.  Wœhler  ont  'montré  que  ce  nombre  n 
augmente  dans  deux  cas  :  i""  lorsque  la  surcharge  S  diminue,  la  ten- 
sion permanente  T  restant  la  même  ;  a""  lorsque  la  tension  permanente 
T  augmente,  la  tension  maximum  T  +  S  restant  constante.  En 
d'autres  termes,  ]^ pièce  est  dans  des  conditions  de  résistance  d'au* 
tant  meilleures  qu'il  y  a  un  moindre  écart  entre  sa  tension  pèr^ 
manente  et  sa  tension  maximum. 

31 .  En  poursuivant  la  série  de  ses  expériences  sur  les  barres  sou- 
mises d'une  part  à  une  charge  permanente,  et  d'autre  part  à  l'appli- 
cation répétée  de  charges  additionnelles,  M.  Wœhler  est  arrivé  à 
reconnaître  qu'il  existe,  entre  la  limite  d'élasticité  et  la  charge  de 
rupture,  une  troisième  limite,  qu'on  peut  appeler  limite  de  résistance 
à  la  fatigue^  que  les  Allemands  diippeWenV  Arbeits^Festigheit^  et  au- 
dessous  de  laquelle  la  résistance  de  la  pièce  est  assurée,  quel  que 
soit  le  nombre  des  répétitions  de  la  surcharge  accidentelle  (  i  ).  Cette 


(I)  Ge  résultat  des  expériences  illemandes  confirme  une  donnée  pratique  fournie  par 
la  eoDsidération  des  parcoars  des  essieux  dans  l'exploitation  des  chemins  de  fer.  On 
pensait  à  l'origiDe  que  la  fiitigue  des  métaux  s'accroU  à  mesure  qu'ils  sont  en  service, 
de  serte  qu'au  boot  d'un  certain  parcours  kilométrique,  ressieu  devait  être  rebuté  e^ 
renvoyé  à  la  forge.  L'expérience  a  prouvé  qu'il  n*en  est  pas  ainsi.  Les  mauvsis  essieux, 
cfcst4-dlre  ceux  dont  la  fsbricatlon  a  été  défectueuse,  cassent  dès  les  premiers  kilomètres 
panDoraSy  et  les  ruptures  se  répèlent  snr  tout  le  lot  d'essieux  compris  dans  la  même 
fMunitnre.  Les  essieux  bien  fabriqués,  et  avec  un  bon  métal,  durent  indéfiniment,  de 
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limite  n'est  pas  fixe  comme  la  limite  d'éUsticité,  et  ne  dépend  pas 
uniquement  comme  elle  de  la  nature  du  lûétal.  Elle  varie  avec  Teffort 
permanent  T  auquel  la  pièce  est  soumise,  et  elle  n'existe  qu'autant 
qujB  l'écart  S  n'est  pas  trop  grand  ;  la  somme  T  +  S  peut  être  dans 
ces  conditions  supérieure  à  la  limite  d'élasticité. 

Jusqu'ici  nous  nous  sommes  occupés  seulement  des  efforts  perma 
ments  et  accidentels  qui  s'opèrent  dans  le  même  sens.  M.  Wœhlei 
a  aussi  étudié  le  cas  des  efforts  alternatifs  et  il  a  reconnu,  ce  qu'or 
savait  déjà,  qu'une  pièce  soumise  à  de  tels  efforts  éprouve  une  notable 
diminution  de  résistance;  de  sorte  que  la  limite  de  résistance  à  la 
fatigtAe^  qui  dépass,e  la  limite  d'* élasticité  quand  les  efforts  s'exercent 
tous  dans  le  même  senSy  s'abaisse  au  contraire  au-dessous  quand 
la  pièce  est  alternativement  étendue  et  comprimée. 

32.  Les  résultats  des  expériences  de  H.  Wœhler  ont  été  réduits  en 
formules,  qui  donnent  plus  de  précision  à  l'énoncé  des  lois  qu'il  a 
formulées.  11  y  a  deux  cas  principaux  à  distinguer,  suivant  que  la 
pièce  que  l'on  considère  est  appelée  à  résister  à  des  efforts  toujours 
dirigés  dans  le  même  sens,  ou  que  ces  efforts  sont  alternativement 
dirigés  en  sens  contraire.  Les  formules  font  connaître  la  limite  de 
résistance  à  la  fatigue,  qui  doit  se  substituer  à  la  limite  d'élasticité 
de  l'ancienne  théorie. 

1*  Soit  P  l'effort  longitudinal  auquel  est  soumise  une  pièce;  il 
varie,  en  conservant  le  même  sens,  entre  deux  limites,  dont  nous 
représenterons  la  plus  basse  par  P'  et  la  plus  haute  par  P'^.  Si  l'on 
appelle  H  la  limite  d'élasticité,  et  M  la  charge  de  rupture,  la  limite 
de  résistance  à  la  fatigue  À  sera  donnée  par  l'équation 

A=H  +  (M-.H)?^„ 

c'est-à-dire  qu'au  point  de  vue  de  la  résistance,  la  limite  d'élasticité 
H  se  déplace  pour  ainsi  dire,  et  se  rapproche  de  la  charge  de  rup- 


sorte  que  les  plus  f  leux  sont  encore  ceux  dont  on  pent  attendre  le  meiUeur  serTice.  Pour 
eux,  on  peut  <nirmer  qae  les  efforts  qu'ils  ont  subi  D*ont  pas  dépassé  la  limite  de  résis- 
tance à  la  fatigue. 
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P' 

tare  M,  d'une  quantité  égale  à  la  fraction  «  de  l'écart  M  —  H  entre 

ces  deux  charges.  Si  l'on  avait  F  =  P',  l'effort  P'  serait  permanent; 
la  limite  de  résistance  à  la  fatigue  coïncide  alors  avec  la  charge  de 
rupture.  Cette*  formule  est  connue  sous  le  nom  de  Formule  de 
Launhard(. 

8*  Supposons  en  second  lieu  que  l'effort  P  change  de  sens,  et 
qu'il  soit  compris  entre  deux  limites  extrêmes  (y  et  Q"",  Tune  dans 
un  sens,  l'autre  en  sens  opposé;  nous  supposerons  (y  <  Q^  La 
limite  A  de  résistance  à  la  fatigue  sera  alors  inférieure  à  la  limite 
d'élasticité  H;  mais  l'expression  de  A  en  fonction  des  quantités  H, 
(Y  et  Q''  suppose  connue  une  autre  limite  fl\  qu'on  peut  appeler  la 
limite  ^élasticité  dans  le  mouvement  vibratoire^  c'est-à-dire  la 
limite  de  Teffort  alternatif  qui  produirait  la  rupture  au  bout  d'un 
nombre  indéfini  d'oscillations.  Cette  limite  est  moindre  que  H.  Cela 
posé,  on  déterminera  la  quantité  A  par  l'équation 

A^H-(H-.H')^,. 

Cette  formule  est  due  à  M.  Weyrauch. 

Les  limites  A  ainsi  déterminées  ne  sont  pas  les  limites  pratiques 
de  résistance  qu'il  faut  imposer  aux  pièces  d'un  ouvrage.  Les  ingé- 
nieurs allemands  les  réduisent  au  tiers  de  leur  valeur,  comme  on  le 
fait  pour  la  limite  d'élasticité  elle-même.  Par  exemple,  pour  la  tôle,. 
CD  peut  admettre  que  la  limite  d'élasdcité  H  =  1 5  kilogrammes  par 
mill.  q.,  et  la  charge  de  rupture  M  =  3o. 

On  aura  donc,  par  la  formule  de  Launhardt, 

et,  en  réduisant  au  tiers,  la  valeur  pratique  de  la  résistance 
sera 

pour  une  pièce  travaillant  toujours  dans  le  même  sens.  Pour  une 
pièce  travaillant  alternativement  dans  un  sens  et  dans  l'autre,  on 
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observera  que  la  limite  H'  de  Y  élasticité  dam  le  mouvement  vibra* 

5 

toire  est  à  peu  près  les  ?  de  la  limite  d'élasticité  statique,  ce  qui 

V 

donne  H' =9  kilogrammes,  et  Ton  aura,  par  la  formule  de  Wey- 
raucb , 

A  =  46***— 6*"  0. . 

la  limite  pratique,  réduite  au  tiers,  sera 

kl  ««  ftkU  *Q 

**  —  ^    ""  0"  * 

Q'  étant  le  plus  grand  effort  dans  un  sens,  Q""  le  plus  grand  dans 
l'autre,  et  Q'  le  plus  petit  des  deux.  Lorsque,  par  exemple,  Q'  =  Q', 
ou  lorsque  les  efforts  maximum  sont  les  mêmes  dans  les  deux  sens, 
la  limite  pratique  de  résistance  doit  s'abaisser  à  5  —  9,  ou  à  3  kilo- 
grammes par  millimètre  carré.  On  retrouve  là  la  justification  de  la 
règle  suivie  par  les  constructeurs  de  machines,  qui  réduisent  à 
une  très  faible  limite  les  pressions  et  tensions  développées  dans 
une  pièce  soumise  à  des  efforts  alternatifs,  une  tige  de  piston,  par 
exemple. 

33.  Les  ingénieurs  américains  ont  depuis  longtemps  tenu  compte 
des  rôles  que  remplissent  les  diverses  pièces  d'un  ouvrage,  et  ils 
sont  arrivés  à  une  règle  pratique  extrêmement  simple,  qui  paraît 
donner  de  bons  résultats.  Les  diverses  pièces  sont  partagées  en  trois 
classes  : 

La  première  comprend  celles  qui  travaillent  alternativement  dans 
les  deux  sens; 

La  seconde,  celles  qui  travaillent  dans  un  seul  sens,  mais  avec 
intermittence; 

La  troisième,  celles  qui  travaillent  d'une  manière  continue^  sous 
l'effet  d'une  charge  permanente. 

Les  limites  de  résistance  applicables  à  ces  trois  cas  sont,  d'a- 
près les  ingénieurs  américains,  proportionnelles  aux  nombres  1, 
9  et  3. 

Si  donc  on  admet  6  kilogrammes  par  millimètre  carré  comme 
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limite  de  résistance  pratique  pour  une  pièce  de  la  seconde  classe,  il 
conviendra  d'abaisser  à  5  kilogrammes  la  limite  pour  les  pièces  de 
la  première»  et  on  pourra  l'élever  à  9  kilogrammes  pour  les  pièces  de 
la  troisième.  Cette  dernière  limite  parait  un  peu  exagérée.  Elle  con- 
duirait à  réduire  outre  mesure,  croyons-nous,  les  sections  des  pièces 
qui  supportent  une  charge  permanente,  à  Texclusion  de  toute  sur- 
chaige  accidentelle.  La  règle  des  ingénieurs  américains  ne  s'en 
recommande  pas  moins  au  point  de  vue  de  la  simplicité  de  re- 
noncé. 

SA.  Les  lois  de  Wœhler  ont, été  le  point  de  départ  de  nombreux 
travaux,  parmi  lesquels  nous  signalerons,  en  Allemagne,  les  recher- 
ches de  M.  le  docteur  Winkler,  professeur  à  l'école  supérieure  tech- 
'  nique  de  Berlin;  M.  Winkler  a  donné  des  formules  très  pratiques, 
qui  indiquent  la  section  des  diverses  pièces  entrant  dans  la  compo- 
sition d'un  ouvrage  ;  les  résultats  fournis  par  ces  formules  s'accor- 
dent très  sensiblement  avec  ceux  que  donnerait  l'application  de  la 
formule  de  Launhardt  ;  M.  Winkler  a  cherché  à  y  tenir  compte  de 
l'influence  des  chocs  et  des  actions  dynamiques,  sensibles  seulement 
pour  les  petits  ouvrages.  Les  formules  de  M.  Winkler  ont  trois  ter- 
mes :  elles  font  connaître  en  centimètres  carrés  la  section  a>  d'une 
pièce 

a       0       c 

P^  étant  en  kilogrammes  la  tension  due  à  la  charge  permanente; 

P^  l'excès  de  tension  dû  à  une  surcharge  accidentelle  ; 

P,  la  compression  qui  est  due  à  la  surcharge  accidentelle,  et  a,  b, 
€  des  constantes  empiriques,  dont  la  valeur  se  modifie  suivant  que 
l'eflbrt  résultant  est  une  extension  ou  une  compression.  Dans  le  ccis 
d'une  extension  résultante,  on  a 

a  =  4400,        b  =  690,        c  =  i300, 

et  dans  le  cas  d'une  compression  résultante, 

a  =  1200,        6  =  550,        c  =  1380. 


48      PERFECTIONNEMENTS  APPORTÉS  EN  ALLEMAGNE 

En  Italie,  les  mémoires  de  M.  Céleste  Glericetti,  professeur  à  Tins-  * 
titut  technique  supérieur  de  Milan»  lus,  le  premier,  le  i  a  juin  1881/ 
au  Collège  des  ingénieurs  et  architectes  de  Milan  ;  le  second,  le 
96  avril  i883,  à  l'Institut  Lombard.  M.  Glericetti  s'est  efforcé  de  rat* 
tacher  la  loi  de  Wœhler  au  fait  bien  connu  des  allongements  dyna- 
miques que  produit  un  poids  oscillant  à  l'extrémité  d'une  tige  élas- 
tique, allongements  qui  mettent  en  jeu  la  résistance  vive  de  la  pièce, 
et  qui  sont  au  moins  doubles  de  l'allongement  statique  qui  corres- 
pondrait à  la  tension  produite  par  le  poids  en  repos. 

En  France  enfin,  nous  citerons  les  recherches  de  M.  Tresca,  sa 
communication  à  la  Société  des  ingénieurs  civils  du  1*' juillet  1881, 
et  la  communication  faite  à  la  même  Société,  sur  le  même  sujet,  par 
M.  Seyrig,  le  i5  juillet  suivant;  une  note  autographiée  de  M.  Sé- 
journé, ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  en  date  du  10  mars  i883, 
dans  laquelle  l'auteur  expose  une  méthode  pour  le  calcul  des  sections 
des  diverses  pièces  métalliques. 

On  trouvera  un  résumé  sommaire  des  mêmes  règles  en  ce  qui  con- 
cerne les  Éléments  de  la  construction  des  machines^  dans  l'ouvrage 
anglais  de  M.  Cauthorne  Unwin  (Paris,  Gauihier-Yillars.) 

35.  Si  nous  comparons,  pour  finir  ce  sujet,  les  nouvelles  règles 
aux  anciennes,  nous  verrons  que  les  premières  se  résument  dans  la 
variation  des  limites  pratiques  que  Ton  regardait  comme  constantes 
dans  les  secondes.  Sans  entrer  dans  le  calcul  préalable  des  efforts- 
limites  P'  et  P^,  Q'  et  Q"^,  ce  qui  peut  parfois  embarrasser  quand  on 
commence  le  projet  d'un  ouvrage,  on  peut ,  sans  crainte,  élever  la 
limite  pratique  de  résistance  du  fer  à  7^",5  pour  les  fermes  des 
grands  ouvrages,  sauf  à  la  réduire  à  5  pour  les  petits,  et  les  petites 
pièces  des  grands.  Les  nouvelles  formules  de  Launhardt  condui- 
raient peut-être  à  des  limites  plus  élevées,  et  permettraient  par  suite 
une  petite  économie  de  matière.  Mais  à  un  autre  point  de  vue,  il  y  a 
intérêt,  en  vertu  même  des  nouvelles  lois,  à  ce  qu'un  ouvrage  ait  un 
poids  propre  assez  considérable,  pour  que  la  surcharge  accidentelle 
n'y  produise  que  de  faibles  variations  de  tensions  permanentes.  Car 
c'est  dans  ces  conditions  que  la  résistance  du  métal  parait  le  mieux 
assurée,  de  sorte  qu'il  ne  faudrait  pas  s'exagérer  l'importance  des 
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économies  de  poids  qae  la  nouyelle  théorie  permettrait  de  réaliser. 
Un  ouvrage  établi  sons  la  condition  que  la  charge  permanente  n'y 
développe  que  des  tensions  suffisamment  faibles,  sera  par  cela  même 
asses  lourd  pour  que  les  excès  accidentels  de  tenâon  n'aient 
pas  d'influence  nuisible.  L'ouvrage  est  alors  dans  les  meilleures 
conditions  de  résistance.  Telles  sont,  par  exemple,  les  voûtes  en 
maçonnerie,  type  indiflërent  aux  surcharges  accidentelles,  doué  par 
cela  même  d'une  stabilité  absolue  et  d'une  durée  pour  ùnsi  dire 
indéfinie. 


CHAPITRE  m. 

RÉPARTITION  DES  PRESSIONS  SUR  LES  SECTIONS  HORIZONTALES 

DHJN  SOLIDE  PRISMATIQUE 
SOUMIS  A  DES  ACTIONS  VERTICALES. 


r? 


36.  Le  problème  que  nous  allons  chercher  à  résoudre  consiste  à 
'^•**-  trouver  les  pressions  et  tensions  développées 

aux  différents  points  d'une  section  horizontale  AB 
d'un  solide  prismatique  *MN,  qu'on  suppose  en 
équibre  sous  l'action  de  forces  verticales  pai*aù 
lëles  à  sa  grande  dimension. 

Considérons  la  portion  de  solide  comprise  au- 
dessus  de  la  section  AB.  Cette  portion  est  solli- 
citée par  certaines  forces,  qu'on  suppose  connues, 
et  qui  par  hypothèse  sont  toutes  verticales.  On 
pourra  composer  toutes  ces  forces  en  une  seule,  P, 
qui  sera  encore  verticale,  et  qui  percera  le 
plan  AB  en  un  certain  point  C. 
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L'équilibre  de  la  portion  MAB  du  solide  exige  donc  que  P  soit 
égale  et  contraire  à  la  résultante  des  actions  moléculaires  dévelop- 
pées dans  le  plan  de  la  section  Afi. 


REMARQUE   SUR  LES   RÉSULTANTES  ET   SUR   LES   FORGES   ISOLÉES. 

37.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'une  résultante  est  une  force 
fictive  qui  équivaut  à  ses  composantes  quand  on  la  fait  entrer  dans 
les  équations  de  la  mécanique,  mais  qui  n'a  aucune  existence  réelle. 

Plus  généralement,  une  force  finie  isolée,  telle  que  celles  que  l'on 
considère  dans  la  mécanique  rationnelle,  est  nécessairement  une  force 
fictive,  c'est-à-dire  une  résultante  d'actions  élémentaires.  Si  en 
efiet  une  force  finie  était  réellement  appliquée  à  un  point  géomé- 
trique d'un  corps  solide,  cette  force  excéderait  la  limite  de  résistance 
du  solide  en  ce  point,  et  l'équilibre  moléculaire  serait  nécessaire- 
ment troublé.  Nous  avon^  vu  que  la  limite  de  résistance  s'exprimait 
par  une  force  rapportée  à  (unité  de  surface;  si  la  surface  d'applica- 
tion était  nulle,  la  tension  ou  la  pression  correspondante  serait  infi- 
nie, et  par  suite  la  limite  de  résistance  serait  dépassée.  Aussi  il  faut 
s'habituer  à  considérer  les  forces  de  la  nature  comme  des  forces 
infiniment  petites  réparties  entre  les  éléments  infiniment  petits  des 
corps,  et  du  même  ordre  de  grandeur  que  ces  éléments,  de  manière 
que  le  rapport  de  la  force  totale  à  la  surface  ou  au  volume  qui  en 
subit  l'action  soit  toujours  un  nombre  fini. 

C'est  ainsi  que  le  poids  d'un  corps,  résultante  fictive  des  actions 
de  la  pesanteur,  est  réparti  entre  toutes  les  molécules,  qui  chacune 
ont  un  poids  infiniment  petit. 

Pour  exercer  un  efibrt  en  un  point  géométrique  d'une  poutre*  il 
faudrait  concentrer  une  surcharge  sur  ce  seul  point  de  la  portée,  ce 
qui  est  impossible,  car  la  surcharge  occupe  nécessairement  une  cer- 
taine étendue. 


\ 


REMARQUE  SUR  LES  FORCES  ISOLEES,  51 

Lorsqu'une  roue  0  pose  sur  le  sol,  la  chaVge  P  de  cette  roue  n'est 
FiîT.  n.  pas  davantage  appliquée  en  un  point  unique  A, 

car  la  déformation  commune  de  la  roue  et  du 
sol  fait  naître  autour  du  point  de  contact  A 
o  '      une  région  finie  sur  laquelle  la  charge  se  ré- 

^  '       partit 

,         ^j Le  contact  géométrique  de  la  roue  et  du  so? 

limite  ici  les  délormations  ;  car  la  surface  de 

f^  contact  augmente  rapidement  à  mesure  que  la 

défonnation  grandit.  Si  au  contraire  nous  considérons  l'action  d'un 

couteau  dont  le  tranchant  presse  la  surface  d'un  corps,  la  pression 

« 

rapportée  à  T unité  de  surface  est  très  grande,  parce  que  la  surface 
d'application  est  très  réduite,  et  de  plus,  à  cause  de  la  forme  du  cou- 
teau, la  surface  d'application  s'accroît  peu  à  mesure  que  la  défor- 
mation augmente  :  aussi,  dans  ce  cas,  la  déformation  est  généralement 
très  sensible  ;  elle  porte  d'ailleurs  principalement,  suivant  la  dureté 
relative  des  matières,  soit  sur  le  couteau,  soi  t  sur  le  corps,  qui  est  coupé. 
Lorsqu'on  parle  d'une  force  P  isolée,  appliquée  à  un  solide  en 
Pig.  11.  équibre,  il  faut  donc  entendre  une  résultante  de 

forces  élémentaires  ;  P  sera  par  exemple  ujfie  somme 
d'actions  parallèles  infiniment  petites.  Soit  p  la 
Ip  charge  par  unité  de  surface  au  point  A  d'une  sec- 
tion EF,  et  (/(o  l'élément  de  surtace  ABGD  ;  pdto  sera 
Tune  de  ces  actions  élémentaires,  et  l'on  aura 


=  JJp&u, 


l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface,  grande  ou  petite,  £F, 
sur  laquelle  se  répartit  la  force  P. 

One  force  paraît  isolée  lorsque  la  surface  sur  laquelle  elle  se  ré- 
partit est  très  petite,  et  échappe  par  là  à  une  mesure  précise, 
comme  il  arrive  pour  la  roue  posam  sur  le  aoL  Les  foroes  isolées 
que  Ton  introduit  ainsi  dans  la  résistance  des  matériaux  con*espon- 
dent  aux  farces  instanianées  de  la  mécanique  rationnelle.  On  sait 
qn'nne  force  instantanée  P  est  en  réalité  rinigulsion  d'une  force 


1% 


SOLUTION 


très  grande  F,  constante  ou  variable,  agissant  pendant  un  tem[^s 
très  court  t  —  t^]  de  sorte  que  cette  prétendue  force  P  n'est  autre 
chose  qu'une  intégrale 


< 


Fdt. 


De  même,  dans  la  théorie  de  la  résistance,  une  force  isolée  P  est 
une  somme  de  la  forme 


s 


pdia. 


Fig.  18. 


dans  laquelle  le  facteur/?  aesigne  ra  force  locale  par 

unité  de  surface,  force  constante  ou  variable  »  et 
M   (/(o  l'élément  de  surface;  les  limites  des  intégra- 

tiws  sont  celles  qui  correspondent  à  un  contour 

GH  très  resserré. 
Dans  son  Traité  des  voûtes ,  Dupuit  a  contesté  la  théorie  qui  vient 
d'être  exposée,  et  en  plusieurs  endroits  de  cet  ouvrage»  il  admet  des 
forces  finies  portant  sur  des  arêtes  et  appliquées  à  des  surfaces  infini- 
ment petites.  Le  motif  qu!il  donne  pour  justifier  cette  étrange  théorie 
est  qu* on  ne  peut  couper  une  pierre  avec  un  rasoir^  ni  la  percer 
avec  une  aiguille^  fait  incontestable,  bien  que  l'induction  que 
Dupuit  prétend  en  tirer  soit  inadmissible.  Si  une  aiguille,  ou  un  ra- 
soir poussé  par  une  force  finie,  ne  pénètre  pas  dans  une  pierre,  ce 
n'est  pas  parce  que  la  pierre  résiste  à  des  forces  finies  appliquées  à 
des  surfaces  infiniment  petites,  c  est  parce  que  l'aiguille  ou  le  rasoir 
se  déforme,  parôeque  l'aiguille  perd  sa  pointe,  le  rasoir  son  tran- 
chant, et  que  cette  déformation  ramène  les  conditions  ordinaires  de 
la  résistance  :  des  forces  finies  appliquées  à  des  surfaces  finies. 


SOLUTION   DU  PROBLÈME  AU  MOYEN   d'uNE   HYPOTHÈSE. 


S8.  Cherchons  la  répartition  de  la  résultante  P  dans  la  section  AB« 
Km  point  de  vue  analytique,  le  problème  est  indéterminé. 

Prenons  en  effet  dans  le  plan  de  la  section  deux  axes  rectangu* 
aires  OX,  OY.  Considérons  un  point  F  de  cette  section,  et  désignons 


AU  MOYEN  D  UNE  HYPOTHEbi:,. 


53 


Fig.  14. 


par  R  la  pression  verdcale,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  qui  existe  eu 

ce  point  dans  la  matière  ;  R  sera  une  fonction  in- 
connue des  coordonnées  du  point  F,  c'est-à- 
dire  des  coordonnées  ar  ==  OD  et  y  =  FD.  La 
force  élémentaire  développée  par  la  déformation 
sur  la  surface  du  petit  rectangle  FGHI  aura 
pour  mesure  lidxdy^  et  sera  verticale;  nous 
aurons  des  forces  analogues  en  tous  les  élé- 
ments de  la  section,  et  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  doit  être  égale  et  contraire  à  la  force  P. 
Nous  avons  donc  à  exprimer  l'équilibre  de  forces 
j-  parallèles*  ce  qui  exige  trois  équations,  savoir  : 
l'équation  des  forces,  et  les  deux  équations  des 

moments  par  rapport  aux  axes  OX,  OY.  De  là  les  trois  relations  : 

:\\R(2xdy,      équation  des  forces, 

:  \  VRydxdy,    équation  des  moments  par  rapport  à  Taxe  OX,, 

:  \ VRxdxdy,  id.  par  rapport  à  Taxe  OY. 

Tp  X^  sont  les  coordonnées  du  point  de  passage  G'  de  la  force  P. 
Les  intégrales  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  section.  C*est 
tout  ce  que  donne  la  statique.  La  fonction  R  n  est  pas  déterminée 
par  ces  trois  équations. 

Nous  pouvons  considérer  R  comme  l'ordonnée  verticale  d'une 
surface  dont  x  et  y  soient  les  coordonnées  dans  le  plan  de  la  sec- 
tion. Les  trois  équations  précédentes  ont  alors  une  interprétation 
géométrique  très  simple. 

L'équation  (i)  indique  que  le  volume  compris  entre  la  surface 
R  ==  /(cr,  y),  le  plan  de  la  section  et  les  arêtes  du  cylindre  projeté 
suivant  le  contour  A'B',  est  égal  à  P. 

Les  équations  (2)  et  (3)  expriment  que  le  centre  de  gravité  de  ce 
volume  est  situé  sur  la  verticale  passant  au  point  G',  c'est-à-dire 
sur  la  direction  de  la  résultante. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  construire  une  surface  telle  que 


(i) 

P 

(8) 

PY. 

(3} 

PX. 

U  SIMPLIFICATION 

le  yoIum«  cylindrique  compris  entre  cette  surface  et  la  section  AB 
soit  égal  à  un  nombre  donné,  et  telle  que  le  centre  de  gravité  de  ce 
volume  se  projette  sur  la  section  A'B'  en  un  point  donné  G.  Il  esi 
bien  évident  qu'on  peut  résoudre  d'une  infinité  de  manières  ce  pro- 
blème de  géométrie. 

Au  point  de  vue  physique»  cependant,  la  répartition  des  pres- 
sions n'a  rien  d'arbitraire  ;  elle  est  réglée  par  une  loi  naturelle  que 
nous  ignorons,  et  qu'il  serait  extrêmement  difficile  de  déterminer 
par  l'observation  directe.  Pour  tourner  cette  difficulté,  on  a  re- 
cours à  une  hypothèse.  La  plus  simple  consiste  à  admettre  que 
la  surface  cherchée  R  =  /(ar,  y)  est  un  plan,  ou  que  R  est  expri- 
mée par  une  fonction  linéaire  de  x  et  de  y.  L'équation  générale  du 
plan  sera 

(4)^  R  =  Aic+By  +  C, 

dans  laquelle  A,  B,  G  seront  des  constantes  inconnues.  Cette  hypothèse 
réduit  donc  à  trois  le  nombre  des  inconnues  de  la  question,  et 
comme  nous  avons  trois  équations,  nous  pouvons  déterminer  sans 
aucune  ambiguïté  les  valeurs  de  ces  inconnues. 

Remplaçons  R  par  cette  valeur  dans  les  équations  (1)9(9)  et  (3), 
et  il  viendra,  en  faisant  sortir  des  signes  JJ  les  coefficients  con- 
tants A,  B,  G, 

(6)  A\\xdxdy    -\-B\\ydxdy    •\-C\\dxdy   =P, 

(6)  A!\{xydzdy  +  B\\y*dady  +  c[\ydxdy  =  PTi, 

^7)  A\\x*dxdy  +  B  [{xydxdy  +  C  {[xdxdy  =  PX». 

Ces  équations  sont  du  premiei*  degré  en  A,  B,  C,  et  les  doubles 
sommes  peuvent  être  effectuées  d'après  la  forme  seule  de  la  sec- 
tion A'B'.  On  pourra  donc  résoudre  ces  équations,  trouver  A,  B,  G,  en 
fonction  de  P,  de  X,,  de  Y,  et  des  sommes,  et  enfin,  introduire  les 
valeurs  de  A,  B,  G,  dans  l'équation  (4),  qui  résout  entièrement  la 
question  proposée. 

iO.  Remarques.  —  Si  l'on  cherche  les  points  de  la  section  pour 
lesquels  la  pression  par  unité  de  surface,  R,  a  une  valeur  détermi- 
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née,  R',  on  voit  que  ces  points  sont  tous  sitnés  sur  une  droite  dont 
l'équation  est 

A»  +  By  +  C  =  H', 

L'orientation  de  cette  droite  est  définie  par  le  rapport  des  coeQi- 
cients  A  et  B,  et  par  suite,  elle  ne  dépend  pas  de  R'.  Les  lieux  géo- 
métriques des  points  également  pressés  forment  donc  dans  la  sec- 
tion une  série  de  droites  toutes  parallèles.  On  donne  à  ces  droites  le 
nom  de  lignes  isopiéziques  (lignes  d^égale  pression) . 

iO.  Les  équations  (5),  (6)  et  (7)  peuvent  être  simplifiées  par 
un  choix  convenable  des  axes  OX,  OY.  Prenons  pour  origine  le  point 
0,  centre  de  gravité  de  la  section  ;  nous  aurons 


\\ydxr/y  =  0*   et      \\xdxdy  —(j. 


Observons  d'ailleurs  que  JJrf^f/y  n'est  autre  chose  que  l'aire  û  de 
la  section.  On  voit  par  là  que  la  première  équation  (5)  donne  sim- 
plement 

c'est-à-dire  que  G  est  égal  à  la  pression  moyenne.  Les  équations  (6) 
et  (7)  perdent  les  termes  en  G  par  cette  même  hypothèse  sur  la 
posiUon  du  point  0.  Les  sommes  ^^y^dxdy^  l^^^dydy  ont  reçu,  par 
analogie  avec  les  définitions  de  la  mécanique  rationnelle,  le  nom  de 
moments  dinertie  de  la  section  par  rapport  aux  axes  OX,  OT.  Enfin, 
on  peut  faire  disparaître  le  terme  ^ytydxdy  en  donnant  une  direction 
convenable  à  l'axe  OX  (1).  Grâce  à  ces  diverses  préparations,  les 


(I)  En  rlTet,  fii]8on8  tourner  d'un  ang'c  a  les  axes  coordonnés  dans  leur  plan,  et 
(Fig.  t9.)  appelons  x^y,  les  coordonnées  du  polot  dont  les  coordonnées 

primitives  étaient  x'  et  y'-,  nous  aurons 

j; = a:' cos  a  —  ^  sin  a, 
ysjB'sina-fy'GOsou 

Done 

xy  =  x'»cosa  sina  —  y"co8  a  sina  H-^V  (cos*  01  —  sin»  a) 

= -  («'•  —y'-)  sJn  2a  +x'y'  cos  2a. 
^       \  xx^rfw  =  -.  sin  2a  [  ^  V ar^rfw  — \  V  y'*rf«  j  +  cos  2a \  \  x'y^dio. 
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équations  (6)  et  (7)  se  résolvent  d'elles-mêmes,  et  si  l'on  fait 


L 


on  a,  en  définitive. 


\\y*dxdy  = 
xy^dxdy  =  I„ 


PY 

(9)  B  =  *^' 


!.• 


(iO)  A  =  ?îî. 

Par  suite,  Féquatîon  (4)  devient 


«-'(t^^^^b)- 


On  peut  substituer  à  I,  le  produit  Ûp*,  et  à  ly  le  produit  Qp^;  ces 
quantités  p^^,  py,  en  suivant  toujours  l'analogie  avec  les  définitions 
données  dans  la  dynamique  des  corps  solides,  sont  les  rayons  de 
giration  de  la  section  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  et  alors  l'équa- 
tion (4)  prend  la  forme  : 


«')       -^fê+ï-)- 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  l'équation  (11)  suppose  que  l'ori- 
gine 0  est  au  centre  de  graVité  de  la  section,  et  que  l'axe  OX  a  une 
orientation  particulière.  Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  il 
faudrait  s'en  tenir  aux  équations  générales  (5),  (6)  et  (7), et  à  l'équa- 
tion (4). 

On  voit  que  la  pression  est  également  répartie  en  tous  les  points 
de  la  section  si  Xj  =  0,  Y^  =  o,  ou  si  la  force  P  passe  par  le  centre 
de  gravité  0  de  cette  section.  On  voit  aussi  que  la  pression  au  point  0 
est  toujours  égale  à  la  pression  moyenne. 


On  peut  disposer  de  l'angle  a  de  manière  que  VVa^efca  soit  nul.  Il  sufllt  en  effet  de 


\h 


Ufx'ff'rffù 

résoudre  l'équation  tanga  = — :-— ;  elle  fournit  pour  a  deux  valeurs  posi* 

tives^  comprises  entre  0  et  ic»  et  difféiant  entre  elles  de  -. 
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il.  Dans  tont  ce  qui  précède*  nous  avons  admis  implicitement  que 
le  solide  MN  était  susceptible  de  subir  une  extension  aussi  bien 
qu'une  compression  ;  nous  avons  regardé  comme  positives  les  va- 
leurs de  R  qui  correspondent  à  une  pression  :  les  valeurs  négatives 
correspondent  à  une  tension,  et  les  formules  seront  générales, 
même  si  R  devient  en  certains  points  négatif,  pourvu  que  les 
tensions  soient  admissibles.  Hais  si  le  solide  MN,  au  lieu  d'être  formé 
d*un  seul  morceau,  est  construit  en  blocs  de  pierre  superposés,  on 
sait  que  les  pressions  sont  les  seuls  efforts  que  la  matière  puisse  su- 
bir. Dans  ce  cas,  si  le  calcul  assigne  à  R  des  valeurs  négatives  en 
certains  points  de  la  section  AB,  ce  résultat  impossible  indique  qu'il 
faut  modifier  l'hypothèse  qui  a  servi  de  base  au  calcul. 

La  force  P  ne  peut  se  répartir  alors  dans  toute  l'étendue  de  la 
section  A'F,  et  l'on  admet  en  conséquence  qu'il  y  a  une  région  pour 
laquelle  R  est  donnée  par  les  ordonnées  positives  de  la  surface  plane 

tandis  que  sur  l'autre  partie  de  la  section  on  a  partout  R  =  o.  La 
ligne  de  séparation  de  ces  deux  régions  est  la  droite 

OU  la  trace  du  plan  sur  la  section  A!S.  Pour  déterminer  A,  B,  G,  il 
faudra  donc  reprendre  les  équations  (5),  (6)  et  (7),  mais  en  étendant 
seulement  les  intégrations  à  la  première  région,  en  partie  limitée 
à  une  droite  dont  la  position  varie  avec  les  inconnues  A,  B,  G.  Le 
problème  devient  dans  ce  cas  particulier  beaucoup  plus  difficile;  car 
les  inconnues  A,  B,  G  entrent  cette  fois  dans  les  limites  des  intégrales 
indiquées.  Pour  résoudre  cette  nouvelle  question,  il  n'y  a  en  général 
d'autre  méthode  que  le  tâtonnement. 

Rappelons  encore  que  la  détermination  de  R,  dans  les  deux  cas, 
repose  sur  une  hypothèse,  de  sorte  que  cette  théorie  n'a  de  valeur 
réelle  que  si  elle  est  contrôlée  par  Texpérience.  Hais  l'accord  de  la 
théorie  avec  les  faits  observés  est  suffisant  pour  qu'on  n'ait  pas  à 
chercher  une  hypothèse  plus  compliquée. 

M,  Superposition  des  effets  des  forces.  —  Nous  supposerons  dans 
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tout  ce  qui  suit  que  l'hypothèse  exprimée  par  Féquation  (4)  soit 
Traie  sans  restriction,  c*est-à-dbe  que  la  section  entière  puisse  déve- 
lopper des  efforts  à  l'extension  ou  à  la  compression  ;  qu'en  d'autres 
termes,  les  valeurs  négatives  et  positives  soient  également  admis- 
sibles pour  R. 

Nous  pouvons  décomposer  la  force  P  en  autant  de  forces  parallèles 
que  nous  voudrons. 

Pi»  Pi -  p«f 

appliquées  aux  points  définis  par  les  coordonnées 

*i»  ^ ^» 

yt»  yi y-  \ 

"  Les  seules  conditions  à  satisfaire  dans  cette  décomposition  sont  ex- 
primées par  les  trois  équations  : 

P     =Pl     +Pl    +P8+ +P« 

PYj  =  p^y^  +  p,y,  +  p,y,  + +  PnSfm 

PXi  =p,a:,  +Prh  +  Pr'^%  + -^-pwi/m» 

Gela  posé,  calculons  successivement,  au  moyen  des  équations  (5) ,  (6) 
et  (7),  les  valeurs  des  coei&dents  A,  B,  G,  qui  correspondraient  à  la 
force  j9^  agissant  seule  ;  puis  à  la  force  /?,,  puis  à  la  force  ;?,,• .. .  enfin 
à  la  force  ^«.  Nous  obtiendrons  de  cette  manière  n  groupes  de  coeffi- 
cients, savoir  : 

^\\  ^it  <^i  pour  la  force  p^  prise  isolément, 

«Il  ^t,  c,  id.  p^ 

•    •  •  •  • 

9     •  •  •  • 

La  distribution  des  pressions  partielles  sera  donc  donnée  par  les 
formules  successives  : 

Ri  =  a,«  +  b^y  +  Cj     relativement  à  la  force  p, 
R,  =  a^  +  6^  +  c,  id.  p, 

•  • 

•  • 

R»=:ana;  +  6»y +  {^  id.  p^ 
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Or,  il  est  facile  de  reconnaître,  à  la  forme  linéaii'e  des  équations  (5) , 

(6)  et  (7),  que  la  somme  des  coefficients  a^,  a, ^«est  égale  à  A, 

coefficient  correspondant  à  la  résultante  P  ;  que  de  même  la  somme 
des  coefficients  6^,  b^ 6«  est  égale  à  B;  que  la  somme  des  coeffi- 
cients Cj,  c, e^  est  égale  à  G  ;  et  qu'enfin 


R  =  R, +  R,+., +  R 


»• 


Donc,  la  force  P  étant  décomposée  comme  on  vancnn  en  plusieurs 
forces  parallèles,  la  pression  en  un  point  donnée  sotts  Faction  de  la 
force  P,  est  la  somme  algébrique  des  prisions  qui  correspondent  en 
ce  point  à  chaque  composante  prise  isolément. 

Ce  théorème  peut  être  généralisé,  et  on  le  démontrerait  dans  toute 
sa  généralité  en  ayant  recours  aux  équations  de  Téquilibre  élastique. 
On  peut  lui  donner  alors  Ténoncé  suivant,  qui  est  d'une  application 
très  commode  et  très  fréquente  : 

«  Les  effets  produits  par  une  ou  plusieurs  forces  appliquées  à  un 
«  solide  élastique  peuvent  s'obtenir  en  déterminant  les  effets  partiels 
t  dus  aux  composantes  de  ces  forces  prises  isolément^  et  en  compo- 
«  sant  ces  effets  par  la  règle  du  parallélogramme^  comme  on  com- 
t  pose  les  forces  èlles-mimes.  » 

Nous  aurons  souvent  à  faire  l'application  de  ce  principe  qui,  dans 
la  théorie  de  l'élasticté,  correspond  au  principe  de  la  coexistence 
des  petites  oscillations  dans  l'hydrodynamique  et  dans  la  mécanique 
vibratoire.  Il  résulte  essentiellement  de  la  petitesse  des  déformations 
et  de  la  proportionnalité  admise  entre  les  déplacements  élémen- 
taires et  les  forces  qui  les  produisent.  On  peut  le  rattacher  à  une  loi 
générale  de  l'analyse  :  f  accroissement  infiniment  petit  dune  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes  est  la  somme  des  accrois^ 
sements  partiels  correspondant  d  la  variation  de  chaque  variable 
considérée  seule. 

AS.  Effet  dua  couple.  —  Nous  avons  admis  que  les  forces  élé- 
meotabres,  toutes  parallèles  entre  elles,  appliquées  au  solide,  avaient 
une  résultante  P.  II  peut  arriver  que  ces  forces  élémentaires  ne  soient 
pas  réductibles  à  une  force  unique,  mais  à  un  couple.  Le  calcul  n'en 
senit  pas  modifié.  Un  couple  peut  être  considéré  comme  une  force 
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nulle  appliquée  à  une  distance  infinie;  pour  traiter  ce  cas  particulier, 
il  faudrait  donc  remplacer  P  par  zéro,  et  les  produits  PY^,  PX^  par  les 
moments  des  couples  dans  lesquels  oo  décompose  le  couple  donné,  en 
le  projetant  sur  les  plans  verticaux  conduits  par  les  axes  OX,  0Y« 

On  peut  aussi  considérer  successivement  les  deux  forces  P  et  —  P 
qui  constituent  le  couple,  et  appliquer  le  principe  de  la  super- 
position des  effets. 

Remarquons  qu'un  couple  pouvant  être  tourné  comme  on  voudra 
dans  son  plan,  on  peut  supposer  que  les  forces  qui  le  composent  sont 
normales  au  solide  au  lieu  d'être  parallèles  à  sa  grande  dimension. 

Le  cas  particulier  du  couple  lie  donc  ensemble  deux  chapitres  dis- 
tincts'de  la  déformation  des  prismes  :  déformation  produite  par 
des  forces  longitudinales,  et  déformation  produite  par  des  forces 
normales. 


BEGHEBGHE  DE  LA   DÉFORMATION  DU   SOLIDE. 


Fig.  16. 


&A.  Coupons  le  solide  dans  son  état  non  déformé  par  un  plan  A^B^ 

parallèle  au  plan  AB  et  infiniment  voisin.  Nous 
connaissons  la  répartition  des  pressions  dans 
l'intervalle  des  plans  AB,  A^B^;  considérons 
l'élément  de  prisme  projeté  verticalement  en 
LBST  et  horizontalement  en  IF6H  :  cet  élément 
peut  être  regardé  comme  une  tige  soumise  à 
la  pression  R  par  unité  de  surface  ;  elle  subira 
donc,  d'après  la  théorie  de  l'extension  et  de  la 
compression  des  prismes,  un  raccourcissement 
/  donné  par  l'équation 


R  =  Ei 


L  représente  la  distance  RL  des  deux  plans  daqs  l'état  naturel  du  so-< 
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Kde,  et  /  le  raccourcissement  RR'  de  la  fibre  RL.  Mais  R  est  une 
fonction  linéaire  connue  de  or  et  de  y  :  mettant  pour  R  sa  valeur 
Aj:  +  By + C  et  résolvant  par  rapport  à  /,  il  vient 

d'où  l'on  déduit 

l-/=lr'  =  z=l(.-*ï.±|L±Ç). 

Cette  équation  représente  un  plan,  lieu  géométrique  des  points  R'; 
de  soi-te  que  le  plan  A^B^  dans  l'état  naturel  vient,  dans  Tétat  dé- 
formé, occuper  une  nouvelle  position  A/B/  que  notice  calcul  nous 
permet  de  déterminer.  La  déformation  de  la  tranche  ABA^B,  est  donc 
connue. 

Opérons  de  même  pour  chacune  des  tranches  infiniment  minces 
dans  lesquelles  on  peut  décomposer  le  solide  MN.  Nous  pourrons  par 
notre  méthode  déterminer  la  déformation  de  chacune  d'elles,  et  il 
suffira  de  concevoir  qu'on  empile  dans  leur  ordre  les  tranches  dé- 
formées pour  obtenir  le  solide  après  la  déformation.  La  quantité  L, 
qai  mesure  la  distance  des  deux  plans  très  voisins  AB,  A'B',  devra 
être  remplacée  dans  le  calcul  rigoureux  par  une  différentielle,  et 
l'empilement  des  tranches  infiniment  minces  se  fera  sans  erreur  au 
moyen  d'une  intégration. 

On  remarquera  que,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  dans 
le  S  23,  le  coefficient  élastique  intervient  dans  la  recherche  de  la 
déformation,  et  non  dans  la  recherche  de  la  répartition  des  pressions. 

Le  calcul  précédeat,  et  l'hypothèse  du  §  38  qui  lui  sert  de  base,  supposent  que  1<* 
coefficient  d'élasticité  E  est  le  même  en  tous  les  points  de  la  section  donnée.  S'il  en 
était  aotrement,  la  déformation  dépendrait  des  diverses  valeurs  du  coeiRcient  d'élasti- 
cité de  chaque  fibre,  et  «il  conviendrait  de  modifier  l'hypothèse  fondamentale.  On 
admettrait,  dans  ce  cas,  que  les  molécules  appartenant  dans  l'état  actuel  à  un  plan  AB 
quelconque,  restent  encora  dans  un  plan  aprte  la  déformation.  Le  calcul  s'achève  alors 
de  la  manière  suivante. 

Soit  E  le  coefficient  d'élasticité  variable  d'un  point  à  l'antre,  et  connu  en  fonction 
de  X  et  de  y; 

R  la  pression  locale  par  unité  de  surface; 

L  riotervalle  primitif  des  denx  plans  parallèles  AB,  A^Bj  ; 

/  le  raccourcissement  de  la  flbre  soumise  à  la  pression  R  ; 
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X  l'ordonnée  LR'  =  L  —  /  du  plan  Â'^B^  par  rapport  aa  plan  AB. 
On  aura  à  la  fols 

R=Ei, 

«=  Mx  +  Ny  +  Q, 
M,  N^  Q  désignant  des  constantes  qui  restent  à  déterminer»  On  en  ûéAuM 


«-^- (-?-£»-!)• 


Les  équations  de  l'équilibre  seront  encore 


=  »"■ 


^ydy. 


.•».■• 


CD 


Ces  trois  équations,  où  l'on  devra  remplacer  R  par  sa  valeur  (1),  permettront  de 
déterminer  les  trois  inconnues  M,  N,  Q;  le  facteur  variable  E  reste  sous  le  signe  \\. 

Cette  recherche  n'a  qu'un  Intérêt  théorique*  Il  est  impossible  de  connaître  à  priori  la 
répartition  de  l'élasticité  entre  les  diverses  régions  de  la  section  AB,  et  d'un  autre 
côté,  il  y  aurait  de  graves  inconvénients  pratiques  à  unir  ensemble  des  fibres  solides 
d'élasticités  différentes.  Un  tel  assemblage  est  toujours  défectueux. 


EXEMPLES  SIMPLES. 


Fig.  17. 


A5.  Repartitian  dune  pression  normale  sur  une  base  rectangu- 
laire ABCD.  On  donne  les  dimensions  AB  =  sa,  AD  =  sd. 

Nous  pourrions  traiter  ce  problème  par  nos  formules  générales  ; 

mais  il  est  préférable  d'avoir  recours  au  prin- 
cipe de  la  superposition  des  effets  des  forces. 
De  cette  manière,  un  certain  nombre  de  cas 
particuliers  donnent  la*  solution  générale, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  aucune  in- 
tégration. 

Le  centre  de  gravité  de  la  section  AB  est 
situé  au  point  0,  point  de  rencontre  des  dia- 
gonales. Par  ce  point  menons  des  parallèles 
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aux  cdtés  OX,  OY.  Examinons  mûntenant  différents  cas  particuliers. 
1*  Supposons  d'abord  la  force  P  appliquée  au  point  0.  Dans  ce 

cas,  la  pression  sera  également  répartie  sur  toute  la  section  ABCD, 

p 
et  elle  sera  égale  en  tous  points  à  rr,  û  étant  la  surface  du  rec- 

tangle.  Ceci  est  tout  à  fait  général,  comme  nous  l'avons  remarqué 

(S  34)- 
9*  Supposons  ensuite  que  le  point  d'application  de  la  force  P  soit 

le  point  6,  situé  sur  la  droite  OX,  et  que  la  distance  06  soit  égale 
au  tiers  de  la  distance  OX,  de  sorte  que  GX  soit  Iç  tiers  de  la  dimen* 
fflon  AB  du  rectangle. 

Le  plan  dont  les  ordonnées  verticales  représentent  la  pression  R 
doit  être,  en  vertu  de  la  symétrie,  perpendiculaire  au  plan  vertical 
conduit  par  XX',  et  sa  trace  sur  le  plan  vertical  est  une  droite  HK 
telle,  que  le  centre  de  gravité  du  trapèze  HEFK  soit  situé  sur  la 
droite  GP.  Hais  la  droite  GP  divisant  les  côtés  EF,  HK  de  ce  tra- 
pèze en  parties  dans  le  rapport  de  a  à  i ,  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ce  trapèze  se  réduit  à  un  triangle,  et  que  le  point  H  coïn- 
cide avec  le  point  E.  La  pression  en  un  point  quelconque  est  donc 
représentée  par  les  ordonnées  de  la  droite  £K,  menée  par  le  point  E. 

La  pression  au  point  0  est,  comme  on  sait,  égale  à  la  pression 

p 

moyenne,  -  ;  donc  la  pression  sur  Taiête  AD,  double  de  la  pression 

sP 
au  point  0  puisque  FK  est  double  de  IL,  est  égale  à  — •  Les  lignes 

d'égale  pression  dans  la  section  ABCD,  projections  des  lignes  horizon- 
tales du  plan  profilé  en  EK,  sont  des  droites  parallèles  au  côté  AD.  ' 
Si  l'on  veut  la  pression  R  en  un  point  quelconque  d'une  ligne  MN 
définie  par  son  abscisse  OT  =s.â;,  cette  pression  est  proportionnelle 
i  l'ordonnée  RS  de  la  droite;  par  suite  elle  est  donnée  par  la 
proporUon 


li) 


RS  __  ER  _  a^x 
LI  "■  Kl  ~     a    » 


d'où  l'on  tire 
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On  a  en  effet 


^-IM- 


pour   «=0,    R  =  Q» 

8P 


Fig.  18. 


poui*    flc  =  o,    R  =  -g-f 
pour    x  =  —  a,    R  =  0. 

3*  Nous  allons  supposer  que  le  point  d'application  de  la  force  P 

est  un  point  quelconque,  Y,  de  la  médiane 
XX'.  Le  point  Y  est  défini  par  son  abscisse 
OY  =  p.  Ce  cas  se  ramène  an  précédent,  en 
appliquant  le  principe  de  la  superposition  des 
effets. 
Soient  6,  6'  les  deux  points  qui  divisent  XX' 
_  en  trois  parties  égales.  Nous  pouvons  décom- 
poser la  force  P  en  deux  forces  parallèles  P^, 
F,,  appUquées  aux  points  G  et  G'. 
Si  la  force  P,  agissait  seule,  nous  aurions  en  un  point  quelconque 
défini  par  son  abscisse  a;,  la  pression 

Si  la  force  P'^  agissait  seule,  nous  aurions  de  même  en  ce  point  la 
pression 

a,=&(-|+.)=_^(î-.). 

On  change  le  signe  de  a,  parce  que  le  point  d'application  de  la  force 
a  pour  abscisse — ^  au  lieu  de  -|-  7«  Pour  avoir  la  pression  R  ^ui 
correspond  à  la  force  P,  il  suffit  d'ajçuter  R^  et  R'.,  ce  qui  donnera 

Mais  on  peut  remplacer  P^  et  P'^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  P; 
on  a,  en  effet,  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  G'^, 


P.XT=Px(f+p)« 
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et  en  les  prenant  par  rapport  au  point  G, , 


€8 


Donc 


p.xÇ=Px(|-p). 


a 
ô+P 


=  î('-?) 


P'. 


=  l(-ï)' 


substituant,  il  vient  réqaation  finale  : 


p 

On  remarquera  que  si  p  =o,  B  est  partout  égal  à  ^,  et  que 
si  /)  =  ^,  R  devient  égal  à 

Ce  sont  les  formules  trouvées  pour  le  premier  et  pour  le  second  cas 
particulier. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  représenté  sur  la  figure  par 
le  trapèze  EFRH,  et  la  méthode  que  nous  avons  suivie  revient  à 
décomposer  ce  trapèze  en  deux  triangles  par  une  diagonale  EK; 
chacun  de  ces  triangles  correspond  à  une  des  composantes  de  la 
force  P. 
4*  Nous  pouvons  enfin  passer  au  cas  général,  celui  où  la  force  P 
rig.  19.  ^^  appliquée  en  un  point  quelconque  V  de 

la  base,  défini  par  Tabscisse  OZ  =  X^  et 
rordonnéeZV  =  Y,. 

Par  ce  point  menons  une  droite  VT'  telle, 
que  le  point  V  soit  le  milieu  de  la  partie 
comprise  entre  les  deux  axes  OX,  OY.  Le 

5 


• ^ % 

4ZK1 
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point  V  aura  pour  abscisse  OV'  =  OZ  x  2  =  aX^;  le  point  Y  aura 
pour  ordonnée  OY"  =  VZ  x  2  =  2Y,. 
Nous  pouvons  décomposer  la  force  F  en  deux  forces  parallèles, 

appliquées  en  V  et  V",  et  égales  chacune  à  -.  Considérons-les  indivi- 
duellement. 

La  pression  en  tout  point  défini  par  son  abscisse  x  sera  donnée, 

p 
relativement  à  la  force  -  appliquée  au  point  V,  par  l'équation 


R'=i^ri 


3  X  2XiX^ 


La  pression  en  tout  point  défini  par  son  ordonnée  y  sera  donnée, 

p 

relativement  à  la  force  -  appliquée  en  V",  par  Téquation 

Donc  la  pression  totale  R  qui  correspond  à  la  force  P  sera  donnée 
.     pour  le  point  (a;,  y)  par  la  somme  R'  +  R",  ou  par  l'équation 


formule  générale  que  nous  aurions  trouvée  directement  en  nous  ser- 
vant des  équations  (5),  (6)  et  (7),  ou  des  équations  plus  simples  (8), 
(9)  ot  (10),  après  avoir  fait  les  intégrations  indiquées.  Notre  méthode 
de  superposition  des  effets  nous  a  permis  d'éviter  ces  opérations. 
Comparant  cette  équation  à  l'équation  (1 1),  on  en  déduit 

a  b 

Ce  sont  les  rayons  de  giration  du  rectangle  dont  les  dimensions 
sont  2a  et  26  par  rapport  aux  droites  OY,  OX,  menées  par  sou  centre 
de  gravité  parallèlement  aux  c6tés. 
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Kr. 


C; ■ 



B 
D 

1                    B 

G 

1^ 

1 

A'I                    0 

r 

1 
F 

c       J 

H 

*k 

46.  Répartition  des  pressions  sur  une  base  circulaire  ou  ellip- 
tique. 

Soit  ABMV  une  section  elliptique,  dé- 
finie par  ses  axes  AA'  =  sa  et  BB'  =  «6. 

Nous  supposons  que  la  résultante  P  passe 
en  un  point  G  de  l'axe  AA',  à  une  dis- 
tance OC  du  centre  égale  à  p. 

A  cause  de  la  symétrie,  le  plan  repré- 
sentatif des  pressions  R  sera  normal  au  plan 
vertical  conduit  par  AA',  et  se  projettera  sur 
le  plan  vertical  suivant  sa  trace  EE'. 

Considérons  un  élément  de  surface  infiniment  petit,  compris  entre 
deox  droites  F6,  HK,  infiniment  voisines,  et  appelons  x  Tabscisse  01 
de  la  première  de  ces  droites  ;  l'abscisse  de  la  seconde  sera  x  +  dXf 
et  la  surface  de  l'élément  aura  pour  mesure 

y  étant  l'ordonnée  positive,  16,  qui  correspond  dans  l'ellipse  à  l'ab- 
scisse «. 
L'équation  du  plan  profilé  en  E'E  sera 


E 


=  n(-^) 


û  représentant  l'aire  de  Tellipse,  ou  izab,  et  p^  le  rayon  de  giration 
par  rapport  à  l'axe  OB. 

Pour  déterminer  p, ,  cherchons  le  moment  d'inertie  I  de  l'ellipse 
par  l'apport  à  l'axe  OB;  il  sera  donné  par  l'intégrale 


1  =  «  \      ydx  X  x\ 


Considérons  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre  ;  les  ordon- 
nées de  ce  cercle  sont  aux  ordonnées  correspondantes  de  l'ellipse 
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dans  le  rapport  de  a  à  6,  et  par  suite,  le  moment  d'inertie  V  du  cercle 
par  rapport  à  Taxe  OB  est  au  moment  I  dans  le  même  rapport  ;  on 
a  donc 

a 

La  question  est  ramenée  à  déterminer  le  moment  d'inertie  I 
du  cercle  par  rapport  à  Fun  quelconque  de  ses  diamètres  ;  or  on  a 
à  la  fois,  en  appelant  d<i>  un  élément  de  surface  et  en  étendant  les 
int^^*ations  au  cercle  entier  t 

De  plus 

Pour  faire  cette  dernière  intégration,  partageons  le  cercle  en  élé* 
ments  infiniment  petits,  compris  entre  des  droites  menées  par  le 
centre  et  des  circonférences  concentriques  au  cercle  donné  ;  0  et  r 
désignant  les  coordonnées  polaires,  on  aura  a?*+y*=rr*  et  rfci)=rrfrrfï. 
Les  limites  de  l'angle  0  seront  o  et  an  ;  celles  du  rayon  r  seront  o  et  a. 
Nous  aurons  donc 


21' 

=s:C'*''=-C'^*=¥- 

Dono 

*  -    4   • 

et  enfin 

1=    4    =ûxj, 

ou  bien 

a 

P»  =  5- 

L'équation  qui  donne  la  répartition  des  pressions  locales  est 
ramenée  à  la  forme  très  simple 
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Si  la  force  P,  an  lieu  de  passer  par  un  point  de  Taxe  ÂA',  passait 
en  un  point  quelconque  (X,,  YJ  de  la  section,  nous  pourrions  géné- 
raliser notre  formule  en  suivant  la  même  marche  que  pour  le  rec^ 

tangle  :  il  faudrait  décomposer  la  force  P  appliquée  au  point  (X^  Y  J 

p 

en  deux  forces  —  appliquées,  Tune  au  point  (aX  J  de  Taxe  des  x,  et 

l'autre  au  point  (sYJ  de  Taxe  des  y,  puis  calculer,  au  moyen  de 
la  formule  précédente,  les  valeurs  de  R  con'espondantes  à  chaque 
composante,  et  ajouter.  On  parvient  ainsi  à  la  formule  générale  : 

P/       4X,x      4Yjy\ 

Autre  méthode.  —  Le  moment  d'inertie  polaire  {{{x^  +  y*)dxdy 

du  cercle  par  rapport  à  son  centre  est  le  double  du  moment  d'iner- 
tie du  cercle  par  rapport  à  un  diamètre  quelconque;  V  étant  le 
premier  de  ces  moments  d'inertie  et  r«  le  moment  cherché,  on  aura 

4 

r  — -  f 

Soit  a  le  rayon  du  cercle.  V  sera  homogène  à  a^,  puisque  le  pro- 
duit x^dxdy  a  quatre  dimensions,  et  l'on  pourra  poser 

r  =  ka\ 

k  étant  un  coefficient  constant  qui  reste  à  déterminer. 
Différentions  ;  nous  aurons 

Or,  dX  est  le  moment  d'inertie  polaire  de  la  couronne  qui  s'ajoute 
au  cercle  de  rayon  a  quand  on  augmente  le  rayon  de  da  ;  on  a  donc 

d\!  =  %Kada  x  a*  =  2i:a'(2a. 
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GomDarant  ces  deux  équations,  il  vient  successivement 


Ic^l 


1Z 


I'  = 


KO* 


T' 


!'- 


i:a* 


—  «/il 


=  jia"x  [-z 


^aV- 


27- 


Le  rayon  de  ^ration  p,  est  donc  égal  à  -•  On  en  déduit  sur-le-^ 
champ  la  formule 


«"K'**-^)- 


A7.  Répartition  des  pressions  sur  la  surface  et  un  losange  ÂBA'B\. 

défini  par  ses  demi-diagonales  0A=:  a» 
OB  =  d,  la  force  P  étant  appliquée  en 
un  point  G  de  Tune  de  ces  diagonales». 
La  distanceOG  sera  représentée  parp. 
Soient  encore  ;7  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  contour  ABA', 
correspondant  aux  ordonnées  positives. 
Comme  dans  l'exemple  précédent,  l'inconnue  à  déterminer  sera  le 
coefficient  a,  dans  l'équation 


et  on  le  déterminera  au  moyen  de  l'équation  des  moments,  pris  par 
rapport  à  l'axe  OB  ;  cette  équation  prendra  d'abord  la  forme 


-g-  \     xydx  +  -^*  y     x*ydx  =  Pp. 


Or,  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  Bff,  l'intégrale- 
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i    xydx  sera  égale  à  zéro,  et  l'intégrale  \     x^ydx  sera  égale  au 
double  de  \  x^ydx.  C'est  cette  seule  intégrale  qu'il  faut  chercher. 


Une  fois  qu'elle  sera  connue,  on  en  déduira  la  valeur  de  a  par 
l'équation 

4  V  x^dx 

L'ordonnée  y=\G  d'un  point  6  de  la  droite  AB  est  donnée  par  la 
proportion 


ou  bien 


IG 
OB 

lA 

»_ 

a  —  X 

6  "■ 

a 

Donc 


L'intégrale  doit  être  prise  entre  les  limites  o  et  a,  ce  qui  donne 


6a»      6a* 
3 


L*aire  û  du  quadrilatère  ABA'B'  est  égale  au  demi-produit  des  dia- 
(;onales  AA'  X  BB',  multiplié  par  le  sinus  de  Fangle  qu'elles  font 
euire  elles  ;  ici  cet  angle  est  droit,  et  son  sinus  est  Tunité.  Donc 


û  =  i  X  2a  X  26  =  2a6. 


Sobsùtuant  toutes  ces  valeurs,  on  trouve  définitivement 
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pxiab  _  fjp 


L*équation  finale  de  la  répartition  devient 

&8.  En  général,  les  solides  qui  entrent  dans  les  constructions  ont 
un  plan  de  symétrie,  et  les  forces  qui  leur  sont  appliquées  sont  dis- 
tribuées symétriquement  par  rapport  à  ce  plan.  Il  en  résulte  que  les 
déformations  s'opèrent  parallèlement  à  ce  plan  de  symétrie.  S'il  en 
est  ainsi,  le  point  de  passage  C  de  la  résultante  tombe  sur  l'axe  de 
symétrie  des  sections.  Dans  cette  hypothèse,  les  équations  particu- 
lières auxquelles  nous  sommes  parvenus  pour  les  sections  géomé- 
triques qui  viennent  d'être  examinées,  sont  toutes  de  la  forme 


R 


-i{ 


'  *'¥)■ 


K  étant  un  coeflicient  qui  dépend  de  la  figure  de  la  section.  On  a 

en  effet  : 


Fig.  52. 


^     pour  le  rectangle  K  =  3 

|â  pour  le  cercle  ou  l'ellipse  K  =  4  1  sections  pleines. 

*    pour  le  losange  K  =  6 


La  répartition  des  pressions  est  donc  plus  égale 
pour  le  rectangle  que  pour  le  cercle,  et  plus  égale 
pour  le  cercle  que  pour  le  losange. 

&9.  Le  cas  des  sections  évidées  se  traite  par  les 
mêmes  procédés  de  calcul  ;  mais  les  sommes,  au 
lieu  de  s'étendre  à  toute  la  superficie  du  contour  extérieur,  doivent 
seulement  s'étendre  à  la  couronne  comprise  entre  le  contour  exté- 
rieur et  le  contour  intérieur.  Nous  prendrons  pour  exemple  la  cou- 
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Fig.  M. 


ronne  comprise  entre  deux  cercles  concentriques  dont  les  rayons 

sont  a  et  d. 

La  force  P  étant  appliquée  en  un  point  C 
du  rayon  OX,  le  plan  représentatif  de  la  pres- 
sion R  se  projettera  sur  le  plan  vertical  paral- 
lèle à  OX  suivant  sa  trace  6H,  et  R  sera  donné 
encore  par  Téquation 

R  =  g  (1  +  OX), 


dans  laquelle  û  désigne  la  surface  annulaire 
comprise  entre  les  deux  cercles. 
Prenons  les  moments  par  rapport  à  l'axe  OB,  il  viendra 


-g.  yyâx  +  ^  Yy^  =  Pp; 


y  désigne  ici  l'ordonnée  positive  de  la  circonférence  extérieure 
entre  les  points  A  et  D,  A'  et  D\  et  la  différence  des  ordonnées 
des  deux  circonférences  entre  les  points  D  et  D'.  Les  limites  sont 
—a  et  +  a. 

La  première  intégrale  est  nulle  à  cause  de  la  double  symétrie  de 

la  figure  par  rapport  aux  axes  OX  et  OY.   Pour  la  seconde,  qu'il 

faut  calculer,  il  est  plus  simple  de  changer  de  variable. 

Cette  intégrale  est  la  somme  des  produits  des  éléments  de  surface 

Pig.  î4.  de  la  couronne  par  le  carré  de  leur  distance 

à  l'axe  OY.  Au  lieu  de  prendre  les  coordonnées 
rectangles,  nous  prendrons,  comme  tout  à 
l'heure,  les  coordonnées  polaires  r  et  0,  et 
nous  considérerons  les  éléments  infiniment  pe- 
tits compris  entre  les  cercles  de  rayons  r  et 
r  +  rfr,  et  les  directions  définies  par  les  an- 
gles 0  et  0  +  dQ  ;  il  faudra  d'abord  multiplier  la  surface  rrfrdO  de 
chaque  élément  par  le  carré  r*  cos'  0  de  la  distance  de  cet  élément  à 
Taxe  OY;  puis  intégrer  le  produit  par  rapport  à  r  entre  les  limites 
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a'  et  a;  enfin,  intégrer  le  résultat  par  rapport  à  P  entre  les  limites 
o  et  ic.  On  aura  ainsi  le  résultat  cherché. 
On  a  donc  à  trouver  Wntegrale  double 


"n'a 


\"\   r'cos» 


Mrd^ 


La  première  intégration  donne 


j  008*  6d6, 


et,  entre  les  limites  cf  et  a. 


008*  OdO. 


La  seconde  conduit  à  intégrer  cos'  OefB  ;  on  trcHive  pour  Tintégrale 
générale 

cos"6de  =  -  +  j  sin  26, 

Prise  entre  les  limites  o  et  ir,  cette  intégrale  se  réduit  à  -  ;  donc, 
en  définitive,  l'intégrale  cherchée  a  pour  valeur 

8 

Un  aurait  pu  trouver  ce  résultat  en  retranchant  le  moment  d'iner- 
tie du  cercle  intérieur  du  moment  d'inertie  du  cercle  AA'. 

Substituons  dans  F  équation  qui  doit  nous  donner  a,  en  observant 
que  Q  =  n{a*  —  a'*) ,  et  nous  aurons  pour  résultat  final 


^-ih^y 
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Si  Ton  fait  d=:o^  OB  retronve  la  loi  de  la  répartition  sur  la  sur* 
fiice  du  cercle. 
Si  l'on  faisait  â'  =  a,  on  aurait 


«■=£(' +Ç)- 
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Hais  dans  cette  expression,  Q  serait  ^I  à  zéro,  et  R  serait  par 

conséquent  infini,  ce  qui  doit  être,  puisque  az=2fi  réduit  à  zéro  la 

largeur  de  la  couronne* 

50.  PaoÙÈME.  —  Proposons-nous,  étant  donné  un  rectangle  ABCD, 

'**•  **'  de  trouver,  en  fonction  de  X,  et  Y, ,  les 

valeurs  de  la  force  P  qui  donnent  une 
presinon  constante  ,  R,  au  point  le  plus 
chargé  de  la  section. 

Nous  traiterons  la  question  pour  la 
région  comprise  dans  Tangle  des  par- 
ties positives  des  axes  ;  la  solution  obte- 
nue pour  cette  région  devra  ensuite 
être  symétriquement  reproduite  dans  les 
trois  régions  voisines. 
X,  et  Tj  étant  positifs,  il  est  facile  de  voir  que  le  point  le 
plus  pressé  est  toujours  le  sommet  A,  dont  les  coordonnées  sont 
xz=a^y=:b^  lorsque  le  point  d'application  de  la  force  P  est  dans 
l'angle  YOX;  que  tous  les  points  de  l'arête  AB  subissent  l'efTort 
maximum  si  la  force  P  est  appliquée  sur  le  côté  OX  de  cet  angle  ; 
qu'il  en  est  de  même  de  tous  les  points  de  l'arête  AD  si  la  force  P 
est  appliquée  sur  le  côté  OT.  Dans  tous  les  cas,  il  n'y  a  aucun  point 
de  la  section  qui  soit  plus  pressé  que  le  point  A.  Nous  ferons  donc 
x^a^y^:ib^  dans  la  formule  générale 

où  il  convient  aussi  de  substituer  -pà  p,  et  —  à  p..  II  vient  après 

yS  yS 

ces  substitutions 


n  RECHERCHE 

Dans  cette  équation,  R  est  une  constante,  et  P,  X,*  T,  sont  des 
variables  :  on  peut  considérer  P  comme  Tordonnée,  normale  au  plan 
de  la  section,  d'un  point  dont  les  coordouDées  sont  X^  et  Y^.  Le  lieu 
des  points  ainsi  obtenus  est  une  surface  cylindrique  du  second 
degré,  dont  leâ  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite. 

— ^  + -r* +  *  =  constante, 
a        o 

OU  à  la  droite  YX  qui  joint  les  milieux  des  c6tés  du  rectangle  aboa* 
tissant  au  point  A. 

Les  plans  uoruiaux  menés  par  les  axes  OX,  OY,  coupent  ce  cylindre 
suivant  deux  hyperboles  :  l'une  d'elles,  celle  qui  est  contenue  dans 
le  plan  OX,  est  représentée  en  LMN  sur  la  figure.  Elle  est  asymptote 
à  la  droite E'E",  menée  parle  point  E,  tiers  de  la  médiane,  perpen- 
diculairement au  plan  de  la  section  ;  elle  est  asymptote  à  l'axe  OX  ; 
enfin  >  au  point  0  elle  a  pour  ordonnée  P=:Rû,  et  au  point  X, 

P=7Rû.  On  obtiendrait  une  section  analogue  dans  le  plan  0 Y. 
4 

L'une  quelconque  de  ces  deux  hyperboles  peut  servir  de  directrice  à 
la  droite  mobile  qui  engendre  la  surface  cylindrique  en  restant 
toujours  parallèle  à  XY. 

La  portion  de  la  surface  comprise  dans  le  dièdre  formé  par  les 
plans  normaux  OX,  OY,  répond  seule  au  problème.  Elle  doit  être 
répétée  symét}*iquement  dans  les  dièdres  adjacents  et  dans  le  dièdre 
opposé  par  l'arête. 

BSCHEBCHES  DES  POSITIONS  DE  LA  FORGE  P  QUI  D0NNEr9T  EN  TOTTC 
POINT  DE  LA   SECTION   UNE  PRESSION   POSITIVE* 

Méthode  générale* 

61.  La  pression  est  donnée  en  un  point  x  ci  y  par  Féqnar- 
tion 
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R  z=  Ax  +  By  +  CL 

Si  Ton  fait  B  =:  o,  on  a  l'équation,  Aâ?  +  By  +  C  =  0,  de  la  droite 
qui  sépare  la  région  où  B  est  positif  de  celle  où  R  est  négatif.  A,  B,  G 
sont  des  fonctions  des  coordonnées  X^  et  Y,  du  point  de  passage  de 
la  force  P.  Suivant  la  position  de  ce  point,  la  droite  A2:-}-By4*C!  =  o 
peut  être  extérieure  à  la  section,  toucher  le  contour  de  la  section 
sans  y  pénétrer,  ou  enfin,  traverser  la  section.  Dans  le  premier  cas, 
toutes  les  pressions  B  seront  positives;  dans  le  troisième,  il  y  aura 
des  pressions  natives  ;  le  second  cas  est  un  cas  limite  entre  les  deux 
autres,  celui  où  il  y  a  au  moins  un  point  de  la  section  pour  lequel 
la  pression  est  nulle,  sans  que  la  pression  soit  négative  nulle  part. 
Supposons   que   le   contour  GH  de  la  section  soit  de  forme 

convexe.  Menons  arbitrairement  une 
droite  MN  qui  ait  au  moins  un  point  L 
commun  avec  le  contour  sans  y  pénétrer. 
Nous  regarderons  cette  droite  comme 
la  droite  de  l'équation 

5,  Ax  +  Dy  +  C  =  0, 

ce  qui  déterminera  les  rapports  de  coef- 
^"    ficients  A ,  B  et  G.  Ges  rapports  définissent 

complètement  les  coordonnées  X,,  Y^ 
du  point  d'application  de  la  force  P.  A  chaque  droite  HN  corres- 
pond donc  dans  la  section  un  point  C.  Faisons  rouler  la  droite  MN 
autour  du  contour  GB^  sans  la  laisser  jamab  pénétrer  dans  son 
intérieur.  Le  point  correspondant  G  se  déplacera  en  général, 
et  trac^^  dans  la  section  un  contour  GIT,  dont  la  forme  dé- 
pend de  la  forme  du  contour  GH.  Si  la  force  P  passe  en  un 
point  G  du  périmètre  de  ce  nouveau  contour,  la  droite  MN 
des  pressions  nulles  touchera  le  contour  de  la  section  sans  l'en* 
tamer,  et  aucune  pression  ne  sera  négative.  Si  la  force  P  perce 
le  plan  de  la  section  en  un  point  D  intérieur  au  contour  G' H', 
la  droite  MN  qui  y  correspond  sera  tout  entière  en  dehors  de  la 


( 
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section,  et  les  pressions  seront  partout  positives.  Enfin,  si  la  force  P 

passe  en  un  point  E  extérieur  au  contour  6'  H',  la  droite  MN  pénètre 

dans  la  section,  et  il  y  a  une  région  de  cette  section  où  les  pressiqtis 

sont  négatives.  La  surface  comprise  en  dedans  du  contour  G' H'  prend 

le  nom  de  noyau  central  de  la  section  donnée. 
La  détermination  de  ce  contour  au  moyen  du  contour  6H  se 

rattache  à  la  théorie  géométrique  des  polaires  réciproques  dans  les 

courbes  du  second  ordre.  Nous  donnerons  tout  à  l'heure  un  résumé 

de  cette  théorie.  Il  nous  suffit  ici  d'annoncer  sans  démonstration  : 

Qu'à  chaque  sommet  d'angle  du  contour  6H  correspond  une  droite 

dans  le  contour  6' H'; 

Qu'à  chaaue  droite  du  contour    6H  correspond  un  point  du  con- 
tour G'H'; 

Qu'à  chaque  arc  de  courbe  du  second  ordre  du  contour  GH  cor- 
respond un  arc  de  courbe  du  second  ordre  du  contour  G'  H'. 

Ces  théorèmes,  sur  lesquels  nous  reviendrons  dans  le  chapitre 
suivant,  nous  seront  utiles  pour  achever  le  tracé  du  contour  G'H', 
lorsque  nous  en  aurons  déterminé  quelques  éléments. 

52,  Exemples.  —  I.  Section  rectangulaire.  —  Si  la  force  P  est 
Fig.  ».  appliquée  en  un  point  G  de  l'une  des  mé- 

dianes XX',  à  une  distance  p  du  centre  0,  la 
valeur  de  R  est  donnée  par  Téquation 


\' 


L. 


c 


Vi 


^=B  0  -^ 


vy 


k' 


R  est  donc  égal  à  zéro  le  long  de  la  droite 


.*ç-«. 


et  pour  que  cette  droite  touche  le  contour  sans  y  pénétrer,  il  faut 
qu'elle  coïncide  avec  le  côté  A'A",  ou  avec  la  droite  x=i  — a.  Ce  qui 
exige  qu'on  ait 


a 
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Le  point  G  du  contour  6'H'  cherché  est  donc  au  tiers  de  la  dis- 
tance OX  ;  ce  point  correspond  au  côté  A'A". 

Par  raison  de  symétrie,  on  aura  de  même  des  points  du  contour 
cherché  en  prenant  les  tiers  C,  G",  G'"  des  distances  OY,  OX',  OY'  ; 
ce  seront  les  points  correspondants  aux  droites  A"A'",  AA'",  AA'  du 
contour  donné. 

Les  sonoimets  A,  A',  A",  A'"  du  contour  donné  devant  correspondre 
à  des  droites  du  contour  cherché,  on  aura  ce  contour  en  joignant  les 
sommets  G,  G\  G\  G" y  ce  qui  donne  en  définitive  un  losange. 

11.  Losange  ABGD.  —  L'équation  à  employer  sera 


F\g.U, 


»=^(-ç) 


Si  l'on  fait 

K  R  =  0,      et     «  =  —a, 

il  vient 

a 


On  prendra  donc 

OC  =  0C^=  I  a,     0C'=  0C*=  U, 

o  o 

et  comme  aux  sommets  A,  A',  A",  A"',  doivent  correspondre  des  droites 
dans  le  contour  cherché,  on  aura  à  mener  par  ces  quatres  points 
C,  G',  G",  G"\  des  droites  qu  on  dirigera  perpendiculairement  aux 
diagonales  AA'\  A'A'"  à  cause  de  la  symétrie  de  la  figure.  Le  rec- 
tangle GHIK  ainsi  construit  sera  le  contour  correspondant  aux 
pressions  positives.  Les  sommets  G,  H,  I,  K,  correspondent  respec- 
tivement aux  côtés  du  losange  donné  A"A'",  A"'A,  AA',  A'A". 
IIL  Cercle  ou  ellipse.  —  Le  contour  cherché  se  déduira  du  con- 
tour donné  en  réduisant  au 
quart  les  rayons  issus  du 
centre  0. 

IV.  Section  circulaire  évi- 
dée.  — Soient  a  et  a'  les  rayons 
de  deux  cercles  qui  limitent 


Fig.  19. 


^ 
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extérieurement  et  intérieurement  la  section  donnée;  supposons 

a*  <  a. 

La  pression  en  chaque  point  est  donnée  par  la  Iprmule  (S  4^) 


«=S('^^). 


p  étant  la  distance  du  point  G  au  centre. 

Si  la  droite  R  =  o  touche  le  cercle  au  point  dont  Tabscisse  x  ==  a. 
l'équation 

doit  se  réduire  à  la  forme 

2  >f  a  =  0, 


et  l'on  a 


P  =  — i — 


pour  le  rayon  du  noyau  central. 

_  • 

Si  y  au  lieu  d'un  anneau  circulaire,  il  s'agit  d'un  anneau  elliptique 
compris  entre  deux  ellipses  concentriques  semblables,  dont  les 
demi-axes  sont  a,  b^  pour  l'une,  et  a',  b\  pour  l'autre,  le  noyau 
central  est  de  même  une  ellipse  dont  les  demi-axes  ;9  et  ^  sont 

V  =  — z — .     ^  =  — i — • 
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CHAPITRE   IV. 

ELLIPSE  D'INERTIE.  TRACÉ  DU  NOYAU  CENTRAL.  POLAIRES 
RÉCIPROQUES.  CENTRES  DE  PERCUSSION. 


ô3.  Définition  de  V ellipse  centrale  d'inertie.  —  Par  le  œntre  de 
gravité  0  de  la  section  donnée  6H,  menons  deux  axes  rectangulaires 
OX,  OY,  puis  formons  les  sommes 


U  =  \\y*dxdij^      I,  =  \\x*dxdi/. 


en  les  étendant  à  tous  les  éléments  de 
l'aire  de  la  section.  Ces  sonmies  sont  les 
moments  d  inertie  de  la  section  par 
rapport  aux  axes  OX,  OY  ;  si  on  les  di- 
vise  par  Taire  totale  û  de  la  section, 
on  obtient  pour  quotient  les  quantités 
p\  et  p%,  carrés  des  rayons  de  giration 
de  la  surface  par  rapport  aux  mêmes  axes. 

Par  le  point  0  menons,  dans  le  plan  de  la  section,  une  droite  OL 
faisant  avec  OX  un  angle  co  quelconque,  et  appelons  1  1^  moment 
d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  cette  droite  CL.  La  distance  MB 
d'un  point  M  à  la  droite  OL  est  donnée  par  la  valeur  absolue  de 
l'expression 

dans  laquelle  y  =  MP,  x  =  OP,  sont  les  coordonnées  du  point  M. 

6 
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Le  carré  de  cette  distance  est 

y'cos'w  +  x*sin*(i)  —  S-ry  coscusinfa)» 

Si  l'on  multiplie  par  dxdy  et  qu'on  intègre  dans  rintérieur  de 
toute  la  sectfon,  on  aura  I,  c'est-à-dire 

I  =  cos*co  \  \y*dxdy  +  sin'w  \  Vx'dacdy — 2  coscosin  w  \  Xxydxdy^ 

ou  bien 

I  =  IcCOS*ti>  -f  lysin'o)  —  2sino>  coscoUx^dxJy. 

On  peut  donc  exprimer  le  moment  d'inertie  de  la  section  autour 
d'une  droite  quelconque  OL  menée  par  le  point  0,  en  fonction  des 
moments  d'inertie  par   rapport  à  deux  axes  rectangulaires,   de 

l'intégrale  yXxydxdy^  que  nous  représenterons  pour  aJbréger  par  M, 

enfin  de  Tangle-^o  que  fait  la  droite  OL  avec  Tun  des  axes. 

Nous  pouvons  construire  une  courbe  qui  nous  aidera  à  nous  repré- 
senter les  moments  d'inertie  autour  de  différents  axes  conduits  par 
le  point  0.  Prenons  sur  chaque  droite  OL  une  quantité  telle,  que  le 
produit  de  cette  quantité  par  le  rayon  de  giration  autour  de  OL  soi^ 
égal  à  une  quantité  constante  X*,  prise  arbitraii*ement.  Pour,  intro- 
duire les  rayons  de  giration  dans  notre  équation,  appelons  p  le  rayon 
de  giration  qui  correspond  à  la  ligne  OL  ;  nous  aurons 

I  =  Ûp«. 

Nous  poserons  de  même 

c  représentant,  non  plus  un  rayon  de  giration,  mais  une  longueur 
analogue,  longueur  connue,  puisque  la  somme  M  est  entièrement 
déterminée  par  le  choix  des  axes.  Introduisons  ces  nouvelles  expres- 
sions dans  l'équation  qui  donne  I  ;  il  viendra,  en  supprimant  û  qui 
est  facteur  commun , 

p*  =  p'.cos'o)  4-  p%sin'«  —  Sc'sino)  cos(tf» 
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Prenons  ensuite  des  longueurs  r,  r«„  ry,  d^  liées  aux  précédentes 
par  les  équations 

_x»         _x«         _x»    •     _3l« 

9  P«  P»  c 

c'est-à-dire  opérons  la  transformation  connue  en  géométrie  sous  le 
nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Le  lieu 
des  points  (r,  <i>)  ainsi  obtenus  permettra  de  trouver  les  valeurs  des 
rayons  de  giration  pour  une  direction  OL  quelconque. 
Remplaçons  p,  p.,  p^  et  c  par  leurs  valeurs 

X«      X«      ^      X« 
r*     r.'     r/      C» 

et  nous  aurons  l'équation  en  coordonnées  polaires,  r  et  co,  du  lieu 
cherché  : 

X*       X*  X*  X* 

—  =  --  cos*co  +  -r-  sin'o) — 2  C08  «  sin  «-;y. 

• 

Le  facteur  ^^  peut  être  supprimé  ;  si  l'on  multiplie  ensuite  par  r*, 
et  qu'on  remplace  rcosa>  par  x  et  rsincj  par  y,  on  aura  en 
définitive  pour  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  rectangles 

_  g»      y»      gjy 

équation  d'une  courbe  du  second  ordre,  qui  est  nécessairement 
fermée,  puisque  ses  rayons  r  ne  peuvent  être  infinis  (i).  C'est  donc 
une  ellipse.  Si,  comme  on  l'a  supposé,  l'origine  0  est  le  centre  de 
gravité  de  la  section,  on  appellera  cette  ellipse  Yellipse  centrale 
d'inertie  de  la  section.  Les  dimensions  en  sont  encore  indéter- 
minées, car  elles  dépendit  de  la  quantité  X  qui  est  arbitraire. 


(1)  Sauf  dans  le  cas  où  la  secUoD  se  réduirait  à  une  droite  saDs  épaisseur,  cas  tnad- 
■MMe'  dans  les  applieatlona. 
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On  peut  simplifier  l'équation  en  prenant  pour  axes  des  x  tt  des  y 

les  axes  pjincipaux  de  l'ellipse  ;  elle  devient  alors  de  la  forme 

« 

Dans  cette  équation,  a  est  inversement  proportionnel  au  rayon  de 
giration  de  la  section  autour  du  nouvel  axe  OX,  et  b^  inversement 
proportionnel  au  rayon  de  giration  autour  du  nouvel  axe  OY.  Les 

quantités  —,  -y-  sont  les  rayons  de  giration  principaux  de  la  surface. 

Avec  cette  orientation  particulière  des  axes,  la  somme  H  ==  yXxydxdy 

est  égale  à  zéro  :  nous  avions  déjà  reconnu  {%  54«  note)  qu'il  était 
toujours  possible,  en  faisant  un  choix  convenable  d*axes,  de  satis- 
faire à  cette  condition. 

Ces  résultats  sont  tout  à  fait  analogues  «&  ceux  que  Ton  obtient 

dans  la  dynamique  des  solides  invariables  pour  l'ellipsoïde  d'inertie. 

54.  Remarque  sur  les  axes  de  symétrie.  —  Si  Taire  donnée  a 

F^  Si.  un  axe  de  symétrie  XX\  cet  &t  passe  par 

son  centre  de  gravité  0,  et  de  plus  il  est  Tun 
des  axes  principaux  de  l'ellipse  centrale.  En 

effet,  l'intégrale  \\xydxdy^  prise  relative- 
ment à  cet  axe  considéré  comme  axe  des  x, 
est  nulle  à  cause  de  la  symétrie,  puisqu'à 
tout  élément  superficiel  dxdy  situé  d'un  côté  de  l'axe,  correspond 
de  l'autre  côté  un  élément  égal  dxdy^  ayant  même  or,  mais  ayant 
pour  ordonnée  --*  y.  La  somme  des  éléments  symétriques  xydxdy 
pris  deux  à  deux  étant  nulle,  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  totale. 
Si  la  surface  donnée  a  deux  axes  de  symétrie,  fsdsant  entre  eux 
un  angle  différant  d'un  angle  droit  (auquel  cas  la  surface  a  nécessai- 
rement encore  d'autres  axes  de  symétrie,  qu'il  est  facile  de  déduire 
des  deux  premiers),  l'ellipse  d'inertie  aura  deux  axes  principaux 
non  rectangulaires,  ce  qui  indique  qu'elle  se  réduit  à  un  cerck. 
Il  résulte  de  là,  comme  corollaire,  que  ï  ellipse  d inertie  d*un 
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polygone  régulier  guelconque  est  une  circonférence^  et  que  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  surface  est  le  même  autour  de  toute  droite 
menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité.  On  voit  aussi  que  le 
moment  d'inertie  polaire  du  polygone,  par  rapport  à  un  axe  mené 
par  son  centre  de  gravité  perpendiculairement  à  son  plan,  est  double 
du  moment  d'inertie  par  rapport  à  toute  droite  menée  par  le  centre 
de  gravité  dans  le  plan  de  la  figure. 

Jusqu'ici,  nous  avons  défini  l'ellipse  d'inertie  de  forme,  et  non 
de  (H^ndeur.  11  est  utile  de  faire  une  convention  relativement  à  la 
quantité  arbitraire  \  ;  nous  ferons  X*  =  p^,,  c'est-à-dire  V  égal  au 
produit  des  rayons  de  giration  de  la  section  donnée  autour  de  ses 
axes  principaux  d'inertie  ;  on  a  alors 


Fiff.  3i. 


r,  =  --  =  py  ==  a, 
r,  =  — =pc  =  6. 


Le  rayon  de  giration  p  de  la  section  au- 
tour d'une  droite  ON  sera  donné  par  l'ex- 
pression ôïf  =  §jf  ==5pj-  Mais  dans  l'el- 

lipse  le  rectangle  des  axes  est  équivalent 
au  parallélogramme  construit  sur  un  système  de  diamètres  con<- 
jngués;  menant  donc  OM,  diamètre  conjugué  à  ON,  nous  aurons 


ON  X  OM  X  sIdNOM  =  OA x  OB  =  ah. 


Donc 


^  =  p  =  OM  sinNOli  =  HP, 


distance  du  point  M  à  la  droite  ON.  Le  choix  de  cette  ellipse  parti- 
culière d'inertie  p^met  donc  de  poser  la  règle  suivante  :  Le  rayon 
de  giration  de  la  section  autour  dune  droite  quelconque  passant 
par  le  point  0  est  égal  à  la  distance  de  cette  droite  à  t  extrémité 
du  diamètre  conjugué  à  sa  direction. 
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55.  Théorème.  Le  moment  d'inertie  I  autour  d'une  droite  ÂB,  qui 
pig.  33.  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  de  la 

section,  s'obtient  en  ajoutant  au  moment 

d'inertie  autour  d'une  droite  CD,  menée 

par  le  centre  de  gravité  parallèlement  à 

ÂB,  le  produit  de  l'aire  0  de  la  section  par 

le  carré  de  la  distance  OE  des  deux  droites. 

Ce  théorème,  analogue  à  celui  qu'on  établit  eu  dynamique  pour 

la  relation  entre  les  moments  d'inertie  d'un  solide  piis  autour  d'axes 

parallèles,  se  démontre  exactement  de  même  pour  les  surfaces.  Le 

moment  d'inertie  d'un  élément  F  par  rapport  à  AB  est 

dxdy  X  FL*  =  âady  (FK*  +  2FK  x  KL  +  KL*). 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  AB,  on  fera  donc 
les  trois  sommes  des  produits  dxdyxft^^  ad^^fy  x  FK  x  KL, 
dxdyxÛ?»  La  première  somme,  étendue  à  tous  les  éléments 
de  la  section,  est  le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rapport  à 
CD  ;  la  troisième,  dans  laquelle  le  facteur  Û?  =  OË^  est  le  même 
pour  tous  les  éléments,  donne  le  produit  par  Ôl^  de  la  surface  totale 
û  de  la  section.  Enfin  la  seconde  somme  est  nulle;  car,  en  fsdsant 
sortir  de  la  somme  le  facteur  commun  s  KL,  on  doit  étendre  à  toute 
ia  surface  la  somme  des  moments  élémentaires,  dxd^xYKt  par  rap- 
port à  la  droite  CD  ;  la  quantité  FK  doit  être  prise  positivement  pour 
les  points  situés  au-dessus  de  CD,  et  négativement  pour  les  points 
situés  au-dessous.  Le  résultat  de  la  sommation  est  le  produit  de  la 
surface  entière  par  la  distance  à  CD  du  centre  de  gravité  0  de  la 
surface,  c'est-à-dire  par  zéro,  et  le  théorème  est  démontré. 

66.  Recherche  du  moment  d inertie  du 
triangle  équilatéral  ABC  par  rapport  à  une 
droite  passant  par  son  centre  de  gravité  0. 
La  figure  ABC  'étant  un  polygone  régu- 
lier, le  moment  d'inertie  cherché  est  le 
même,  quelle  que  soit  la  droite  par  rapport  à 
laquelle  on  le  prenne.  Il  suffit  donc  de  con- 


Fig.  84. 
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sidérer  la  droite  FA,  médiane  du  triangle.  Le  point  0  se  trouvera 
au  tiers  de  FA  à  partir  du  point  F,  milieu  de  la  base  BC. 

Soient  E,  6,  les  milieux  des  autres  côtés;  nous  décomposons,  en 
joignant  EN,  EF,  F6,  le  triangle  donné  en  quatre  triangles  équila* 
téranx  égaux  entre  eux,  et  dans  lesquels  les  centres  de  gravité  sont 
aux  points  0,  (X,  0^,  (f.  Soit  I  le  moment  d'inertie  cherché,  V  le 
moment  d'inertie  d'un  des  petits  triangles  par  rapport  à  sa  médiane. 
Nous  aurons,  en  appliquant  le  théorème  précédent, 

l  =  2r  +  2(r  +  û'xFïr), 

û'  étant  la  surface  de  Tun  des  petits  triangles. 

FH  est  égal  au  quart  du  côté  c  du  triangle  donné  ;  Q'  est  aussi  le 
quart  de  la  surface  û  de  ce  triangle.  Donc  enfin 

I=4I'  +  ^ûc.. 

■ 

Mds  les  petits  triangles  sont  semblables  au  grand,  et  comme  les 
sommes  I  ont  quatre  dimensions  linéaires  ly^dxdy)^  I  est  à  T  comme 
l'unité  est  à  la  quatrième  puissance  du  rapport  de  similitude,  qui  est 


\d  -;  donc 


Remplaçant  dans  Téquation,  il  vient 


|l=±ûc«,    ou  bien    I  =  ^ûo«. 


Le  rayon  de  ^ration  du  triangle  équilatéral  autour  de  toute  droite 
menée  par  son  centre  de  gravité  est  donc  égal  à 


v^ 


£!  =  -£- 

t4       2v^" 


Cet  exemple  montre  qu'on  peut  quelquefois  éviter  remploi  du 
calcul  intéfçral  dans  la  recherche  des  moments  d'inertie. 
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57.  Moment  dinertie  d'un  polygone  régulier.  —  Le  momat 

d'ineitie  d'un  polygone  régulier  est  le  m&ne 
par  rapport  à  toute  droite  menée  dans  son 
plan  par  son  centre  0  :  c'est  la  moitié  da 
moment  d'inertie  polaire  du  polygone  par 
rapport  à  ce  point  0* 
Soient 

AB  =  a  le  c6té  du  polygone, 
0C  =  h  rapothème, 
n  le  nombre  des  côtés. 


La  surface  0  du  polygone  sera  égale  à  -  nah. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  polaire.  Si  au  polygone  donné  nous 
substituons  uu  polygone  semblable  concentrique,  dans  lequel  les 
dimensions  a  et  h  deviennent  respectivement  a  +  da,  h  +  dk^  le 
moment  d'inertie  I  par  rapport  au  centre  s'accroîtra  de  la  somme 
des  moments  d'inertie»  par  rapport  au  même  point,  des  bandes  addi- 
tionnelles ABB'A',  qui  s'ajoutent  à  chaque  triangle  OAB.  Ces  bandes 
sont  assimilables  à  des  rectangles  qui  auraient  pour  base  AB=a 
et  pour  hauteur  CC  =r  dh.  Leur  surface  est  donc  adh^  et  leur  mo- 
ment d'inertie  polaire  par  rapport  au  point  0  est  la  somme  des 
moments  d'inertie  de  la  surface  ABB'A'  par  rapport  à  l'axe  OC,  et 
par  rapport  à  une  droite  menée  au  point  G  dans  le  plan  de  h 
figure,  perpendiculairement  à  OC.  Le  premier  moment  est  égal  à 


et  le  second  à  adh  X  A*. 
Donc 


dl  =  nadh  x 


fê + "•)■ 


Mais  les  deux  variables  a  et  h  sont  dans  un  rapport  constant,  et 
nous  pouvons  remplacer  a  par  kh,  k  étant  une  constante.  On  en 
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dédait 

dl  =  nkhdhÇjj-  +  h*\  =  nkh^dh  ({  4  j^)  ; 
d'où  résulte,  en  intégrant, 


ou  bien 

nkh 


1 


r^(^^)=l•»'(ç>s)=''(^s)• 


2 

Prenant  la  moitié  de  cette  somme,  on  aara  le  moment  d'inertie 
cherché 

En  fonction  du  rayon  R  du  cercle  circonscrit  et  da  nombre  ?i  de 
cdtés,  on  aurait 

h  =  Rcos-, 
n 


a  =  2Rsin-, 
n 


et 


L:= 


—  V  TiR'sm  —  (  7  C03«  -  +  TS  î*»n»-  ) . 
2  /*   \4         71      12        nj 

Applications  particulières. 


Triangle  équilatéral  : 

a  côté. 


Carré: 


h  apothème  =  — -s^^ 

2v^ 

24  2v'6 


a  c5lè, 
*-2' 
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Hexagone  régulier  : 


a  côté. 


i?         V/5 


Io=ûa»Xjj,       p,=  a 


2V^6 


Cercle  : 


a  =r  0, 
A  =  R, 

58.  Comparaison  des  polygones  réguliers  légale  superficie^  an 
point  de  vue  de  F  inégalité  des  pressions  locales  développées  par  une 
force  normale  P. 
Soient  Û    Faire  commune  à  tous  les  polygones  considérés  ; 

p    le  rayon  de  giration  de  cette  aire  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  menée  par  son  centre  dans  son  plan  ; 
p   la  distance  du  centre  au  point  d'application  de  la 
force  P. 

La  pression  par  unité  de  surface  R,  au  point  dont  Fabscisse  esi  w^ 
est  donnée  par  la  formule 


«=î  ('-?)• 


p  est  une  fonction  de  Û  et  du  nombre  de  côtés  du  polygone.  L'iné- 
galité de  la  distribution  des  pressions  peut  être  évaluée  de  deux  la- 
çons  :  1*  par  l'inclinûson  plus  ou  moins  grande  du  plan  dont  les 
ordonnées  représentent  les  valeurs  de  R  ;  a*  par  l'écart  entre  la  près- 

P 
sion  moyenne  ^  et  la  pression  au  point  le  plus  chargé. 

Ces  deux  méthodes  de  comparûson  conduisent  à  des  résultats 
différents,  comme  il  résulte  des  tableaux  suivants. 
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On  trouve,  en  effectuant  les  calculs  : 


P0LY«0IIB8. 


Triangle  équiUtëral. 


Carré. 


0  c 


Hexagone  régulier. 


T7 


o  c 


Cercle. 


«=i  ("+■*»?) 


-5('^'-"s) 


«=s('+0     . 


1-R= 


^•R=: 


B=|(»  +  «,47 


1*R= 


2«  R  = 


"-K'  +  'w's) 


-î('*'*;|) 


Si  l'on  adopte  le  premier  point  de  vue,  on  pourra  représenter 
l'inégalité  par  les  nombres 

10j39  pour  le  triangle  éqailalérslt 
iSt       pour  le  carré, 
12,47  pour  rhexagonc, 
12,57  pour  le  cercle. 


L'inégalité  s'accentue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  le  nombre  de 
côtés  du  polygone  augmente. 

Si  l'on  adopte  la  seconde  définition,  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux 
cas  :  lorsque  la  force  P  est  appliquée  en  un  point  d'une  droite  menée 
du  centre  du  polygone  à  l'un  de  ses  sommets,  l'inégalité  cherchée 
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est  représentée  par  les  coefficients 

9,12  pour  le  triaogle  èqoilatéral, 
8,46  pour  le  carré, 
7.73  pour  rhexagone, 
7,09  pour  le  cercle* 

lorsque  P  est  appBquée  en  un  point  de  rapotbënie,  l'inégalité  est 
au  couuaire  représentée  par  les  coefficients 

6      pour  le  carréj 
6,70  pour  rhexagone, 
7,09  pour  le  cercle, 

qui  varient  dans  le  même  sens  que  les  coeffideuis  d'inclinaison  du 
plan  représentatif  des  pressions  R. 

Pour  un  cercle  évidé  concentriquement,  si  a  et  a'  sont  les  rayons 
de  la  circonférence  extérieure  et  de  Tintérieure,  on  aura 

et,  an  point  le  plus  chargé  x  =  a, 


-S(-^V 


Le  coefficient  d'inégalité  est  représenté,  dans  la  première  défi- 
oition,  par  le  nombre 


(¥-1)' 


et  dans  la  seconde  par  le  nombre 


2o     v""' 


VU 


im 


H 


CONSTRUCTIONS 


nombres  qui  peuvent  être  rendus  chacun  ausâ  petit  qu'on  voudra 
en  prenant  le  rayon  a  suffisamment  grand. 

MÉTHODE  GRAPHIQUE  POUR  TROUVER,  PAR  DES  QUADRATURES,  LES 
MOMENTS  ET  LES  MOMENTS  D*  INERTIE  DES  AIRES  PLANES  PAR  RAPPORT 
A   DES   DROITES   MENÉES   DANS  LEUR   PLAN. 


59.  Soit  XX  Taxe  par  rapport  auquel  on  prend  les  moments;  Gfl  le 

contour  donné.  Menons  arbitrairement 
une  droite  00',  perpendiculaire  à  XX, 
puis  une  droite  CD  parallèle  à  XX,  à 
une  distance  arbitraire  00'  =  a.  Soit 
ABB'Â',  un  élément  de  la  surface  con- 
sidérée, limité  entre  deux  droites  infi- 
niment voisines,  AB,  A'F,  menées  pa- 
rallèlement à  Taxe  XX. 
Faisons  Qi9=x,  ?V=dx,  AB=y. 
Le  moment  de  ABB'A'  par  rapport  à 
XX  est  an/dxi  le  moment  d'inertie  est 
x^ydx.    - 
Joignons  OB.  Par  le  point  A  menons 
AE  parallèle  à  OB,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  CD. 
Joignons  EO  :  cette  droite  coupe  AB  en  F;  soit  FB  =  ^. 
Par  le  point  F,  menons  F£'  parallèle  à  OB  jusqu'à  la  rencontre 
en  E'  avec  CD,  et  joignons  0£';  cette  droite  détermine  sur  AB  un 
point  F'  ;  faisons  FB  =  y". 

On  déduit  par  cette  construction  une  courbe  (y)  de  la  courbe 
donnée  (a)  ;  puis  une  courbe  (y)  de  la  courbe  (y)« 

Les  triangles  AEF,  FOB  sont  semblables,  de  même  que  les  trian- 
gles FET,  FOB;  on  en  déduit  les  proportions 


FB 
AB 


OF 
OE 


OP 
00" 


PB 


ou  bien 


OF^  _  DP 
OE'  ""  00" 


y      ô'      y' ""à* 


GRAPHIQUES. 

et  par  suite,  en  multipliant, 


Donc 


yi^t. 


ay'  =  ay,  a  V 

ay'dx  =  xydXf      a^y"dx 


intégrant  entre  les  limites  du  contour, 

Le  moment  deraire  donnée,  comprise  entre  les  lignes  (a)  et  (^),  est  donc 
^  au  produit  par  la  constante  a  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  (P) 
et  la  courbe  (y) ,  que  l'on  déduit  de  (a)  par  la  construction  indiquée 
pour  le  point  F  ;  et  le  moment  d'inertie  de  la  même  aire  est  égal  au 
produit  par  a*  de  Taure  comprise  entre  (^)  et  la  courbe  (^) ,  déduite 
de  (y)  par  la  même  opération.  En  répétant  l'opération  pour  le  point  F, 
on  ramènerait  de  même  à  de  simples  quadratures  la  recherche  des 

intégrales  Kx^ydx^  Kx^ydx^  etc. 

60.  Construction  graphique  de  t intégrale  double  ^ixydxdy. 

Soient  MN,  le  contour  donné  ; 

OX,  OY,  les  axes  rectangulaires  ; 

OP  =  ar,  l'abscisse,  et  PC  =  y^, 
PD=y^,  les  ordonnées  corres- 
pondantes du  contour. 
En  faisant  d'abord  varier  y  seul, 
on  a  à  faire  l'intégrale 


m%.vi. 


xdx\        ydy^^xdx  \Vi*  —  yo*)  • 

Il  reste  à  prendre  l'intégrale  de 
-  xy^dx  le  long  de  la  courbe  MDN, 
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et  Tintégrale  de  -  (cy^dx  le  long  <}e  MCN.  Menons  à  distance  ar- 
bitraire OY  =  a  une  parallèle  YX'  à  Taxe  OX.  Prolongeons  PD  jus- 
qu'à la  rencontre  en  E  avec  YX',  joignons  OE,  puis  menons  DF  pa- 
rallèle ;  joignons  EF,  et  menons  D6  parallèle  ;  enfin  prenons  PD'  =  PG 
sur  l'ordonnée  PD,  Cette  construction,  appliquée  à  tous  les  points  du 
contour  MDN,  conduira  à  tracer  le  contour  mD'n  ;  je  dis  que  les  aires 

de  ce  nouveau  contour  sont  proportionnelles  à  l'intégrale  \  y^xdx  prise 

le  long  du  premier. 
En  effet,  les  parallèles  OE  et  FD,  EF  et  D6,  donnent 

PG_PD        PF_PD 
FF  "  PE'      PO  ""  PE' 

OU,  en  faisant  PG  =  y'  et  en  multipliant  membre  à  membre. 


Donc 


X       a* 


oy=yî«, 


et  par  suite 

Construisons  de  même  un  contour  mCn,  déduit  de  la  ligne  infé- 
rieure MCN;  il  suffira  pour  trouver  Uaryeirrfy  d'évaluer  l'aire  com- 
prise à  l'intérieur  du  contour  fermé  mD'nC'm,  et  de  la  multiplier 
par  -a\ 

Si  l'axe  OY  traverse  la  figure,  il  faudra  se  rappeler  que  chaque  élé- 
ment -  xy^dx  a  le  signe  de  x  ;  l'ordonnée  auxiliaire  y*  doit  donc 
avoir  aussi  le  signe  de  l'abscisse  (i). 


(U  V.  As90ciaiion  françaUe  pour  ravaneement  dei  sciences,  congrès  de  Lille,  1874, 
p.  Ii93. 
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PLAMMÈTRE   D*AMSL£R   (l)« 


Fig.  38. 


61.  Le  planimètre  de  M.  Amsler,  ingénieur  à  Schaffouse,  a  pour 

objet  l'évaluation  des  aires  planes. 

L'appareil  repose  sur  le  principe  sui- 
vant :' 

Soit  AB  le  contour  fermé,  tracé  dans 
un  plan,  dont  on  se  propose  d'évaluer 
la  surface. 

Imaginons  qu'une  droite  CD  de  lon- 
.  gueur  constante  se  meuve  en  conservant 
ses  deux  extrémités  G  et  D,  Tune  sur  une  courbe  fixe  LL',  l'autre 
sur  le  contour  AB. 

Considérons  deux  positions  CD,  CD'  infiniment  voisines  de  la 
droite  mobile;  évaluons  Taire  CDD'C  engendrée  par  le  mouve- 
ment de  la  droite  quand  elle  passe  de  la  première  position  à  la 
seconde.  Elle  se  compose  de  deux  parties  :  Tune  CG'ED  est  un  pa- 
rallélogramme engendré  par  la  translation  de  la  droite  CD,  qui 
l'amène  à  passer  au  point  G.  L'autre  est  un  triangle  CED',  engendré 
par  la  rotation  de  CE  autour  du  point  C,  rotation  qui  ramène  l'ex- 
trémité E  de  la  droite  au  point  D'  qu'elle  doit  définitivement  occuper. 
Soit  CD  =  L;  appelons  dh  la  distance  des  parallèles  CE,  CD,  et  da 
Tangle  ECD'.  L'aire  élémentaire  dco  =  CDD'C  aura  pour  mesure 


(i) 


dtù  =  Ldh  +  -  L'cîa. 


Supposons  qu'on  fixe  sur  CD,  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  droite,  une  roulette  F,  qui,  dans  le  déplacement  de  la  droite, 
roule  sur  le  plan  de  la  figure  quand  le  point  F  se  meut  perpendicu- 
lairement à  CD,  et  qui  glisse  au  contraire  sans  tourner  lorsque 
le  point  F  se  déplace  dans  la  direction  de  CD.  Dn  compteur  porté 


(1)  Voir  aassi  dans  les  Annales  des  p€*nU  et  chaussées,  année  1872,  t.  III,  p.  223, 
h  description  des  appareils  de  M.  Marcel  Deprez,  donnant  à  Tolonté  Taire,  le  moment 
et  le  moment  dlnerUe  des  snrtaces  plRn<%8. 
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par  rinstrument  permet  d'évaluer  les  arcs  décnts  par  la  roulette. 
Soit  dQ  l'angle  dont  elle  tourne  autour  de  son  axe  en  passant  de 
la  position  F  à  la  position  F  ;  si  R  est  son  rayon,  RcA  est  la  lon- 
gueur* de  Tare  qu'elle  applique  sur  le  plan  du  papier.  Or  cette  lon- 
gueur est  égale  à  dA,  dans  le  passage  de  la  position  F  à  la  position 
6  sur  la  droite  CE  ;  la  composante  du  glissement  parallèle  à  la 
droite  CD  ne  contribue  pas,  en  effet,  à  faire  tourner  la  roulette,  et  la 
rotation  correspond  exclusivement  au  déplacement  normal,  qui  est 
égal  à  dh.  Dans  le  second  mouvement,  qui  amène  le  point  G  au  point 
F,  la  roulette  applique  sur  le  papier  un  arc  égal  à  Xda,  X  étant  la 
distance  C'F  =  CF.  Donc 

(2)  "  Rd^  =  dh^Xda. 

Entre  les  relations  (1)  et  (2) ,  éliminons  dh  ;  il  viendra 

(3)  dw— RLde  =  Q  L«  — XL")  da. 

L'intégrale  nous  donne  par  conséquent    . 

(4)  o  =  RLO  +  Ç  f i  L«  —  XL\  da. 

Or,  si  l'on  fait  parcourir  au  point  P  tout  le  contour  de  la  figure 
A,  les  éléments  du>  étant  pris  positivement  quand  ils  augmentent 
l'aire  déjà  balayée  par  la  droite  mobile,  et  négativement  quand  ils 

la  diminuent,  la  somme  algébrique  \du>  sera  la  différence  entre  les 

sommes  positives  et  les  sommes  négatives,  c'est-à-dire  l'aire  cherchée* 

Quant  à  \da,  c'est  l'angle  total  décrit  par  la  droite  CD;  c'est  donczéro  si 

la  droite  CD  est  revenue  à  sa  position  primitive,  sans  avoir  fait  le  tour 
entier  du  point  C.  Ceci  suppose  le  point  C  extérieur  à  l'aire  qu'on  veut 
évaluer.  Si,  au  contraire,  le  point  C  se  mouvait  intérieurement  à 
Taire  AB,  la  droite  CD  ferait  un  tour  entier  pour  revenir  à  sa  posi- 
tion primitive ,  et  alors  \da  serait  égal  à  2ic.  On  aura  donc,  suivant 
les  cas, 

(5)  «  =  RLO, 
OU 

(6)  €0  =  RLe  +  ^i-L»— XL^  X  2«, 
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formnles  qui  donnent  la  somme  algébrique  des  aires  comprises  entre 
la  courbe  directrice  LL'  et  le  contour  donné. 
M.  Âmsler  prend,  en  général,  pour  courbe  directrice  un  cercle 

4 

décrit  d'un  point  fixe  comme  centre,  ce  qui  revient  à  attacher  le 
point  G  à  une  tige  rigide  pivotant  autour  du  point  0.  Dans  ce  cas,  si 
le  point  0  est  intérieur  au  contour  {fig.  t\o) ,  il  faut  avoir  soin  d'ajouter 
à  l'aire  cj,  donnée  par  l'équation  (6),  l'aire  du  cercle  décrit  par  la 
branche  OG  de  l'appareil. 


Fig.  39. 


Fig,  40. 


RÉSUMÉ   DE   LA  THÉORIE   DES  POLAIRES   RÉCIPROQUES. 


Fi?.  41. 


62.  Étant  donnés  dans  un  plan  un  point  P  et  une  courbe  du  se* 

cond  ordre  A,  on  appelle  polaire  du  point 
par  rapport  à  la  courbe  le  lieu  des 
points  de  rencontre  M  des  deux  tangen- 
tes MB,  MG,  menées  à  la  courbe  aux 
points  B  et  G ,  où  elle  est  coupée  par  une 
transversale  quelconque  PQ,  menée  par 
le  point  P  {fig.  4i  et  43). 

Ge  lieu  est  une  droite  MN,  qui  passe  par 
les  points  de  contact  de  la  courbe  avec 
les  tangentes  issues  du  point  P. 

La  droite  MN  et  le  diamètre  PO,  passant  par  le  point  P,  sont  pa- 
rallèles à  un  système  de  diamètres  conjugués  de  la  courbe. 

Le  point  P  est  appelé  Pôle  de  la  droite  MN.  —  Â  chaque  point  P 
sorrespond  une  polaire;  à  toute  droite  MN  correspond  un  pôle. 
Les  principales  propriétés  des  pôles  et  polaires  sont  les  suivantes  : 
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POLAIRES  RËGIPROQUëS.^ 
!•  Si  Ton  mène  par  le  pôle  P  une  transversale  quelconque  PQ,  la 


Fig.  42. 


courbe  du  second  ordre,  la  polaire  et  le 
pôle  la  couperont  en  quatre  points  B,  G» 
I,  P,  tels  qu  on  ait  l'égalité 


PB 
PC 


IB 


en  d'autres  termes,  les  points  P  et  I  se- 
ront conjugués  harmoniques  par  rapport 

aux  extrémités  B  et  G  de  la  corde  BG. 
1 

2°  Toute  droite  menée  par  un  point  P 
a  pour  pôle  un  point  de  la  polaire  du  point  P,  et  tout  point  pris 
sur  une  droite  MN  a  pour  polaire  une  droite  passant  par  le  pôle  P  de 
la  droite  MN. 

Ges  théorèmes  sont  très  faciles  à  démontrer  pour  le  cercle  ;  on  peut 
les  étendre  ensuite  aux  courbes  du  second  ordre  par  la  n^éthode  des 

projections  coniques. 
Supposons  que  le  point  P  soit  mobile,  et  qu'on  lui  fasse  décrire 

une  certaine  courbe  EF.  A  chaque  position 

du  point  P  correspondra  une  polaire  parti- 

tulière  MiN,  et  quand  le  point  P  décrira  la 

courbe  EF  ^'un  mouvement  continu,  la 

droite  MN  enveloppera  une  courbe  ET,  lieu 

des  intersections  de  ses  positions  successives. 

Ges  courbes  EF,  E'F',  sont  dites/?o/aem  réd- 

proques  par  rapport  àla  courbe  0  ;  elles  sont 

réciproques,  parce  que  si  l'on  faisait  décrire  la  courbe  E'F  par  un 

point  mobile,  la  polaire  de  ce  point  envelopperait  la  courbe  EF. 

63.  Si  la  courbe  donnée  est  une  ellipse  ayant  pour  équation 


\ 


\ 


Téquation  de  la  polaire  correspondante  à  un  point  (X^  Y,)  sera 


T  +  #=*- 


Si  le  point  (X^  YJ  est  pris  sur  la  courbe  elle-même,  la  polaire 
correspondante  est  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 
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Fis.  44. 


64.  Rappelons  enfin  la  propriété  suivante.  Si  0  est  le  centre  d'une 

courbe  du  second  ordre,  P  un  point 
quelconque,  et  MN  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  courbe,  la  droite  PO  coupe 
^^^,  la  courbe  et  la  polaire  en  deux  points  Set 
R  vérifiant  l'égalité  : 

POxROriiÔS'. 


/M 


Si  la  courbe  du  second  ordre  n'a  pas 
de  centre,  le  point  S  est  le  milieu  de  la 
distance  PR,  comptée  sur  le  diamètre  mené  par  le  point  P. 

Ces  propositions  sont  de  simples  corollaires  des  théorèmes  que  nous 
venons  de  rappeler. 

65.  On  appelle  antipolaire  d'un  point  P  par  rapport  à  une  courbe 
da  second  ordre,  la  droite  M'N',  symétrique  de  la  polaire  MN  du 
point  P,  par  rapport  au  centre  de  la  courbe^  le  point  P  est  V antipâle 
de  la  droite  H'NV 


APPUGATIOIf  DE  LA  THÉORIE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES  A  LA  RECHERCHE 
DU   NOYAU   CENTRAL   d'uNE   SECTION   DONNÉE. 


66.  Nous  supposons  la  section  donnée,GH,  limitée  à  un  contour  con- 
vexe. Soit  0  le  centre  de  gravité,  OX,  OY  la  direction  des  axesprinci- 
Fig.  45,  paux  d'inertie  de  la  section.  L'équation 

Ti  de  l'ellipse  d'ineitle  AR  sera 


_  4-  5L  =4» 


JT~1    X  a  et  6  sont  liés  aux  rayons  de  gîration 
"      principaux  par  les  relations 


Psa  =  X*     et     p,6=:X«, 

X  étant  une  longueur  arbitraire,  que 
nous  prendrons  égale  à  v^pi^  ,ou  à  V^6» 


ion  RECHERCHE 

Soient  X,,  Y^,  les  coordonnées  du  point  de  passage  G  de  la  résolu 
tante  P.  La  pression  locale  sera  donnée  par  Téquation 


"^gir-S--)- 


et  la  droite  lieu  des  points  pour  lesquels  la  pression  est  nulle  aura 
pour  équation 

Remplaçons  dans  cette  équation  py,  p^par  leurs  valeurs  t-  t  —  t 

puis  disposons  de  l'arbitraire  X,  comme  nous  l'avons  dit  tout  à 

X*  X* 

l'heui'e,  de  manière  à  avoir  t  =  ^i  ce  qui  donne  aussi  —  =  6.  L'ê* 

quation 
deviendra 


^+^+»=<». 


Or  cette  équation  représente,  dans  t  ellipse  particulière  qui  correê^ 
pond  d  X*=a&,  la  polaire  du  point  dont  les  coordonnées  sont  —  X^ 
et  —  Tp  ou  Tantipolûre  du  point  d'application  de  la  force  P. 

La  droite  le  long  de  laquelle  R  =  o,  correspondante  au  point  de 
passage  G  de  la  force  P,  est  donc  Tantipolaire  MN  de  ce  point  G  par 
rapport  à  l'ellipse  d'inertie. 


DU  NOYAU  CExNTRALE. 
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Pour  trouver  le  contour  cherché  G'H',  on  fera  rouler  une  droite 

MN  sur  le  contour  GH  de  la  section 
sans  l'y  laisser  pénétrer,  et  on  con- 
struira le  lieu  décrit  par  le  point  G, 
antipôle  de  la  droite  MN.  Gela  revient 
à  construire  d'abord  le  point  G^,  pôle 
de  la  droite  MN,  et  à  construire  ensuite 
le  lieu  du  point  G,  symétrique  de  G^ 
par  rapport  au  point  0.  Le  Keu  du  point 
Gj  est  la  polaire  réciproque  du  contour 
6H;  le  lieu  du  point  G,  qui  est  le  contour  cherché,  est  par  consé- 
quent f  antipolaire  réciproque  du  contour  de  la  section  donnée* 

Si  le  coDtour  GH  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  OX,OY,  le 
lieu  des  points  G,  coïncidera  avec  son  symétrique.  G'est  ce  qui  arrive 
pour  le  losange,  le  rectangle,  le  cercle  ou  l'ellipse.  • 

Aind  se  trouvent  justifiées  les  règles  posées  au  §  51  pour  le  tracé 
4a  contour  G'H'* 


ANALOGIE  AVEC  LA  THÉOBIB  DES  GEITTRES  DE  PERCUSSION. 


67.  On  sait  que  lorsqu'un  corps  solide  libre  reçoit  une  percussion 
P,  dirigée  suivant  une  droite  PG  quelconque,  son  mouvement  initial 
■comprend  : 

1*  Une  translation  générale,  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  la  percus- 


Rg.   47. 
F 


H 


u 


sion  P,  et  est  égale  à  g,  M  étant  la  masse  totale 

du  corps; 

2*  Une  rotation  autour  d'une  droite  OF 
passant  par  le  centre  de  gravité  0;  cette 
droite  est,  dans  TeHipsoïde  central  d'inertie, 
le  diamètre  conjugué  du  plan  POG,  conduit 
p  par  le  centre  de  gravité  0  et  la  direction  de 

la  force  P. 
Su|^sons  que  les  droites  PG  et  OF  soient  rectangulaires. 


M      .     c 
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Les  deux  mouvements  élémentaires  du  solide  peuvent  alors  se 
composer  en  un  seul;  pour  cela,  menons  par  la  droite  OF  un 
plan  FOC  perpendiculaire  à  la  percussion  P,  ou  à  la  vitesse  de  trans- 
lation ;  les  deux  plans  FOC,  OPC,  se  coupent  suivant  une  droite  OC; 
prolongeons  cette  droite,  et  cherchons  sur  son  prolongement  uc 
point  H  qui  reste  immobile  lorsqu'on  lui  fait  subir  à  la  fois  les  deus 
mouvements  élémentaires  communiqués  au  système.  Si  v  est  la  vi- 
tesse de  translation,  et  (o  la  vitesse  angulaire  de  rotation  autour 
de  OF,  on  vDit  que  le  point  H  sera  défini  par  1*  équation 

V  =r  (0  X  HL, 

L  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  l'axe  OF. 
Du  point  G  abaissons  CM  perpendiculaire  sur  OF,  et  appelons  MK* 
le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  l'axe  OF  ;  nous  aurons, 
en  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 
l'axe  OF, 


Mais 


donc 


P  X  MC 


^==M' 


MC 


et  par  conséquent  HL  x  MC  =  K* ,  ou  encore 

HO  X  OC  X  sin»  FOC  =  K«, 

relation  géométrique  qui  lie  les  points  conjugués  H  et  G. 

La  droite  HK  est  Taxe  autour  duquel  le  solide  commence  à  tour-- 
fier,  comme  si  cet  axe  était  fixe  ;  le  point  G ,  qui  lui  correspond ,  est 
appelé  le  centre  de  percussion  du  corps  par  rapport  à  cet  axe.  Si 
l'axe  HK  était  réellement  fixe,  la  percussion  P,  appliquée  au  point  G, 
perpendiculairement  au  plan  HGK,  ne  produirait  sur  Taxe  HK  aucune 
pression,  car  le  mouvement  naturel  du  corps  serait,  dans  les  pre- 
miers instants,  une  rotation  autour  de  cette  droite  HK. 


Fig.  47. 
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L'ellipsoïde  d'inertie  est  coupé  par  le  plan  KHG  (fig.  46)  suivant 

une  ellipse  ABA'B'  (fig.  4;)»  dans  la- 
quelle les  droites  ÔF,  OC,  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués. 

63.  Gela  étant,  revenons  à  la  distri- 
bution des  pressions  dans  l'étendue 
d'une  section  donnée  ;  Téquation  de  la 
ligne  pour  laquelle  on  a  R  =  o  est 

Elle  est,  dans  Tellipse  centrale  (fig.  47)*  parallèle  au  diamètre  OF 
conjugué  de  la  droite  OC. 

Soit  HK  cette  droite. 

Nous  pouvons  regarder  la  section  donnée  comme  un  solide  infini- 
ment mince»  ayant  une  masse  égale  à  l'unité  pour  chaque  unité  de 
surface  ;  l'ellipsoïde  d'inertie  correspondant  à  ce  système  invariable 
a  pour. plan  principal  le  plan  de  la  section,  et  si  Ton  applique 
au  point  G  une  percussion  P  normale  à  ce  plan,  la  direction  P 
sera  bien  perpendiculaire  au  diamètre  OF  conjugué  du  plan  OPG 
dans  l'ellipsoïde  d'inertie.  Prenons  encore  poiu*  cette  ellipse  centrale 
l'ellipse  particulière  dans  laquelle  le  demi-axe  OA  =  py,  et  le 
demi-axe  OB  =  Pf;  la  droite  HK  est  alors  la  polaire  du  point  G', 
symétrique  du  point  G,  et  le  produit  HO  X  OC,  ou  HO  X  OG,  esf 
égalàÔT. 

Multipliant  par  sin'  FOG,  il  vient 

HO  X  OC  X  sin»  FOC  =  Ôî*  x  sin»  FOC. 

Maïs  (S  54)  01  xsin  FOG,  distance  du  point  I  de  l'ellipse  à  la  di- 
rection OF  du  diamètre  conjugué  de  01,  est  égal  au  rayon  de  gira- 
tion  K  de  la  surface  par  rapport  à  OF. 

Donc 

CI  X  8in  FOC  =  K, 

et  par  suite 

HOxOCxsin«FOC  =  K% 
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relation  qui  Ue  la  position  de  l'axe  HK  à  œlle  du  centre  de  pression 
correspondant. 

Le  point  G  est  donc  le  centre  de  percussion  de  la  section  donnée 
par  rapport  à  la  droite  HK,  pour  laquelle  la  pression  est  nulle. 
.  On  reconnaîtrait  facilement  aussi  que  le  point  G  est  le  centre  de 
pression  de  la  paroi  plane  formée  par  la  section  donnée,  si  on  la  sup- 
pose baignée  par  un  liquide  homogène  pesant,  dont  la  surface  libre 
passe  par  la  droite  HK. 


CHAPITRE  V. 

RÉPARTIIION  DES  PRESSIONS  SUR  LES  SECTIONS  HORIZONTALES 

D  UN  SOLIDE  QUI  NE  PEUT  RÉSISTER 
A  AUCUN  EFFORT  D'EXTENSION  (MASSIF  DE  MAÇONNERIE). 


-•»• 


68.  Nous  avons  vu  {%  ki)  que,  pour  un  massif  de  cette  nature, 
rbypotbèse  qu'on  doit  adopter  consiste  à  admettre  que  les  pres> 
sions  locales  sont  en  chaque  point,  ou  nulles,  ou  représentées  par 
les  ordonnées  positives  d'un  plan  R  =  Ao:  -|-  By  -|~  G.  La  fonction  R 
ne  peut  plus  être  alors  donnée  par  une  seule  et  même  expression 
analytique. 

Supposons  donc  la  force  P  appliquée  en  debors  du  contour-limite 
qui  correspond  aux  pressions  positives  (§  51).  Pour  trouver  les  valeurs 
de  A,  B,  G,  il  faudra  reprendre  les  équations  (5),  (6)  et  (7)  du  %  38, 
dans  lesquelles  les  intégrales  doubles  seront  étendues  seulement  4 
la  portion  de  la  section  qui  se  termine  à  la  droite  Ao:  +  By  -f  G  =  o. 


SUR  UN£  ASSISE  RECTANGULAIRE. 
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Il  résulte  de  là  que  les  inconnues  A^B^C  entrent  non-seulement 
dans  les  coefficients  des  équations  (5),  (6)  et  (7),  mais  encore  dans 
les  limites  des  intégrales  indiquées.  Aussi  le  problème  est-il  beau- 
coup plus  complexe,  et  conduit-il,  dans  la  plupart  des  cas,  k  poser 
des  équations  transcendantes  qu'on  ne  sait  résoudre  que  par  tâ- 
tonnements. 

Nous  traiterons  d'abord  le  problème  pour  la  section  rectangulaire» 
lorsque  la  force  P  passe  en  un  point  G  de  Tune  des  médianes  F6. 
C'est  le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  les  applica- 
tions (i). 

Soit  0  le  centre  de  gravité  du  rectangle,  au  milieu  de  la  médiane  F6. 

Soient  OC  =;?,  et  AB  =  sa. 

Si  p  est  moindre  que  - ,  la  section  entière  subira  une  compres- 


Fig.  4«. 


sion. 
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Si  j9  =  7,  il  en  sera  encore  de  même,  mais 

la  compression  sur  l'arête  BD  sera  nulle;  le 

point  C  est  alors  au  tiers  de  la  médiane  6F. 

a  P  / 

Si  enfin  jD  >  ^  laformuleR=  - 1  ; 

donnerait  sur  l'arête  BD  une  compression 
négative,  ou  une  tension,  résultat  que  nous 
supposons  inadmissible. 


■+^ 


Posons 


FC  =  g  =  a — p; 


a 


P  étant  >  -,      q  sera 


2a 


(1)  On  a^expoaenit  à  de  graves  erreurs,  éû  voulant  traiter  cette  question  an  moyen 
&a  principe  de  la  superpo4iii<m  des  effets  des  forées.  Ce  principe  n'est  applicable  qu'aux 
STStèmes  élasUqnes,  où  l'effet  d'une  force  est  proportionnel  à  cette  foree^  et  change  de 
sens  en  même  temps  qu'elle.  Ici^  au  contraire^  l'effet  n'est  produit  que  dans  un  seul 
sens ,  et  U  est  constamment  nul  pour  le  sens  contraire.  La  proportionnalité  entre  la 
fgfce  et  l'ellèt  n'est  done  p'ns  traie  d'une  manière  absolue. 
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et  le  maximum  de  la  pression,  ou  la  pression  sur  l'arête  A£,  est 

2  P 

double  delà  pression  moyenne,  ou  égale  à-x«p — t«. 

La  solution  est  donc  complète.  On  a  pu  la  trouver  sans  difficulté, 
parce  que  la  droite  IL,  qui  limite  la  zone  à  retrancher  de  la  section,! 
laisse  à  la  section  sa  forme  de  rectangle ,  de  sorte  qu'on  connatt 
d'avance  la  formule  à  employer. 

On  peut  remarquer  que  la  dimension  AE  du  rectangle  n'influe 
pas  sur  la  détermination  de  la  droite  limite  IL.  Les  résultats 
obtenus  pour  le  rectangle  peuvent  donc  s'appliquer  sans  modifi- 
cation à  un  mur  droit  indéfini  dans  le  sens  AE,  dans  la  longueur 
duquel  les  forces  seraient  uniformément  distribuées.  Pour  faire  la 
recherche  des  pressions  locales,  il  suffirait  de  couper  le  mur  par 
deux  plans  perpendiculaires  à  sa  direction ,  et  écartés  l'un  de 
l'autre  d'une  quantité  arbitraire,  par  exemple, de  l'unité  de  lon- 
gueur. Les  forces  P  doivent  être  alors  rapportées  à  cette  même  unité 
de  longueur,  et  les  formules  du  rectangle  sont  applicables  en  y  fai- 
sant AE=i. 

70.  Problème.  Trouver  la  valeur  à  assigner  à  la  force  P,  appli- 
quée  en  un  point  G  pris  sur  la  médiane  GF  du  rectangle  ABDE,  pour 
que  l'arête  la  plus  chargée  supporte  une  pression  donnée,  de  R  uni- 
tés de  poids  par  unité  de  surface. 

Nous  avons  traité  dans  le  §  50  un  problème  analogue  pour  les 

sections  où  les  efforts  développés  peuvent 
être  positifs  ou  négatifs  ;  la  solution  est 
donnée  dans  ce  cas  par  Tare  MNL  d'une 
hyperbole,  asymptote  à  l'axèO'X sdnsi  qu'à 
la  droite  T'H,  menée  perpendiculairement 
à  la  section  par  le  point  î  au  tiers  de 
la  médiane.  Les  ordonnées  de  cette  hyper^ 
bole  donnent,  pour  chaque  pomt  G  si- 
tué à  droite  du  point  0,  la  valeur  convena- 
ble GC"  de  la  pression  P  qui  produit  sur 
l'arête  AE  la  charge  R  par  unité  de  surface.  Au  point  0  la  force  P 
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est  égale  à  Rû  ==  MC  ;  au  point  F,  elle  est  égale  à  A'N  =  7  Ma  ;  au 

4 

point  I,  tiers  de  la  médiane  FG,  elle  est  égale  à  r'Q==  -  M(y.  La 

courbe  MC^L',  symétrique  par  rapport  à  MO'^  donne  les  mêmes  in- 
dications relativement  aux  positions  du  point  G  à  gauche  du  centre  0. 
Cela  posé»  tant  que  le  point  G  reste  compris  entre  les  points  I  et  T, 
c'est-«Vdire  dans  le  tiers  central  de  la  médiane»  la  surface  entière 
du  rectangle  est  comprimée»  et  les  arcs  d'hyperbole  MQ  et  MQ' 
résolvent   encore  la  question,  comme  si  la  section  pouvait  dé- 
velopper des  efforts  négatifs.   La  solution  ne  doit  être  modifiée 
que  pour  les  régions  IF,   l'G  en  dehors  du  tiers  central.  Pre- 
nons donc  un  point  G  entre  I  et  F.  La  pression  produite  par  la 
force  P  appliquée  en  ce  point  s'étend  à  une  surface  ayant  pour 
largeur  A£,  et  pour  longueur  le  triple  de  GF  ;  la  pression  moyenne 
est  alors 


3AE  X  CF  ' 


la  pression  maximum»  laquelle  s'exerce  sur  Tarëte  AE»  est  double  de 
la  pression  moyenne»  c'est-à-dire  est  égale  à 


2P 


3AE  X  CF 


L' équation  du  problème  est  donc»  pour  cette  région, 


2P 

=  R» 


3AE  X  CF 


OU  bien 


gp  - 1 R  X  AE, 


quantité  constante. 
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Cette  équation  représente  une  droite  qui,  projetée  sur  le  plan  ver- 
tical, passe  par  les  points  A'  et  Q.  Il  faudra  donc  substituer  la 
droite  QA'  à  l'arc  indéfini  QNL  d'hyperbole.  La  droite  QM  prolongée 
jusqu'à  la  seconde  asymptote  TH  de  l'hyperbole  MQL,  est  coupée 
au  point  Q  en  deux  parties  égales;  elle  est  donc  tangente  à  l'hyper- 
bole en  ce  point.  La  modification  à  apporter  au  tracé  de  la  courbe 
dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  successives  de  la  force  P 
consiste,  en  résumé,  à  prolonger  les  arcs  MQ,  MQ'  par  des  droites  QA', 
Q'ff,  tangentes  à  ces  arcs  aux  points  Q  et  Q'  (i)« 

RÉPARTITION   DES   PRESSIONS   DANS   LE   CERCLE   QUAND  ON   n'ADMET   PAS 

DE   PRESSIONS  NÉGATIVES. 


*^'»*  '*'•  71.  Soit  OA  =  1  le  rayon  du  cercle  donné; 

OC  =  p,  la  distance  du  centre  au  point  d'ap- 
plication de  la  force  P,  distance  supérieure  à 

1 

T  OA,  pour  que  la  force  soit  en  dehors  du  noyau 

central. 

Supposons  que  la  portion  pressée  de  la  sec- 
tion se  termine  à  la  droite  FF,  perpendiculaire 
à  la  droite  OC  à  cause  de  la  symétrie. 

Soit  OE  =  a. 

Prenons  pour  .axes  la  droite  OC  prolongée  et  la  perpendiculaire  OY. 

L'équation  de  la  répartition  sera 

R  =  A  {x  4-  a),  à  droite  de  FF', 

et 

R  =  0,  k  gauche. 

Les  quantités  À  et  a  sont  inconnues.  Pour  les  déterminer,  on  a  les 

m 

deux  équations  des  forces  et  des  moments,  savoir, 

{%Rydx  =  P     et      CaRyxdx  =  Pp; 


(1)  Y.  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1867;  Mémoire  de  M.  Alfred  Darand*CIaye 
sur  La  stabilité  des  voûtes. 


DANS  LE  CERCLE.  Ii3 

ces  intégralea  doivent  être  prises  entre  les  limites  â?=«— a  et 
Sabstitoant,  il  vient 

8A  f  \     xydx  +  a  ^     ydxj  =  P, 
SA  f  \     xh/dx  +  a  \     xt/dxj  =  Pp. 

Pour  faire  les  intégrations»  il  convient  de  .changer  de  variable. 

Fdsons  â;  =  cosO;  il  en  résulte  y  =  sinO,  d!r  =  —  sinBdQ.  La 
droite-limite  FF  sera  définie  par  une  valeur  0'  de  Tangle  0,  et  Ton 
aura  a  =  —  cos  O'.  Les  équations  précédentes  deviennent  donc,  en 
observant  que  la  limite  inférieure  correspond  à  0  =  V  et  la  supé- 
rieure à  0  s=  o, 

«A  r  r  (—  C08 esin«We)  —  cosO'  T  (—sin'OdO)  1  =  P» 
2A  \y  (—  C08«e  sin« WO) — cos  0'  T  (— cos 0 sin'Ode)  =  ?p  ; 


OU  bien,  en  changeant  Tordre  des  limites  et  le  signe  des  intégrales, 

2A  ^y  sin'ecosWe— co8e'Ç*'8in•e<W^  =  p, 

2A  (  C*  sin«0  cos^OdO — cos  6'  ^'  8in«6  cos  6(28^  =  Pp. 

Les  quadratures  indiquées  se  font  aisément,  et  donnent 

jMn»«coB»0(M  =Ç*'  i  sin*36<{e  =  i  Ç''sin»2ed(8e)  =  K**  —  ^^^)  • 

Sobstituons  dans  les  deux  équations,  puis  divisons  l'une  par 
rantre;  Â  s'élimine,  et  il  vient  pour  détenniner  0*  l'équation 
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6'      siniO'  ^,  sïn»e' 

sin«0'  ^, /8'      sin2e'\ 

_ co8e'(- _j 


=  p. 


Cest  une  équation  transcendante  qu'on  ne  peut  résoudre  que  par 
tâtonnement. 

On  sait  d'avance  que  />  =  y  donne  V  =  ic,  tout  le  cercle  subissant 

4 

alors  une  pression.  On  voit  aussi  que  />  =  i  donne  V  =  o,  la  région 
utile  se  réduisant  à  zéro  quand  la  force  P  passe  en  un  point  du  péri- 
mètre du  cercle. 
Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  on  pourra  remplacer  sin'  V 

3  1 

par  -sinO'  —  ysinSO'*  On  obtient  facilement  le  tracé  de  la  courbe 

4  4 

suivante,  dont  les  ordonnées  p  correspondent  aux  abscisses  V  : 


Fig.  5t 


Angle  6'  en  degrés. 

Valeur  correspondante  de  0  en  cen- 
tièmes dtt  rayon 


180* 


+100 


Connaissant  V  ou  a  en  fonction  de  p^  on  déterminera  A  par  Téqua- 
tion  des  forces, 


A  = 


2 


sin»Ô' 


^,/0'      singO'X' 


et  on  aura  tout  ce  qu'il  faut  pour  définir  le  plan  eo^,  dont  les  ordon- 
nées  représentent  en  chaque  point  les  pressions  R  par  unité  de  sur- 
face. 


RÉPARTITION  DES  PRESSIONS  DANS  LE  TRIANGLE.  H^ 

Même  problème  pour  une  section  triangulaire  isoscêle^ 
pressée  en  un  point  de  sa  hauteur. 


Fig.53 


I 


%  Soit  ABB'  la  section  donnée,  présentant  la  forme  d'un  triangle 

isoscèle. 

Cherchons  la  position  qu'il  faut  donner  au  point 
de  passage,  G,  de  la  force  P  sur  la  hauteur  AD, 
pour  que  la  base  BB'  soit  la  ligne  de  pression  nulle. 
Soit,  en  élévation,  da  la  trace  du  plan  de  la  base  ; 
la  trace  du  plan  représentatif  des  pressions  locales 
sera  une  droite  de  quelconque,  menée  par  le  point  d. 
La  force  P  doit  passer  par  le  centre  de  gravité  g  du 
volume  compris  entre  la  base  ABB",  le  plan  de^  et 
les  plans  latéraux  AB,  A'B',  élevés  perpendiculaire- 
meDt  à  la  base.  Ce  volume  est  un  tétraèdre,  et  son  centre  de  gravité 
est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  op- 
posées. Prenons  pour  arêtes  la  droite  (A,  ae)  et  la  droite  (BB',  d).  La 
droite  di  joint  en  projection  verticale  le  point  (D,  d)  au  milieu  i  de 
Farète  ae;  son  point  milieu,  ^,  est  la  projection  verticale  du  centre 
de  gravité,  et,  par  conséquent,  il  suffira  de  projeter  le  point  g  sur^ 
la  hauteur  PA  pour  avoir  le  point  de  passage  G  de  la  force  P  cor- 
respondante. 

De  cette  construction  résulte  que  G  est  le  milieu  de  AD.  Le  centre 
de  gravité  0  de  la  section  est  au  tiers  de  AD  à  partir  du  point  D  ;  la 

distance  OG  est  le  sixième  de  la  longueur  AD. 

p 
La  pression  ^  oyenne  —  est  celle  qui  a  lieu  au  point  0  ;  elle  est  repré- 


Fig.  M. 


\* 


sentée  sur  l'élévation  par  oo>.  Donc  la  pres- 
sion maximum  a  lieu  au  sommet  A,  et  elle  est 

égale  à  — . 

Si  le  point  de  passage  G  est  compris  entre 
le  point  A  et  le  milieu  I  de  la  hauteur  AD,  la 
section  entière  n'est  pas  pressée,  et  pour 


« 
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avoir  la  limite  qui  sépare  les  pressions  positives  des  pressions 
nulles,  il  suffira  de  prendre  CD,  =CA,  et  de  mener  B^B'^  par  le  point 
D,  perpendicukurement  à  AD^.  La  pression  maximum  sera  égale 

surf.  AB,bV 

Le  résultat  serait  un  peu  plus  compliqué,  si  le  point  G  s'approchait 
de  l'arrête  BB'. 


INDICATION  DUNE  OBJECTION  FAITE  GONTBE  LES  HYPOTHÈSES 
QUI  SERVENT  DE   BASE  A   LA  SOLUIION  GÉNÊfiALE. 


Fig.  65 


jp 


78.  Soit  (flg.  65)  ABGD  un  massif  pesant,  de  forme  prismatique, 

ayant  pour  base  AB  un  rectangle,  et  dans  lequel 
les  masses  sont  distribuées  de  telle  sorte,  que 
la  résultante  P  des  forces  verticales  passe  au 
point  £,  au  tiers  de  la  dimension  AB.  Ce  mas- 
sif porte  sur  le  sol  MN. 

Supposons  de  plus  que  la  dimension  de  la 
base  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  soit 

égale  à  r  unité  de  longueur. 

p 
La  pression  moyenne  sur  la  base  sera  donnée  par  Texpression  js, 

et  la  pression  sur  Tarète  B  la  plus  chargée,  sera  double  de  la  pres- 

sP 

sion  moyenne,  ou  égale  à-r^. 

Considérons  le  même  massif  ABGD  (fig.  66)  ;  mais  imaginons  que, 
Fig.  56.  sans  modifier  sensiblement  les  poids,  on  refouille 

D  c        la  base  sur  le  tiers  AF  de  sa  largeur,  de  manière 

que  la  partie  portante  de  la  base  soit  limitée  à  la 
région  FB,  et  que  la  région  AF  ne  soit  plus  en 
contact  avec  le  sol.  La  base  effective  sera  ré- 

njv  duite  à  la  dimension  FB  ;  la  pression  moyenne 

p 
sera  donc  égale  à  =^,  et  comme  le  point  E  tonobe 

au  centre  de  gravité  de  la  nouvelle  base,  les  pressions  locales  y 


i«    A 


F 
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seront  anifonnément  réparties.  La  modification  opérée  sur  le  mas^f 

a  ainsi  pour  résultat  de  réduire  la  surface  de  la  base,  et  d'augmenter 

la  pression  moyenne,  mais  en  même  temps  de  rendre  égales  les 

pressions  en  tous  les  points  de  la  nouvelle  base,  de  sorte  que  la 

P  3P 

pression  n'est  nulle  part  supérieure  à  =^  ou  à        .^,  tandis  que 

sP 
dans  le  pi'emier  cas  elle  atteignait  jrr  sur  l'arête  B. 

La  réduction  de  la  base  entraîne  donc  comme  conséquence 
une  diminution  de  la  pression  maximum.  La  matière  est  mieux 
employée,  d'après  les  formules,  dans  le  second  cas  que  dans  le 
premier. 

Certains  auteurs  regardent  ce  résultat  comme  paradoxal  :  le  mas- 
sif ayant  une  plus  grande  base  dans  la  figure  55  que  dans  la  figure  56, 
ils  trouvent  contradictoire  d'admettre  que  la  matière  soit  dans  de 
meilleures  conditions  dans  la  seconde  figure  que  dans  la  pre- 
mière. 

Moos  ne  partageons  point  cette  opinion.  L'étendue  des  surfaces 
n'est  une  garantie  de  résistance  que  lorsque  la  répartition  des  pres- 
sions y  est  à  peu  près  égale.  Une  plus  grande  surface  peut  donc 
être  dans  de  moins  bonnes  conditions  qu'une  moindre,  si  la  moindre 
surface  est  plus  également  pressée  que  la  plus  grande. 

On  a  un  exemple  frappant  de  cette  influence  de  l'inégalité  des  pres- 
sons, dans  les  enveloppes  de  chaudières  ;  loi'squ' elles  ont  une  grande 
épaisseur,  elles  tendent  à  se  déchirer  sous  une  moindre  pression  inté- 
rieure qu'une  chaudière  de  même  diamètre  et  d'épaisseur  plus  petite, 
parce  que  l'inégalité  des  pressions  développées  dans  le  métal  est 
d'autant  plus  grande  que  l'épaisseur  est  plus  grande  par  rapport  au 
diamètre. 

La  remarque  donnée  comme  une  objection  aux  principes  hypo- 
thétiques de  la  théorie  ne  suffit  donc  pas  pour  renverser  ces  prin- 
cipes; mais  elle  montre  par  un  exemple  simple  que  l'intelligence  des 
dlsposiUons  est  pour  les  ouvrages  une  meilleure  garantie  de  résis- 
tance que  l'exagération  des  dimensions*  ce  qui  est  confirmé  par 
rexpérience  de  tous  les  constructeurs. 


as  OBJECTIONS 

74.  Autre  objection.  —  Dupait,  dans  son  Traité  de  t équi- 
libre et  de  la  stabilité  des  voûtes  ^  indique  Tobjection  suivante  à 
l'hypothèse  de  la  reparution  des  pressions  suivant  la  loi  linéaire 
R  =  Aar  +  By+G. 

Sur  une  base  rectangulaire  A6  on  élève 
un  massif  auquel  on  donne  en  élévation 
la  forme  ABC  d'un  triangle  rectangle  en 
B.  Le  poids  P  du  massif  est  appliqué  en 
son  centre  de  gravité  6.  Les  pressions  se 
répartissent  sur  la  base  AB  suivant  la  loi 
connue  :  la  pression  est  nulle  sur  l'arête 

A;  elle  est  maximum  sur  Farète  B,  et  dou- 

p 

ble   de  la  pression  moyenne  ^. 

Gela  fait,  on  élève  un  massif  ABC,  symétrique  du  premier  par 
rapport  au  plan  CB,  de  telle  sorte  que  ces  deux  massifs  se  joignent 
exactement  suivant  le  plan  BG,  et  qu'ils  ne  forment  qu'un  seul  et 
même  massif. 

Si  Ton  prend  le  massif  AHBG  à  part,  les  pressions  se  répartissent 
sur  le  rectangle  A'B  comme  sur  le  rectangle  AB.  En  A',  on  a  une 
pression  nulle,  et  en  B  une  pression  double  de  la  pression  moyenne  ; 
la  répartition  sur  la  base  totale  AA'  est  donc  représentée  par  les 

sP 

ordonnées  du  contour  polygonal  AlA',  dans  lequel  IB  =  — • 

Si,  au  contraire,  on  considère  les  deux  massifs  réunis  en  un  seul, 
le  poids  2P  passe  par  le  centre  de  gravité  B  de  la  base  totale  AA',  et 
par  suite  la  pression  est  également  répartie;  de  sorte  que  la  ligne 

représentative  des  pressions  est  une  parallèle  ad  à  la  base,  menée  à 

p 

la  distance  ka  =  -. 

L'hypothèse  du  plan  conduirait  ainsi,  suivant  la  manière  de  con- 
sidérer le  problème,  à  une  solution  ou  à  une  autre. 

Nous  ferons  remarquer  que  l'hypothèse  de  la  construction  aprte 
coup  d'un  massif  A'BG  faisant  corps  avec  le  massif  ABC,  de  manière 
à  réaliser  les  conditions  d'homogénéité  du  massif  total  AA'G,  construit 


// 


/ 

i 


B 
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par  assises,  est  tout  à  fait  inadmissible.  Pour  nous  en  assurer,  ima- 
giDons  qu'on  ait  construit  le  premier  massif  ABC  sur  un  terrain 
compressible,  dont  le  tassement  soit  en  chaque  point  proportionnel  à 
la  pression  qu'il  subit.  Sous  l'influence  de  ce  tassement,  le  mas^ 
prendra  une  certaine  inclinaison  vers  la  droite,  et  occupera  la  posi- 
5g.  ^^^  déviée  AFC,  par  rotation  autour  de  Tarête  A. 

c  II  en  serait  de  même  du  second  massif  A'BC  consi- 
déré  seul  ;  il  tendrait  à  prendre,  s'il  était  isolé,  une 
inclinaison  vers  la  gauche  par  rotation  autour  de  l'a- 
rête A'.  Pour  ramener  ces  deux  massifs  à  l'état  où  ils 
seraient  s'ils  avaient  été  construits  ensemble,  il  fau- 
Y  drait  rapprocher  les  faces  voisines,  et  les  ramener  à 
la  position  verticale,  en  détruisant  leur  inclinai- 
son; les  pressions  mutuelles  développées  entre  ces  deux  faces, 
pendant  l'opération  du  rapprochement,  auraient  pour  effet  de  faire 
tourner  les  deux  triangles  en  sens  contraire  des  tassements  primitif, 
c'est-à-dire  d'augmenter  les  pressions  sur  les  arêtes  éloignées  A  et  A', 
et  de  les  diminuer  sur  les  arêtes  contiguês  B.  11  est  rare  que  dans 
les  constructions  on  développe  ainsi  après  coup  des  efforts  correc- 
tifs de  cette  nature.  On  peut  donc  admettre  que  l'hypothèse  de 
Dupuit  donne  deux  massifs  juxtaposés,  au  lieu  d'un  massif  homogène  ; 
en  définidyS,  la  contradiction  signalée  n'existe  pas,  car  deux  pro- 
portions ne  peuvent  être  contradictoires  que  si  elles  ont  rapport  à  un 
seul  et  même  objet. 

L'exemple  n'en  est  pas  moins  bon  pour  faire  voir,  qu'en  matière 
de  construction,  il  y  a  lieu  de  tenir  grand  compte  des  procédés  em- 
ployés pour  obtenir  les  systèmes  matériels  soumis  aux  calculs,  de 
même  qu'en  dynamique  la  solution  des  problèmes  dépend  des 
ciroxistaDces  initiales. 
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EXEUPIC  DE   l'emploi  DES  MAÇONNERIES  POUR  RÉSISTER 

A  UNE  TENSION. 

75.  En  général,  on  doit  éviter  d'exposer  un  massif  en  maçonnerie 
à  des  tractions  qui  tendent  à  séparer  les  pierres,  à  ouvrir  les  joints,  et 
qui  sont  équilibrées  seulement  par  la  résistance  des  mortiers.  Cepen- 
dant l'emploi  des  mortiers  de  ciment  permet,  jusqu'à  un  certain 
point,  de  former  des  massifs  capables  de  résister  à  des  tensions.  Le 
renchérissement  des  fontes  (1873)  a  amené,  par  exemple,  la  ville 
de  Paris  à  exécuter  en  maçonnerie  des  tuyaux  de  grands  diamètres, 
où  l'on  admet  Teau  sous  des  pressions  qui  peuvent  s'élever  jusqu'à 
la  limite  de  10  mètres  au  maximum.  Tantôt  le  tube  est  fait  en  ma- 
çonnerie de  meulière  et  ciment,  tantôt  en  béton  de  ciment  moulé 
3ur  place.  La  haute  température  dégagée  pendant  la  prise  des  ma 
tières  équivaut,  pour  ainsi  dire,  à  une  cuisson,  et  transforme  le  tube 
de  maçonnerie  en  une  sorte  de  tuyau  de  poterie,  capable  de  résister 
sans  se  disjoindre  à  un  effort  intérieur  modéré. 

Les  fortes  épaisseurs  nécessaires  pour  ce  genre  de  tuyaux  entrsd- 
nent  une  grande  inégalité  dans  la  répartition  des  tensions.  Cette 
inégalité  s'accuse  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Tépaisseur  aug- 
mente! et  ne  permettrait  pas  d'étendre  indéfiniment  cette  solution  à 
des  charges  extérieures  quelconques. 


DIAEGTXON  A  DONNER  AUX  JOINTS   DANS   UN  MASSIF 

£N  MAÇONNERIE. 

76.  Reportons-nous  au  problème  général  de  la  répartition  des 
pressions  dans  un  massif  pesant. 

Les  sections  horizontales  AB,  que  nous  avons  considérées  dans  le 
solide  MN,  peuvent  être  des  sections  idéales  ou  des  plans  de  joint 
efTectifs.  Dans  un  massif  de  maçonnerie  soumis  seulement  à  des 
actions  verticales,  les  plans  de  joint  doivent  être  horizontaux.  Si 


FROTTEMENT,  COHÉSION.  4  Si 

en  effet  on  les  dirigent  sous  une  certaine-  inclinsûson  CD,  le  poids 
fi^  m.  de  la  partie  MGD  du  massif  tendrait  à  faire 

glisser  cette  partie  le  long  du  plan  CD  ;  le  frot- 
tement est  la  seule  résistance  qui  puisse  s'op- 
poser à  cet  effort,  et  le  glissement  se  produirait 
dès  que  le  plan  CD  ferait  avec  Thorizon  un 
angle  un  peu  plus  grand  que  l'angle  du  frotte- 
ment de  pierre  sur  pierre.  Cette  tendance  au 
glissement  n'existe  pas  lorsque  les  joints  sont 
boriiontauz.  Plus  généralement,  dans  un  massif  soumis  à  des  forces 
quelconques,  on  doit,  autant  que  possible,  diriger  les  joints  perpen- 
diculairement aux  résultantes  P  des  réactions  mutuelles  des  parties 
Toiânes,  et,  sinon,  leur  faire  faire  avec  ces  résultantes  des  aogles 
aussi  peu  différents  de  l'angle  droit  qu'on  le  pourra.  La  limite 
extrême  inférieure  de  ces  angles  est  le  complément  de  l'angle  du 
frottement. 

Si  le  massif  est  exposé  à  des  ébranlements,  on  devra  adopter  pour 
ai^e  du  frottement  celui  qui  est  relatif  aux  corps  en  mouvement, 
et  qui  est  un  peu  moindre  que  celui  qui  s'applique  aux  corps  en 
repos.  Cette  règle  est  suivie  dans  les  constructions  du  génie  mili- 
taire, qui  ont  à  subir  pendant  les  sièges  les  ébranlements  causés 
par  le  tir  du  canon. 

On  plan  de  joint  fictif,  au  contndre,  peut  être  dirigé  comme  on 
voudra.  Nous  pouvons  imaginer  qu'on  coupe  le  massif  par  un 
plan  CD  complètement  arbitraire  ;  il  faudra  encore  que  l'équilibre 
existe  entre  les  forces  sollicitant  la  partie  MGD,  et  les  forces  molé- 
culaires développées  dans  le  plan  sécant.  Le  poids  de  la  partie  MDG 
tend,  conune  tout  à  l'heure,  à  faire  glisser  cette  partie  le  long  de 
la  section  ;  mais  A  ce  plan  n'est  pas  une  surface  de  séparation 
réelle  des  assises  du  massif,  la  résistance  au  glissement  n'est  plus 
seulement  le  frottement  mutuel  des  deux  parties  en  contact,  c'est 
aussi  la  cohésion  des  matériaux,  force  avec  laquelle  le  frottement 
ne  saurait  être  confondu.  En  effet,  le  frottement  entre  solides  est 
proportionnel  à  la  pression  qui  s'exerce  entre  les  corps  en  contact, 
et  indépendant  des  surfaces  sur  lesquelles  cette  pression  est  répartie; 
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au  contraire,  la  cohésion  entre  deux  parties  d'un  même  solide  est 
proportionnelle  à  l'étendue  de  la  surface  de  jonction  de  ces  deux 
parties,  et  elle  parait  indépendante  de  la  pression.  Cette  distinction 
entre  les  deux  forces  permet  d'apprécier  la  véritable  influence  de  la 
direction  des  plans  de  joint  sur  l'équilibre  intérieur  d'un  massif. 
Les  plans  de  joint  menés  à  travers  un  massif  supposé  primitivement 
continu  sont  des  surfaces  suivant  lesquelles  on  supprime  la  cohésion 
naturelle  des  matériaux  pour  ne  laisser  subsister  que  leur  frottement 
mutuel.  On  comprend  d'après  cette  remarque  que  le  tracé  des  surfaces  ' 
de  joint  réelles  n'est  pas  indifférent,  qu'il  peut  modifier  l'équilibre 
moléculaire  d'un  massif  en  maçonnerie,  et  que  dans  certains  cas  un 
tracé  défectueux  peut  compromettre  la  stabilité  des  ouvrages.  L'in- 
troduction des  mortiers  et  des  ciments  dans  les  joints  a,  il  est  vrai, 
pour  effet  de  créer  une  sorte  de  cohésion  artificielle  entre  les  assi- 
ses;  mais  cette  liaison  ne  se  produit  qu'au  bout  d'un  certain  temps, 
et  il  serait  imprudent  d'y  compter  d'une  manière  absolue.  Le  mor- 
tier donne  un  surcroît  de  résistance,  répartit  les  pressions  avec 
plus  d'égalité,  et  empêche  les  porte-à-faux  ;  néanmoins  un  ouvrage 
en  maçonnerie  est  mal  construit  si  l'équilibre  n'est  pas  assuré  par 
la  coupe  même  des  pierres.  On  jugera  de  l'influence  des  mortiers 
sur  la  stabilité  d'un  massif  en  observant  ce  qui  se  passe  quand  on 
décintre  une  voûte.  Lorsqu'elle  est  bien  construite  et  qu'elle  est 
restée  longtemps  sur  son  cintre,  elle  n'éprouve  au  décintrement 
aucun  tassement  appréciable,  tandis  que  la  même  voûte,  décintrée 
aussitôt  après  qu'elle  est  terminée,  subit  une  déformation  qui  porte 
tout  entière  sur  le  mortier  contenu  dans  les  joints. 

Nous  aurons  à  revenir,  du  reste,  sur  ces  principes,  dans  la  partie 
du  cours  consacrée  à  l'équilibre  des  maçonneries  soumises  à  des 
efforts  transversaux,  telles  que  les  pieds-droits  des  voûtes  et  les  murs 
de  soutènement. 
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77.  On  propose  de  trouver  la  forme  à  donner  au  méridien  AD 

d'une  tour  pleine  ABGD,  pour  que  la  pression 
développée  dans  cette  tour  soit  la  même  en 
tous  les  points.  Pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, il  faut  admettre  que  le  haut  de  la  tour» 
CD,  porte  une  surcharge  donnée  N ,  également 
répartie  sur  le  plan  du  cercle  projeté  suivaLt 
CD. 

Prenons  pour  axes  les  droites  OZ ,  OB  ;  sur 
la  première,  nous  compterons  les  abscisses  z 
des  différents  points  E  du  méridien  cherché, 
et  parallèlement  à  OB,  nous  compterons  les 
ordonnées  E6  =  r,  rayons  des  parallèles  en- 
gendrées par  les  points  E  sur  la  surface  de 
révolution. 

La  hauteur  de  la  tour  01  est  une  donnée  de 
la  question.   Nous  la  représenterons  par  la 
lettre  h.  Sok  R  la  pression  de  la  matière  par 
unité  de  surface,  et  p  le  poids  spécifique  des  matériaux. 

Menons  un  plan  horizontal  EF,  défini  par  son  abscisse  z.  X!e  plan 
supporte  tout  le  poids  de  la  partie  du  massif  située  au-dessus  de 
lui,  et  en  outre  h  surcharge  N.  Si  l'on  divise  cette  charge  totale 
par  itr*,  on  aura  la  pression  moyenne  dans  la  section  EF;  elle  est  la 
même  en  tous  les  points  de  cette  section,  puisque  la  résultante  des 
actions  exercées  sur  le  solide  GDFE  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
de  cette  section,  et  elle  doit  être  égale  à  la  pression  donnée,  B« 
L'équation  du  méridien  cherché  est  donc 

^      N  +  pvol.(CDEF) 
"  = z:^ » 


icr' 


1)  Poneolot^  introduction  à  la  Mécanique  induttrielie,  p.  868. 
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OU  bien 

«r«R  =  N  +  pvol.(CDEF). 

DifférentioDS  cette  équation,  et  observons  que,  quand  la  variable  z 
s*accrolt  de  sa  difiérentielle  dz  =  66\  le  volume  indiqué  diminue 
de  la  tranche  comprise  entre  les  plans  EF,  E'F,  laquelle  a  pour  me- 
sure e^z  X  nr'  ;  la  diiTérentiation  donne  ainsi 

27:rRc2r  =  — .  p  x  «r'd*, 

équation  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  ;  écartant  la  solution 
idéale  r  =  o,  il  vient  pour  l'équation  différentielle  du  méridien 
cherché 

Intégrant,  nous  avons  l'équation  en  termes  finis 

lognép.I=-Jz, 
OU  enfin 

Cette  équation  représente  une  logarithmique  asymptote  à  l'axe 
OZ  (i)  ^  La  quantité  r^  est  une  constante  arbitraire  qui  représente  le 
rayon  de  la  tour  à  sa  base.  Pour  l'éliminer,  observons  qu'au  sommet 


(1)  PoDcelet  arrive  au  môme  résaltat  en  montrant,  par  la  simple  géométrie,  que  la 
sont-tangente  de  la  courbe  cherchée  est  constante.  La  section  EF  supporte  le  poids 
N  +  p  (vol.  CDEF);  la  section  ET  supporte  seulement  le  poids  N  +  pvoL  (GDETO* 
Gomme  elles  sont  toutes  deux  également  pressées,  la  différence  des  deux  secttons  sup- 
porte,  à  raison  de  R  unités  de  poids  par  unité  de  surface,  le  poids  du  volume  compris 
entre  les  deux  sections.  On  a  donc  l'équation 

Rxic(ÈG*  — El?*)  =pxitËG*xGG'. 

Projetons  le  pçiot  E'  en  (K  sur  le  rayon  EG  i  remplaçons  ÊG*  —  W&^  par 
(EG  —  E'GO  X  (EG  +  E'G')  on  par  EK  X  (EG  +  E'G'),  ou  enfin  par  EK  x  2EG,  en 
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É 

N 
de  la  tour,  pour  jk = A,  on  a  —^  =  R,  r^  étant  le  rayon  CI  ;  don^ 


^*=V/1' 


et  par  suite 


VicR 


L'arbitraire  r^  disparaît  par  la  division  des  deux  équations  Tune 
par  l'autre,  et  il  vient 


''^:=e-«^'~*^=Ctt^*"*^' 


I 

Proposons-nous  de  trouver  le  volume  total  Y  de  la  tour  ;  il  faudra 
ire  r intégra®  \  icrWz  entre  les  limites  0  et  A;  mais 


et 

P 


t^  2R«     , 


L'intégrale  est  donc 


V  =  ^(ro«-r,«). 


r^  et  r^  étant  les  rayons  de  la  tour  à  la  base  et  au  sommet. 

Ce  résultat  pouvait  s'obtenir  sans  intégration  ;  en  effet ,  la  base 
de  la  tour  a  une  surface  égale  à  icr^'  ;  si  on  la  multiplie  par  R;  on 
aura  la  pression  qu'elle  supporte;  or  cette  pression  se  compose  du 


ranaïquanl  que  E'G'  diffère  infiniment  pea  de  £G.  n  viendra 

EK  X  3B6  »  ^  EG*XGG'  =  ^15*  x  EX 
R  K 

EG  X  E'R       2R 

OoDe  — == —  =  — .  Menons  la  droite  £E',  qui  à  la  limite  sera  tangente  à  la  mé- 

EK  p 

ridiennOf  et  prolongeons^  Jowin'an  point  T  oùeUe  rencontre  l'aie  OZ;  les  triangles 

EG  X  E'K 
aembUMea  EKE*,  B6T  donnent  GT  =s  ,  Done  la  soni-tangenteà  la  méridienne 

2R 

etteoDatante  et  égale  à  — . 

P 
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poids  de  la  colonne,  c'est-à-dire  du  volume  total  V  multiplié  par  p,  et 
de  la  pression  N,  qui  est  égale  à  «r^'R.  Donc 


et  par  suite 


itr|  X  R  =  V  X  p  +  wj  R, 


v=7('•î-^•)• 


Comme  on  suppose  N  donné,  le  rayon  r^  s'en  déduit;  dans  ces  con- 
ditions, le  rayon  à  la  base  r^  grandit  indéfiniment  à  mesure  que  h 
augmente,  et  le  .volume  V  de  la  tour  croît  indéfiniment  avec  h. 

Si  l'on  fait  N  =  o,  on  pourra  supposer  A  =s  oo  ,  la  tour  ne  por- 
tant que  son  poids  propre;  r^  étant  alors  le  rayon  donné  de  la  base, 
l'équation  du  méridien  sera 


SR*' 


et  le  volume  total  de  la  tour,  qui  a  une  hauteur  infinie,  sera  fini  et 

.    ,  ,  iïR/'*o   « 

égal  à  — — i.  Ce  cas  parUculier  n'est  évidemment  pas  réalisable  en 

pratique. 

^^*  78.  Cherchons  à  résoudre  le  même  pro- 

blème pour  une  tour  creuse. 

Nous  supposerons  que  la  partie  creose 
de  la  tour  soit  un  cylindre  droit  à  base 
circulaire,  HKLM,  de  rayon  donné,  OL. 

La  solution  peut  être  obtenue  directe- 
ment;  elle  peut  aussi  se  déduire  de  la  so- 
lution relative  à  la  tour  pleine. 

Considérons  une  section  horizontale 
quelconque  EF  ;  elle  coupera  le  solide  sui- 
vant une  couronne  annulaire  projetée  hori- 
zontalement entre  les  circonférences  de 
rayon  O'E'  et  de  rayon  O'K'. 

Imaginons  une  tour  pleine  d'égale  ré- 
sistance,  qui  ait  la  même  hauteur  h  que 
la   tour  cruse,  avec  la  même  surcharge  N  au  sommet,  et  qui  soit 
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enfin  soumise  en  tout  point  à  la  pression  R.  Le  problème  sera  résolu 
pour  la  tour  creuse,  si  les  sections  pleines  des  deux  tours,  pour  une 
même  hauteur  du  plan  sécant,  sont  équivalentes;  car  alors  les  poids 
seront  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  ainsi  que  les  surfaces  sur  les- 
\  quelles  ces  poids  se  répartissent  également.  Or,  la  section  pleine  de 
la  tour  creuse  à  la  hauteur  du  plan  £F  est  Tanneau  compris  entre 
les   circonférences  O'E',  O'K';   elle  est  mesurée  par  la  différence 
«(Ô^— Ô'*T) ,  OS  et  O'T  étant  les  rayons  de  ces  deux  circonférences. 
Menons  en  un  point  T  du  petit  cercle  O'K  une  tangente  TS  à  ce  cercle, 
jusqu'à  la  rencontre  en  S  avec  le  cercle  extérieur.  La  différence 
ÔS*  —  ÏÏT  sera  égale  à  ST*  ;  donc  ST  est  le  rayon  du  parallèle  de 
la  section  pleine  à  la  hauteur  du  plan  EF.  Si,  le  long  d'une  arête 
quelconque  (T,  OZ)  du  cylindre  droit  qui  limite  intérieurement 
l'épaisseur  de  la  tour,  on  mène  un  plan  tangent  à  ce  cylindre,  il 
coupera  la  surface  extérieure  de  la  tour  suivant  une  courbe  qui  sera  le 
méridien  de  la  tour  pleine  équivalente.  En  prenant  pour  le  point  T  le 
pied  de  l'arête  antérieure  du  cylindre,  la  courbe  d'intersection  se 
projettera  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical  suivant  le  tracé 
B^S'G^.  Cette  courbe  est  la  méridienne  déterminée  dans  le  problème 
précédent;  on  la  construira  comme  si  la  droite  (T,  OZ)  était  l'axe 
d'une  tour  pleine.  Puis  on  la  fera  tourner  autour  de  la  droite  (O',  OZ) , 
et  l'on  déterminera  l'intersection  de  la  surface  ainsi  engendrée  avec 
le  plan  vertical  dont  la  trace  est  D'A';  cette  intersection  sera  le  méri- 
dien cherché.  C'est  de  la  même  manière  qu'on  construit  la  surface 
de  l'hyperboloîde  de  révolution  par  la  rotation  autour  de  l'axe 
d*une  droite  non  contenue  dans  un  plan  méridien. 

Pour  avoir  l'équation  du  méridien  de  la  tour  creuse,  il  suffit,  dans 
réquation  de  la  courbe  B^C^ , 


\/f=M-' 


de  remplacer  le  rayon  r  de  la  tour  pleine  par  l'expression  ^r^^  —  a*, 
où  /  est  le  rayon  extérieur  de  la  tour  creuse,  et  a  le  rayon  constant 
du  cylindre  vide  ménagé  à  l'intérieur.  L'équation 
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OU  bien 


-        1  .    N     |(*^ 


représentera  la  courbe  BG  cherchée. 

Les  formes  que  nous  avons  trouvées  dans  ces  deux  problèmes  pré- 
sentent un  empâtement  vers  la  base.  Poncelet  observe  que  cet  empâ- 
tement contribue  à  donner  aux  massifs  de  la  résistance  aux  actions 
transversales,  telles  que  l'action  du  vent.  C'est  la  forme  adoptée  pour 
les  phares  en  mer  ;  elle  se  dessine  aussi  naturellement  au  pied  des 
arbres,  où  elle  accroît  la  résistance  du  tronc  aux  efforts  exercés  par 
le  vent. 


TAAVAU.  CORRESPONDANT  A  L'ÉLÊVATION   DES  MATÉRIAUX 
PENDANT  LA  CONSTRUCTION   d'uN  MASSIF. 

79.  Soit  S  la  section  pleine  obtenue  en  coupant  un  massif  par 
un  plan  horizontal  mené  à  la  hauteur  z  au-dessus  du  sol.  Le  poids 
de  la  tranche  comprise  dans  le  massif  entre  ce  plan  et  le  plan  infi- 
niment voisin  z  +  dz  sera  le  produit 

pSdz, 

p  désignant  le  poids  spécifique  des  matériaux  qui  composent  la 
tranche.  L'élévation  de  ces  matériaux  à  partir  du  sol  jusqu'à  la 
hauteur  z  représente  un  travail  égal  à 

et  si  l'on  divise  par  dz^  le  produit  pSz  est  en  quelque  sorte  la 
mesure  de  la  difficulté  qu'on  éprouve,  à  la  hauteur  z^  pour  accroître 
d'une  unité  la  hauteur  du  massif. 

Le  travail  total  de  l'élévation  du  massif,  supposé  homogène  et 
porté  à  la  hauteur  totale  A,  est  donné  par  l'intégrale 


=  p  Ç  Szdz, 
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laquelle  est  égale  à  j9^iX  \  Sdz^en  appelant  z^  la  hauteur  du  centre 

de  gravité  du  massif. 

(Appliquons  cette  remarque  à  une  pyramide  de  base  B  et  de  hau- 
teur A.  A  la  hauteur  z,  qui  est  à  la  distance  h  —  z  au-dessous  di 
sommet  de  la  pyramide,  la  section  S  sera  donnée  par  la  proportion 

S_(A  — ^)« 
5~"      A»      • 

et  par  suite  on  a 

S  =  ^(A-r)% 

p  Szdz  =  p  ^  (A  —  z)*zd2  ; 

Le  travail  total  de  l'élévation  des  matériaux  est 

T  =  lpBAx|A  =  ^pBA«; 

et  la  mesure  de  la  difficulté  que  présente  à  la  hauteur  z  Faugmen- 
talion  de  hauteur  égale  à  Tunité,  est  le  produit 

*     P  5JÎ  (^  -^  «)'^- 

Cette  fonction  est  nulle  pour  z  =  o  et  pour  z  =  hf  c'est-à-dire 
à  la  base,  où  l'élévation  est  nulle,  et  au  sommet,  où  elle  porte  sur 
nne  quantité  infiniment  petite.  Elle  est  maximum  lorsque  le  produit 
(/i  —  2)*  X  z  est  maximum,  c'est-à-dire  lorsque 

h  —  z     z 

ou  enfin  lorsque  z  =  ? ,  ou  au  tiers  de  la  hauteur.  Elle  est  égale  à 
»7 
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Si  ABC  représente  la  pyramide,  la  coutbe  des  difficultés  a  la 
forme  DEA.  Elle  est. tangente  en  A  à  Taxe  AD. 

Lorsque  le  massif  a  la  forme  d'une  tour  de  révolution,  qu'on  peut 
toujours  supposer  pleine  en  réduisant  convenablement  les  rayons, 
on  a  S  =  nr*,  r  étant  le  rayon  de  la  tour  à  la  hauteur  z,  et  par 
conséquent  le  travail  total  de  l'élévation  est 


^  p\  nr^zdz. 

Jo 


La  mesure  de  la  difficulté  à  la  hauteur  z  est 

Appliquons  ces  formules  à  la  tour  ronde  d'égale  résistance,  dont 
Téquation  est 


VîtR 


e"'*-". 


11  viendra 

JoR  P\P    ^      P       J 

La  difficulté  à  la  hauteur  z  sera  proportionnelle  à  r^z^  ou  à 

Elle  est  nulle  pour  5  =  0,  et  proportionnelle  à  z  pour  z  =  A. 
Elle  est  maximum  lorsque  z  annule  la  dérivée  du  produit,  c'est- 
à-dire  lorsque 


a 


R 
Cette  fonction  s'annule  par  z  =  -  ,  c'est-à-dire  pour  la  hauteur 

z  de  la  colonne  cylindrique  qui  développe  la  pression  R  par  unité  de 

surface  sur  sa  base.  La  hauteur—  est,  en  général,  beaucoup  plus 

grande  que  h.  Alors  la  difficulté  d'élévation  de  la  tour  va  en  aug  - 
mentant  de  la  base  au  sommet.  Si,  au  contraire,  la  tour  avait  une 
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bautear  plus  grande  que  — ,  alors  la  difficulté  d'élévation  croîtrait 

jusqu'à  ce  niveau ,  et  décroîtrait  après. 

On  peut  chercher  enfin  quelle  forme  il  faudrsdt  donner  à  la  tour 

pour  que  la  difficulté  fût  la  même  à  toute  hauteur.  La  solution  de  la 

question  consiste  à  égaler  le  produit  r^z  à  une  constante.  L'équa- 

lion 

r»«  =  A 

représente  la  méridienne  de  la  tour  cherchée.  Elle  est  asymptote  à 
l'horizontale  du  sol,  et  à  Taxe  vertical  des  z« 

PILES  DE  VIADUC  d'ÉGALE  BÉSISTANGB. 


80.  Une  pile  ÂBGD  reçoit  les  retombées  de  deux  demi-voûtes 


Fig.  6». 


Iz 
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adjacentes  P  et  P'  d*un  viaduc  en  maçonnerie,  et  supporte  le  poids 
total  N  de  ces  demi-voûtes  et  de  la  portion  de  l'ouvrage  qu'elles 
soutiennent,  surcharge  comprise.  On  demande  quelle  forme  il  con- 
vient de  donner  à  la  pile  pour  qu'elle  soit  également  pressée  en  tous 
ses  points. 

L'égalité  de  pression  dans  tous  les  points  d'une  section  horizontale 
sera  assurée  si  les  sections  successives  ont  leurs  centres  de  gravité 
respectifs  situé  sur  l'axe  OZ,  suivant  lequel  s'exerce  la  pression  N. 
Gela  posé,  soit  S  Taire  d'une  section  NN,  à  la  distance  OM  =  z  au- 
dessous  de  l'assise  supérieure  de  la  pile.  Si  R  désigne  la  pression 
par  unité  de  surface,  ou  aura 

Jo 

pour  l'équation  du  problème;  jd  est  le  poids  spécifique  des  matériaux. 
Dillérentiant,  il  vient 

pSdz  =  RdS, 
et  par  suite 

/^  =  ^     et     S  =  So«*  =  ^c». 

La  section  NN  est,  en  général,  rectangulaire.  Supposons  qu'il  en 
soit  ainsi,  et  posons  S  =  4^6,  en  appelant  aa  la  dimension  MN  du 
rectangle  parallèle  à  Télévation  de  l'ouvrage,  et  ad  la  dimension 
perpendiculaire.  On  peut  assujettir  la  dernière  largeur  a  à  varier 
proportionnellement  à  la  distance  z,  ce  qui  revient  à  poser 

a  =  Co  +  kZf 
k  étant  le  fruit  constant  des  parements  GÂ,  DE.  Il  viendra  alors 

et  par  suite 


4Rao+A'2' 

La  hauteur  -  est,  en  général,  très  grande,  de  sorte  que  la  fraction 
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-^  est  très  petite.  Sî  on  a  par  exemple-  =  looo,  et  que  la  hauteur 

totale  h  de  la  pile  soit  inférieure  à  5o  mètres,  ^  sera  moindre  que 

^ — ,  et  la  valeur  de  e^  pourra  être  obtenue  au  moyen  des  pre- 
miers termes  de  la  série 


Ç      ,     px     p*z^ 

^  R  ^  2R»^" 


On  n*en  prendra,  par  exemple,  que  les  trois  prcmieis  termes,  et 
il  viendra  pour  6^ 

-  _  N     "*"  R  "^  2K« 
4R        a^+kz       * 

équation  d'une  hyperbole  qui  donne  approximativement  la  forme  à 
assigner  à  la  face  antérieure  et  à  la  face  postérieure  de  la  pile. 

On  peut  d'ailleurs  substituer  à  cette  hyperbole  une  ligne  droite 
moyenne,  ce  qui  entraîne  la  substitution  d'un  plan  aux  surfaces 
courbes  qu'on  vient  de  défînir. 

Si  par  exemple  le  fruit  k  est  très  petit,  on  a  approximativement 

1  -f-  — -  Z 

ce  qui  est  l'équation  d'une  droite 

Si  les  sections,  au  lieu  d'être  rectangulaires,  avaient  une  forme 
plus  compliquée,  la  solution  pourrait  encore  s'obtenir  par  les  mêmes 
principes. 

On  peut  choisir  pour  la  face  CA  le  fruit  k  de  telle  sorte  que  la  face 
antérieure,  ramenée  à  la  forme  plane,  ait  aussi  le  même  fruit.  L'é- 
quation de  sa  ligne  de  plus  grande  pente  étant 


*'""4Rao^4Uao\K       aj^' 
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la  condition  de  l'égalité  des  fruits  sera  remplie  si  l'on  a 


4Rao\R       aj' 

c'est-à-dire 

Î>N 

jr,_     AR*«o     _ao       PN 

..      N     --R4Ra;+N' 

*    1      !  n  -a 

iRa; 
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81.  Supposons  qu'une  sphère  pesante  repose  snr  un  plan  hori- 
zontal. Un  tassement  s'opérera  tout  autour  du  point  géométrique  de 
contact,  et  créera  une  région  finie,  limitée  à  un  petit  cercle  de  la 
sphère,  sur  laquelle  la  pression  totale  se  répartira  d'après  une  cer- 
taine loi.  On  ne  peut  plus  admettre  ici  Phypothèse  du  plan^  qui 
exprimerait  par  une  formule  linéaire  les  pressions  produites  aux 
différents  points.  La  pression  locale  doit  être,  en  effet,  maximum 
au  centre  de  la  région  pressée  ;  elle  diminue  tout  autour  de  ce 
point  d'après  la  distance  au  centre,  et  se  trouve  nulle  en  tous  les 
points  du  contour  qui  la  limile.  La  répartition  peut  donc  être  i-epré- 
sentée  par  les  ordonnées  d'une  surface  de  révolution  qu'on  peut 
assimiler  à  la  zone  sphérique  elle-même  qui  subit  la  pression,  en 
comptant  les  ordonnées  à  partir  de  la  base  de  cette  zone.  Mais  le 
problème  n'en  reste  pas  moins  indéterminé,  car  on  ignore  jusqu'où 
la  zone  de  contact  s'étend. 

De  même  lorsqu'un  cylindre  pesant  ou  chargé  de  poids  est  posé 
sur  un  plan  horizontal,  le  tassement  qui  s'opère  dans  le  plan  et  dans 
le  cylindre  crée  une  bande  finie  de  contact  de  part  et  d'autre  de  la 
génératrice  suivant  laquelle  se  toucheraient  les  deux  surfaces,  si  les 
corps  conservaient  leurs  formes  géométriques.  Là  encore  la  pression 
locale  doit  être  maximum  pour  cette  génératrice  moyenne,  et  dimi- 
nuer de  chaque  côté  jusqu'à  la  valeur  zéro,  qu'elle  a  sur  les  deux 
génératrices  au  delà  desquelles  les  surfaces  se  séparent.  On  peut 
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encore  admettre  qae  les  pressions  locales  sont  représentées  en  cha- 
que point  par  Tordonnée  de  la  surface  cylindrique  rapportée  au  plan 
sécant  qui  limite  la  bande  comprimée.  Mais  quand  on  cherche  la 
répartition  effective,  on  est  arrêté  par  cette  circonstance,  que  l'éten- 
due de  la  région  comprimée  n'est  pas  connue  a  priori. 

Le  problème  ne  peut  donc  être  traité  que  par  l'expérience.  Nous 
citerons  dans  cet  ordre  d'idées  les  recherches  de  Coulomb  sur  la 
résistance  au  roulement  des  cylindres  ;  dans  ce  cas,  la  déformation 
n'est  plus  symétrique  par  rapport  à  l'arête  du  contact  géométrique, 
et  elle  se  produit  tout  entière  en  avant  de  cette  arête.  Dupuit  et  le 
général  Morin  ont  renouvelé  ces  expériences  en  étudiant  la  question 
du  tirage  des  voitures.  La  résistance  des  rouleaux  a  été  étudiée  à 
nn  autre  point  de  vue,  en  ce  qui  concerne  les  rouleaux  de-  friction 
qui  supportent  les  fermes  métalliques  d'un  pont,  sur  les  culées  ou 
les  piles,  et  qui  doivent  faciliter  les  mouvements  de  dilatation  et  de 
contraction  produits  par  les  variations  de  la  température.  Pour  un 
rouleau  cylindrique  en  fonte  de  lo  à  12  centimètres  de  diamètre, 
l'expérience  a  conduit  à  limiter  la  pression  totale  à  \oo  ou  \^o 
kilogrammes  par  centimètre  linéaire  de  génératrice.  Cette  limile 
peut  être  considérée  comme  faible,  msûs  il  est  prudent  de  ne  pas  la 
dépasser,  si  l'on  a  égard  à  la  difficulté  qu'on  rencontre  lorsqu'on 
veut  égaliser  les  pressions  entre  les  divers  rouleaux  réunis  dans  un 
même  chariot  pour  recevoir  la  pression  totale  des  fermes. 

Lorsqu'on  passe  d'un  rouleau  à  un  autre  de  diamètre  différent,  la 
pression  limite  qu'on  peut  faire  supporter  à  ces  rouleaux  varie  pro- 
portionnellement à  la  racine  carrée  du  diamètre,  et  l'on  a,  en  appe- 
lant P  la  pression  totale  par  centimètre  de  longueur  et  D  le  dia- 
mètre, P  étant  mesuré  §n  kilogrammes  et  D  en  centimètres, 

P  =  40v1). 
Cette  formule  s'applique  aux  rouleaux  en  fonte.  Les  ingénieurs 
américains  vont  même  plus  loin,  et  posent 

P  =  56VD. 

Pour  la  sphère ,  on  devrait  admettre  que  la  pression  limite  P  est 
proportionnelle  au  diamètre  lui-même  et  non  à  sa  racine  carrée. 
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On  trouvera  dans  le  Bulletin  de  la  Société  des  ingénieurs  civils^ 
séance  du  5  octobre  i883,  une  communication  intéressante  de 
IL  S.  Périsse  sur  les  efforts  horizontaux,  exercés  sur  les  piles  et 
culées  par  la  contraction  ou  dilatation  des  poutres,  efforts  qui  varient 
suivant  que  la  poutre  repose  sur  des  rouleaux  ou  sur  des  glissières. 
Ces  efforts  sont  parfois  assez  énergiques  pour  renvei-ser  en  dedans 
les  bulées,  ou  pour  en  arracher  les  assises. 

82.  La  méthode  suivante  pourrût  être  suivie  pour  déterminer 
l'étendue  de  contact  qui  s'établit  autour  du  point  d'appui  sur  un  plan 
fixe  d'un  corps  terminé  par  une  surface  de  révolution.  Nous  suppo- 
serons que  le  corps  soit  déformable  et  que  le  plan  ne  le  soit  pas. 

Fig.  (M. 


Soit  ABC  la  méridienne  du  corps, 

B6  Taxe  de  révolution, 

XX'  le  plan  fixe  horizontal,  contre  lequel  le  corps  éprouve  un  tas- 
seipent  représenté  par  le  volume  DBE,  de  sorte  que  DE  soit  la  sur- 
face de  contact.  L'arc  DBE  est  assimilable  à  im  arc  de  parabole, 
que  nous  définirons  par  l'équation 

h  étant  la  hauteur  FB  du  tassement  pris  sur  Taxe  de  révolution,  a 
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le  rayon  FE  =  FD,  et  r  =  FM,  y  =  MN  les  coordonnées  d'un  point 
N  quelconqae.  A  cette  ordonnée  y  correspond  par  hypothèse  une 
pression  R  proportionnelle  par  unité  de  surface.  Nous  poserons 
donc 


r  =  *a(i-5). 


Cette  pression  s'applique  à  toute  la  surface  annulaire  comprise 
entre  les  rayons  r  et  r  -f  (fr  ;  ce  qui  donne  une  pression  de 


(-&) 


«kAAII— ^Irdr 


pour  Tensemble  de  cet  anneau. 

L'intégrale  de  cette  expression,  prise  de  r  =  o  à  r  =  a,  repré- 
sente la  pression  totale,  c'est-à-dire  le  poids  P  qui  pèse  sur  la  base 
DE«  C'est  le  poids  du  corps  et  de  la  surcharge  qu'il  supporte.  On  a 
donc 

(I)  ^  =  %rJck  C*  U  —  Ç\ rdr  =  |  i^khaK 

Imaginons  qu'on  fasse  tourner  uniformément  le  corps  et  sa  sur- 
charge autour  de  la  verticale  GF,  et  qu'on  mesure  le  travail  total 
qu'on  aura  dépensé  pour  lui  faire  faire,  avec  une  vitesse  constante, 
un  nombre  déterminé  de  tours.  Ce  travail  est  égal  au  travail  du  frot- 
tement sur  la  surface  du  joint  DE,  s'il  n*y  a  pas  d'autres  résistances 
opposées  au  mouvement  du  corps.  On  pourra  donc  déterminer  le 
travail  T  du  frottement  pour  un  tour  unique. 

Or  ce  travail  est  facile  à  calculer. 

La  pression  totale  sur  la  couronne  annulaire  comprise  entre  les 

rayons  r  et  r-{-dr  est,  comme  on  l'a  vu,  ^iJch  ix ;  )  rdr.  A  cette 

pression  correspond  un  frottement  égal  à  son  produit  par  le  coeffi- 
cient /,  supposé  constant  et  préalablement  déterminé  pour  les  deux 
corps  en  contact,  et  pour  avoir  le  travail  du  frottement  correspondant 
à  un  tour,  il  faut  encore  multiplier  par  le  chemin  parcouru  sur,  ce 
qui  donne  pour  le  travail  cherché  accompli  par  le  frottement  de 
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l'anneau 


dl  =  iT^khfU  -  ^)r'dr. 


Le  travail  total  T  pour  un  tour  est  la  somme  du  travail  élémentaire 
pour  chaque  anneau,  et  Ton  a 

(2)  T  =  4r*W  C*  (l  -  Ç\^dr  =  ^  n^khja^. 

Si  donc  on  a  évalué  T  par  une  expérience,  on  éliminera  kh  en 
divisant  l'équation  (9)  par  l'équation  (1),  et  on  aura  pour  déter- 
miner a  l'équation 

(3)  {!»/«=?• 

Dne  a  fois  déterminé,  il  serait  facile  d'en  déduire  h  d'après  la 
forme  primitive  de  la  courbe,  puis  B,  à  l'aide  de  l'équation  (i). 

On  a  supposé  le  plan  indéformable  et  la  déformation  portant  tout 
entière  sur  le  corps  qui  y  est  posé.  Des  résultats  analogues  seraient 
obtenus  par  d'autres  hypothèses,  et  on  pourrait  toujours  conserver 
l'équation  (3)  ;  car  la  modification  à  introduire  dans  le  calcul  consis- 
terait à  substituer  à  A  et  à  â  des  valeurs  moindres ,  qui  laissent  sub- 
sister la  forme  des  équations  (1)  et  (2),  et  n'interviennent  en  rien 
dans  l'équation  (3). 


LIVRE  SECOND. 


FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DROITES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DROITES  SOLLICITÉES 
PAR  DES  FORCES  NORMALES. 


EFFORT  TRANGHAtVT,   MOMENT   FLÉCHISSANT,   MOMENT   D* ÉLASTICITÉ. 

83.  GoDsidéroDS  nue  pièce  prismatique  MN,  en  équilibre  sous 

ng.05,  l'action  de  forces  normales 

-rj^        «      à  sa  direction,  données  de 
-Pi,  grandeur  et  de  position,  et 


toutes  situées  dans  un  même 
plan,  qui  sera  pour  la  pièce 
un  plan  de  symétrie.  C!oupons-la  par  un  plan  PQ  perpendiculaire  à 
sa  longueur. 

Le  plan  PQ  partage  la  pièce  en  deux  tronçons,  qui  sont  en  équi- 
libre chacun,  sous  Taction  des  forces  extérieures  qui  y  sont  spécia- 
lement appliquées  et  des  forces  moléculaires  développées  dans  la 
section  PQ.  Ces  forces  moléculaires  font  donc  équilibre  aux  force» 
extérieures  qui  sollicitent  Tun  quelconque  des  deux  tronçons. 

Prenons  en  particulier  le  tronçon  PQN  ;  soientF,  F,  F'....  les  forces 
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normales  qui  agissent  sur  lui;  soient  de  plus  /,  f^  /"....  les  dis- 
tances de  ces  forces  à  la  section  PQ,  ou  les  bras  de  levier  de  ces  forces 
par  rapport  à  un  point  quelconque  de  cette  section.  Les  forces  mo- 
léculaires dans  le  plan  PQ  se  réduisent  donc  pour  Téquilibre  : 
1*  à  une  force   A»  égale  et  opposée  à  la  somme  algébrique 

a*"  à  un  couple  M,  égal  et  opposé  à  la  somme  des  moments 

Gela  posé,  on  appelle  : 

Effort  tranchant  dans  la  section  PQ,  la  résultante  F  +  F  +  F*+,.. 
des  forces  qui  tendent  à  faire  glisser  la  portion  PQN  sur  la  portion 
PQM,  en  cisaillant  la  pièce  suivant  le  plan  PQ; 

Résistance  à  t effort  tranchant  la  force  moléculaire  A,  égale  et 
contraire  à  l'effort  tranchant  ; 

Moment  fléchissant  ou  moment  de  rupture^  le  couple  résultant 
F/+F'/'+F"/''+«-*«  d^  moments  des  forces  extérieures  qui  tendent 
à  courber  la  pièce  dans  la  section  PQ  ; 

Moment  d élasticité^  le  couple  résultant  M  des  actions  moléculaires 
développées  dans  la  section  PQ,  égal  et  opposé  au  moment  fléchis- 
sant. Nous  adoptons  cette  définition  du  moment  d* élasticité,  confor- 
mément à  l'usage  adoptai  pai*  plusieurs  auteurs,  notamment  par 
Bélanger  (i)  et  par  Delaunay  (2).  Mais  nous  verrons  plus  loin  que 
d'autres  auteurs  donnent  à  l'expression  moment  d élasticité  une 
signification  différente.  Pour  éviter  toute  confusion  on  pourrait  ap- 
peler le  moment  d'élasticité,  tel  que  nous  l'avons  défini,  moment 
du  couple  résultant  des  forces  élastiques.  La  confusion  n'est  du  reste 
pas  à  craindre  (3). 

EXPRESSIONS  DIVERSES   DU   MOxVlENT  D* ÉLASTICITÉ* 

SA.  Soient  AB,  A'B'  deux  sections  transversales  infiniment  voi- 
sines   faites  dans  la  pièce,  et  parallèles  dans  l'état  natiœeL  Après  la 

(1)  Cours  de  l'École  des  ponts  et  chaussées. 

I2)  Mécanique  rationnelle,  liy.  l\\,  p.  228. 

(3)  M.  Bresse  a  donné  à  ce  mouient  des  forces  élastiques  le  nom  de  moment  (Tin* 
flexibilité,  pour  montrer  qu'il  s'agit  des  forces  qui  résistent  à  la  flexion,  et  qui  éqaili- 
breut  le  moment  fléchissant. 
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Ul 


déformation  du  prisme,  on  peut  concevoir  que  la  position  nouvelle 

de  la  section  A6  soit  ramenée  à  coïncider  avec  sa 
position  primitive,  et  alors  les  molécules  de  la 
section  A'B'  prennent  une  certaine  position  A^'B"» 
différente  de  MV.  L'hypothèse  de  Jacques  Ber- 
noulli  revient  à  admettre  qu'après  la  déformation, 
les  molécules  primitivement  situées  dans  le  plan 
normal  A'B'  appartiennent  encore  à  un  plan  k"V 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  et  normal  à 
la  pièce  fléchie.  Ces  deux  plans  A"B"  et  h'V  se 
coupent  suivant  une  droite  projetée  en  6. 
^  Considérons  le  prisme  élémentaire  ayant  pour 

base  Télément  de  section  projeté  en  mn  dans  la  section  AB  ;  ce  prisme 
avait  avant  la  déformation  la  longueur  mm'  ;  après  la  déformation» 
sa  longueur  devient  mm".  Désignant  par  co  la  section  de  la  base 
projetée  en  mn^  l'extension  du  prisme  élémentaire  représente  une 


tension  égale  à 


Eo>  X  m'm" 


mm 


Ce  sont  toutes  les  forces  analogues  qui  doivent  se  réduire  à  un 
couple,  dont  le  moment  doit  être  égal  au  moment  d'élasticité  de  la 
pièce  dans  la  section  AB. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  algébrique  de  toutes 
ces  forces  parallèles  soit  égale  à  zéro,  ce  que  Ton  exprin^e  en  posant 


z 


mm' 


=  0. 


La  somme  S  doit  être  étendu?  à  toute  la  section  A'B'.  Cette  équation 
se  réduit  à  £  (a>  x  nini')  =  o»en  faisant  sortir  du  signe  S  les  facteurs 

1 


constants  E  et 


rnnif* 


Mais  dans  le  triangle  Gnini\  nini'  est  proportionnel  à  6m',  de 
aorte  que  l'équaUon  précédente  revient  à  celle-ci 


^(«xGm')  =  0; 
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cette  équation  indique  que  le  centre  de  gravité  de  la  section  A'F  se 
projette  au  point  G  sur  le  plan  de  symétrie.  La  fibre  IG,  qui  passe 
par  ce  point,  ne  change  pas  de  longueur  par  suite  de  la  déformation: 
c'est  la  jibre  neutre.  L'axe  neutre  d'une  pièce  droite  sollicitée  par 
des  forces  normales  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité 
des  sections  transversales. 
Le  moment  d'élasticité  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  forces 

— ^^p —  par  rapport  à  la  droite  projetée  en  6  :  nous  aurons  donc 
à  faire  la  somme 

en  l'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  section  A'ff. 

Prolongeons  le  plan  A"B"  jusqu'à  la  rencontre  en  0  avec  le  plan  AB, 
Les  triangles  semblables  OIG,  Gm'm"  donnent  la  proportion 

m[m^  _  mW[  _  Gwi[  ^ 
mni         IG    ""  01  • 
Donc 

mnC        ""   01  * 

et  le  moment  d'élasticité  est  par  conséquent  égal  & 


^Yé^^^^m% 


La  somme  S  (o)  xGm'*)  est  le  moment  d  inertie  de  la  section  A'ff, 
ou  de  la  section  AB,  par  rapport  à  la  droite  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  cette  section  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 
Nous  le  représenterons  par  la  lettre  I. 

Le  point  0,  point  de  rencontre  des  deux  normales  AB,  A"B"  à  l'axe 
neutre  après  la  flexion,  est  le  centre  de  courbure  de  cette  ligne  une 
fois  fléchie.  Le  dénominateur  01  est  donc  le  rayon  de  courbure  p  de 
l'axe  neutre  déformé. 
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La  première  expression  du  moment  d'élasticité  est  en   défini- 

Uve— . 
P 

M  étant  le  moment  fléchissant  dû  aux  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  le  prisme  entre  la  section  considérée  et  l'une  des  extrémités  de 
ia  pièce,  moment  pris  avec  le  signe  convenable,  l'équaUon 

définit  la  courbe  affectée  par  Taxe  neutre  après  la  déformation.  On 
admet  en  général  que  la  déformation  est  assez  petite  pour  ne  pas  alté- 
rer sensiblement  les  valeurs  et  les  positions  des  forces  extérieures. 

85.  Si  l'on  prend  l'axe  neutre  avant  la  déformation  pour  axe  des 
abscisses^et  que  y  représente  après  la  déformation  l'ordonnée  du 
point  de  l'axe  neutre  défini  par  son  abcisse  â?,  'on  aura  pour  le  rayon 
de  courbure 


['  -  m 


d3* 


Or  la  petitesse  des  déformations  permet  de  négliger  IJ-j  vis-à- 
vis  de  l'unité;  on  a  donc  approximativement 


et  l'équation 


EI^  =  M 


est  l'équation  différentielle  de  Taxe  neutre  déformé. 

86.  Proposons-nous  enfin  de  trouver  en  un  point  m  de  la  section  AB 
la  tension  ou  la  compression  de  la  matière.  Pour  y  parvenir  posons 
6m'  =  i),  et  appelons  R  la  tension  par  unité  de  surface  delà  fibre 

IRtIt» 
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Nous  aurons,  en  divisant  la  force 7 —  par  la  section  élé- 
mentaire (0, 

Ex mW^ _  E X Qm' _ Et> 

'^""      wim'      ""      01      ■"  !»• 

Donc 

R_E 


et  par  suite  le  moment  d'élasticité  —  est  aussi  représenté  par  — . 


El     .        •       _,„„.,  __  RI 

P 
C'est  la  troisième  expression  du  moment  d'élasticité»  et  c'est  ane  ex<- 

pression  rigoureuse. 
En  résumé  on  a  la  série  d'équations 

• 

La  dernière  —  =  M  donnera  la  charge  R  par  unité  de  surface  en 

un  point  pris  arbitrairement  dans  une  section  quelconque.  En  attri- 
buant à  t;  la  plus  grande  valeur  absolue  qu'il  puisse  avoir,  on 
trouvera  pour  B  la  plus  grande  charge  à  laquelle  la  matière  soit 
soumise  dans  la  section  considérée. 
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ET  POUR  LES  EFFORTS  TRANCHANTS. 

87.  Toute  section  transversale  PQ  partage  la  poutre  MN  en  deux  tron- 
Fig  67.  çons,  et  suivant  que  l'on  considère  l'un 

de  ces  tronçons  ou  l'autre,  les  forces 
moléculaires  à  introduire  dans  les  cal- 


r» 


1 N ,  culs  sont  dirigées  dans  un  sens  ou  en 


0  |.  I  sens  opposé. 

'   ^  Ainsi  considérons  le  tronçon  PQN,  si- 

tué à  droite  du  plan  sécant.  La  résis- 
tance à  l'effort  tranchant  développée 


SIGNES.  ii5 

dans  le  plan  PQ*  sera  égale  et  contraire  à  la  somme  algébrique 
F-f  FH-«««  des  forces  appliquées  au  tronçon  PQN  pris  isolément. 
Ce  sera  une  certaine  force  A,  qui  a  un  sens  parfaitement  déterminé, 
et  qui  représente  l'action  tangentielle  au  plan  PQ,  exercée  par  le 
tronçon  liPQ  sur  le  tronçon  PQN.  Si  au  contraire,  on  étudie  ce  qui 
se  passe  dans  le  tronçon  MPQ,  à  gauche  de  PQ,  on  trouvera  pour  ré- 
sistance à  Tefifort  tranchant  une  force  À',  égale  et  contraire  à  A,  et 
qui  sera  l'action  tangentielle  exercée  par  PQN  sur  MPQ,  ou  la  réac- 
tion égale  et  contraire  à  l'action  A. 

Pour  définir  entièrement  Tefifort  tranchant  en  un  point  donné,  il 
est  donc  nécessaire  de  dire  à  quel  côté  du  plan  PQ  on  le  suppose 
appliqué;  car  il  change  de  signe  d'un  côté  à  l'autre  de  ce  plan. 
Le  moment  fléchissant  et  le  moment  d'élasticité  donnent  lieu  à  des 

observations  de  même  nature.  On  attribue 
^'    '  en  mécanique  aux  moments  des  forces  les 

signes  +  ou  — ,  savoir,  le  signe  +,si  les 
forces  tendent  à  faire  tourner  leurs  points 
d'application  de  gauche  à  droite  autour 
de  l'axe  des  moments,  et  le  signe  —  si 
elles  tendent  à  les  faire  tourner  de  droite  à 
gauche;  avec  cette  convention,  les  signes 
du  moment  fléchissant  et  du  moment  des  forces  élastiques  n'ont 
pins  rien  d'arbitraire,  pourvu  qu'on  indique  auquel  des  deux  tron- 
çons MPQ,  PQN  on  suppose  les  forces  appliquées. 

Nous  rapporterons  la  courbe  formée  par  l'axe  neutre  après  la  dé- 
formation,   à  deux  axes  rectangulaires,  OX,  OY,  dont  l'un  OX 
coïncide  d peu  près  (i)  avec  l'axe  neutre  avant  la  déformation. 
La  parUe  positive  de  l'axe  OY  étant  dirigée  au-dessus  de  l'axe  OX, 

l'analyse  donnera  une  valeur  positive  à  la  seconde  dérivée  -7^    le 

long  de  tout  arc  de  courbe  AB  qui  a  ses  centres  de  courbure  G  au- 
dessus  de  sa  direction,  c'est-à-dire  le  long  de  tout  arc  AB  concave 


(0  ^  peu  ptètf  parce  que  l'axe  neutre  peat,  dans  Tétat  naturel,  n'être  pas  rigou* 
itQseneat  une  ligne  droite. 

10 


146  SIGNES. 

du  côté  des  ordonnées  positives,  et  une  valeur  négative  à  la  seconde 
dérivée  le  long  d'un  arc  A'B'  concave  yera  les  ordonnées  négatives. 

L'expression  trouvée  pour  le  moment  d'élasticité,  £1  -^,  a   tou- 
jours le  signe  de  ^,  lequel  ne  dépend  par  conséquent  que  de  la 

forme  prise  par  la  fibre  neutre* 

Le  moment  d'élasticité  pris  avec  le  signe  que  lui  attribue  la  sta- 
tique est  donc  égal,  suivant  le  tronçon  considéré,  à 

ou  à 

Mais  la  règle  suivante  permet  d'éviter  cette  distinction,  moyen- 
nant une  nouvelle  convention  sur  le  signe  des  moments  des  forces. 
Quel  que  soit  le  tronçon  considéré,  on  peut  employer  l'équation 

en  prenant  positivement  les  moments  des  forces  qui  tendent  à 
augmenter  algébriquement  la  courbure  du  tronçon  dans  la  section 
PQ,  et  n^ativem^it  les  moments  des  forces  qui  tendent  à  la  ëimi- 
nuer  algébriquementm 
Rappdons  qu'une  augmentation  algébrique  peut  consister  dans  la 
fi^^  09.  diminution  de  la  valeur  absolue  d'une  quan- 

tité négative. 

Ainsi  des  deux  courbes  AB,  AjB^,qui  toutes 
deux  ont  des  courbures  négatives,  la  courbe 
la  moins  prononcée,AB,est  celle  qui  algébri- 
quement a  la  plus  grande  courbure,  parce 
qu'en  valeur  absolue,  sa  courbure  est  la 
moindre. 
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OBSERVATIONS  SUE   LES  FORHULES 

88. —  !•  Plusieurs  auteurs,  entre  autres  Navier,  appellent  moment 
(réiasticité,  non  pas  le  moment  des  forces  élastiques  égal  et  contraire 
au  moment  H  des  forces  extérieures ,  mais  le  produit  El  du  moment 
d'inertie  de  la  section  par  le  coefficient  d'élasticité.  C'est  une  défi- 
nition que  nous  n'emploierons  pas,  mais  qu'il  est  utile  de  connaître. 

2«  Des  équations 

P 

la  première  seule  est  rigoureusement  conforme  à  l'hypothèse;  la 
seconde  n'est  qu'approximative,  car  elle  se  déduit  de  la  première 

par  la  suppresûon  du  facteur    1  +  f  ^  j      qui  «  dans  les  applica- 
tions aux  poutres  droites,  est  très  voisin  de  l'unité. 

Ces  deux  équations  sont  des  équations  différentielles  du  second 
ordre;  l'intégration  introduira  deux  constantes  arbitraires,   qu'il 
faudra  déterminer  dans  chaque  cas  particulier. 
Par  exemple,  supposons  qu^'une  pièce  MN  de  section  uniforme  soit 

sollicitée  par  deux  couples  (P ,  — P) ,  (F,  — F), 
se  faisant  équilibre.  11  est  facile  de  voir 
qu'entre  les  points  1  et  K  où  s'appliquent 
les  forces  P  et  F  les  plus  voisines,  la  courbe 
formée  par  l'axe  neutre  sera  un  arc  de 
cercle. 
^'  r  En  effet,  coupons  la  poutre  en  un  point  G 

de  cet  intervalle;  nous  aurons  en  ce  point 

H  étant  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces  F,  —F  par  rap- 
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port  au  point  6,  c'est-à-dire  le  moment  du  couple  donné  (F,  — F). 
L'équation  précédente  montre  que  le  rayon  de  courbure  p  est  constant 
dans  tout  Tintervalle  IK ,  ou  que  l'arc  IK  appartient  à  une  circonfé- 
rence dont  elle  fait  connaître  le  rayon.  Restent  deux  constantes  à 
déterminer  pour  définir  la  position  de  l'arc  (i). 

RI 
S*  L'équation  —  =M  donne  dans  chaque  section  les  valeurs  de 

la  pression  de  la  matière,  aux  points  éloignés  de  la  quantité  v  de 
l'axe  neutre. 

Le  moment  d'élasticité  est  regardé  comme  positif  quand  la  cour- 
bure est  positive;  si  l'on  compte  positivement  les  quantités  v  au- 
dessus  de  l'axe  neutre,  les  valeurs  positives  de  R  indiqueront  une 
pression,  et  les  valeurs  négatives  prises  en  valeur  absolue,  une 

tension. 

El 
&''  L'équation  —  =  M,  qui  conduit  à  déterminer  la  forme  prise 

P 
par  la  fibre  neutre,  renferme  le  coefiicient  d*élasticité  E. 

RI 
L'équation  —  ==  M,  qui  donne  la  répartition  des  pressions  dans  les 

sections  transversales,  ne  renferme  pas  ce  coefficient* 

AUTRE  MANIÈRE  D*  EXPOSER  LA  THÉORIE. 

89.  Soit  AR  une  section  transversale  faite  dans  la  poutre  ; 

G,  le  centre  de  gravité  de  cette  sec- 
tion; 

GX,  un  axe  normal  à  la  section,  mené 
par  le  centre  de  gravité  ; 

Y6X,  le  plan  de  symétrie  dans  lequel 
agissent  les  forces  appliquées  aux  dif- 
férents points  de  la  pièce  ; 

El 

(1)  si  an  lieu  de  la  formule  ~  =M,   on  employait  la  formule  approximative 

dUht 
El  j^ss  H,  on  trouYeralt  pour  la  courbe  IK  un  arc  de  parabole*  très  Toisin  de  i'aro 

de  cercle  donné  par  l'équation  rigoureuse,  pouryu  que  rincUnaison  —^  des  tangentes  à 
ces  arcs  reste  très  petite. 
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6U,  un  axe  mené  par  le  point  6  dans  le  plan  de  la  section,  perpen- 
fficolairenient  au  plan  de  symétrie  ; 

GV,  un  troisième  axe,  mené  par  le  point  6  perpendiculairement 
aux  deux  premiers. 

CoDsidéroDs  en  M  un  élément  de  section  ayant  pour  aire  dudv  ;  la 
force  moléculaire  développée  sur  cet  élément,  et  rapportée  à  Tunité  de 
surface,  peut  être  décomposée  parallèlement  aux  trois  axes  ;  appelons 
R  la  composante  parallèle  à  GX,  T«  la  composante  parallèle  à  Taxe  GO, 
et  Tp  la  composante  parallèle  à  GV.  La  force  R  représentera  l'efFort  de 
compression  ou  d'extension  subi  par  la  fibre  qui  passe  au  point  M  ;  les 
forces  T«,  T,  seront  les  efforts  de  glissement  parallèles  aux  axes 
GD,  GV,  auxquels  la  même  fibre  est  appelée  à  résister. 

Écrivons  les  six  équations  d'équilibre  in  tronçon  de  poutre  Hmité 
au  plan  AB  ;  appelons  A  l'effort  tranchant,  H  le  moment  fléchissant, 
il  viendra,pour  les  équations 

des  composantes  parallèles  à  GX,        ^J  Rdudv  =  0 , 

—  parallèles  à  GU ,         S5  Tududv  =  0  , 

—  parallèles  a  GV,         l\  T^udv  =  A , 

et  pour  les  équations  des  moments 

autour  de  GX ,  JJ  (T.tt— T„r)  x  dudo = 0 , 

—  deGV,  5JRudMd»  =  0, 

—  deGU,         JJ  Rvdtido  =  M« 

Les  doubles  sommes  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  sec- 
tion AB. 

De  ces  six  équations,  il  y  en  a  trois  qui  contiennent  la  force  R,  et  les 
trois  autres  contiennent  les  forces  tangentielles  T«  et  T..  Laissons 
provisoirement  ces  trois  dernières  de  côté.  11  viendra  pour  déterminer 
la  fonction  inconnue  R  les  trois  relations 

JJ  Rdudv  =  0  , 
JJ  Rududv  =  0 
J5  ÏLvdudv  =t  M. 


a 
a 


iSO  AUTRE  EXPOSlTIOIf 

Nous  ferons  une  hypothèse  sur  la  forme  de  la  fonction  B  ;  elle 
consistera  à  poser 

R  =  au  +  ft»  +  c; 

0 

a,  6,  c  étant  des  fonctions  de  .t,  indépendantes  de  »  et  de  ti*  Subs;ti- 
twxi  cette  expressioc,  on  a  les  trois  équations 

a  II  ududv  +  6  $$  vdtudv  +  c  ^^  dudv  =s  0, 
JJ  u^dud»  +  b  II  uvdudo+  c  H  ttâudo^  0, 
Il  uvdudv  +  ô  JJ  v^dudv  +  c  JJ  vdudo  =  M. 

Si  les  forces  extérieures  avaient  .des  composantes  parallèles  à  la 
pièce,  il  suffirait  de  remplacer  dans  la  première  équation  le  zéro  du 
second  membre  par  la  somme  de  ces  composantes. 

Le  point  6  étant  le  centre  de  gravité  de  la  section,  on  a  identi- 
quement 

Il  ududv  SA  0»       J5  ^^^  =  ^' 

De  plus,  la  section  est  supposée  symétrique  par  rapport  au  plan 
VGX  ;  la  droite  GY  est  donc  un  des  axes  principaux  de  Tellipse  d'iner- 
tie, €t  par  suite 

{{  ttodudv  =  0. 

Les  équations  se  réduisent  donc  à 

c  JJ    dudo  :=  0, 

à  II  U^éltdl9=^%i, 

b^iMudv^yL 

D'où  Ton  déduit 

c=0.       a=0.       b=.^^^^^  =  j. 
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car  ^^v^dtàdv  est  le  momeut  d'inertie,  I,  de  la  section  par  rapport  à  la 

droite  GU. 

On  Toit  en  mfime  temps  qne  si  la  section  n'était  pas  symétrique  par 
rapport  au  plan  moyen  YGX,  les  coefficients  a  et  6  êe  détermineraient 
par  les  équations 

a  II  u^dudv  +  ^  $$  itvdudv  =  0, 
a  JJ uvdudv  +  6  JJ  v*dudv  =  M, 

ce  qui  donnerût 


a=: 


M  S^  uvdvdv 


*==  — 


(JJ  uvdudv)*  —  JJ  u'^dudc  x  SJ  v^dudv* 
M  II  uvdudv 


(5S  urdudr)"  — {S5  u'dadt?)  (SStJ^dadu)' 


Le  coefficient  â(  ne  serait  pas  nul,  et  la  déformation  de  la  pièce  ne 

s'opérerait  pas  parallèlement  à  son  plan  moyen. 

M 
Dans  rfaypothèse  où  nous  nous  plaçons,  a  est  nul,  et  b  égal  à  y. 

Mo 
Donc  R  sss  -^ ,  formule  à  laquelle  on  est  déjà    parvenu.   Notre 

Donvelle  analyse  a  Favantage  de  mettre  en  évidence  l'impor- 
tance de  la  symétrie  de  la  pièce  par  rapport  à  son  plan  moyen. 

Nous  pouvons  passer  facilement  de  là  à  la  recherche  de  la  défor- 
mation. 

Soit  dx  la  longueur  d'un  élément  66'  pris  sur  la  fibre  neutre 
(fig.  7s^.  Cet  flément  ne  change  pas  de  longueur  par  suite  de  la 
déformation.  Un  élément  parallèle  Mlif,  défini  par  la  distance  v  =611, 
ioqmeit  par  soile  de  la  déformation  une  longueur  daf^  et  se  rae- 

courcit  par  eoaséquenC  de  la  quantité  dx — âafx  la  compression 
correspondante  de  l'élément  est 

dx 

Donc 

Ejdx^dx')  _  Mo 
dx         ■■*   1  • 
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Les  deux  sections  MG,  M'G',  primilivement  parallèles,  viennent 
Fig.  72.  converger  en  un  point  0,  qui  est  le  centre  de  cour- 
bui^e   de   la   fibre   moyenne,    et  les   triangles   sem- 

MM'       OM 
blables  OMM',  OGG',  donnent  la  proportion  qg?  =  ÔG' 

appelant  p  le  rayon  de  courbure  OG,  on  a  0M  =  p  —  t?, 

MM'  ==  dx\  GG'  =  cte,  et  5=^  =  ^ ,   ou  bien 

ax  p 

dx  —  d£       V    ^       Ev        Mv        •    p    El        ,, 

=  -.  Donc  —  =  -i-,  et  enfin  —  =  M. 

cte  p  p  I  p 


APPLICATIONS. 

Détermination  des  efforts  tranchants  et  des  moments  fléchissants 
dans  une  poutre  droite  posée  sur  deux  appuis  de  niveau. 

90.  Les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  poutre  sont,  d'une 
Fig.  •.  part,  les  poids  qu'elle  porte  et  qu'on 

suppose  donnés,  et,  d'autre  part,  les 
réactions  des  appuis. 

i"'  CAS.  —  Les  poids  donnés  se  ré- 
duisent à  une  charge  également  répar- 
tie sur  la  longueur  de  la  pièce. 
Soient  AB  la  poutre,  A  et  B  les  appuis;  soii  enfin  p  le  poids  uni- 
formément réparti  par  unité  de  longueur. 

Les  réactions  des  appuis  seront  verticales  et  égales  à  - — 

Prenons  le  point  A  pour  origine  et  AB  pour  axe  des  abscisses ,  puis 
eonsidérons  un  point  M  défini  par  son  abscisse  AM  =  x.Lq  moment 
léchissant  M  des  forces  extérieures  agissant  sur  la  pièce  entre  la  sec- 
tion M  et  l'une  des  extrémités  A  sera  égal  à  la  différence 

va  xi 

^  xx  — pxx^  =  gp{œr  — a:*)  =  M. 

L'efibrt  tranchant  A  dans  la  section  M  est  égal  à  la  différence 


-^ px  =  A. 
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On  reconnaît  sur  le  champ 

l""  Que  le  moment  fléchissant  M  est  proportionnel  à  Fordonnée 
d'une  pcorabole  dont  Féquation  serait 

le  facteur  m  étant  introduit  pour  rendre  l'équation  homogène  et  dé- 
pendant seulement  du  choix  de  l'échelle  des  hauteurs; 
Qae  M  est  nul  au  point  A  et  au  point  B,pour  a;  =  o  et  pour  j?  =  a, 

et  qu'il  est  maximum  au  point  G,  milieu  de  la  portée,  pour  x  =  ^i 
il  est  alors  égal  à  ^  pa*  ; 

o 

2*  Que  l'efTort  tranchant  A  est  proportionnel  à  l'ordonnée  d'une 
droite  représentée  par  l'équation 

pa     ^ 

n  étant  de  même  un  facteur  dépendant  du  choix  de  l'échelle  des 
hauteurs  ; 

Que  A  est  nul  au  point  G  ;  si  on  le  prend  positivement  dans  la  ré- 
gion CA,  il  acquiert  une  valeur  négative  dans  la  région  CB  ;  il  atteint 
sa  valeur  absolue  maximum  aux  deux  points  A  et  B  ;  il  est  alors  égal 

■A 

Si  Ton  compare  les  deux  équations 


A  =  g  pa  —  px, 

on  voit  (lue  A  =;r^,  c'esl-à-dhre  que  l'effort  tranchant  est  la  dérivée 
du  uioinent  fléchissant  par  rapport  à  l'abscisse. 
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La  parabole  ADB,  qui  passe  par  les  points  A  et  B  et  qui  a  pour  axe  la 
verticale  CD  menée  par  le  milieu  C  de  la  portée,  représente  par  ses  or- 
données les  valeurs  du  moment  fléchissant  en  un  point  quelconque  M.  Si 
l'ordonnée  maximum  CD  représente  le  moment  de  rupture  maximum. 

-  2>a*,  Tordonnée  MF  élevée  au  point  H  représentera  à  la  même 

o 

échelle  le  moment  fléchissant  en  M.  Si  Ton  prend  de  même  à  uot 


échelle  arbitraire  AB  =  ^  et  qu'on  joigne  EG,  Tordomiée  MH  repré- 
sentera, à  cette  seconde  échelle,  la  valeur  de  Tefiort  tranchant  au 
point  M. 

Il  est  facile  de  trouver  la  charge  de  la  matière  par  unité  de  sur- 
&ce  dans  une  section  M  quelconque. 
Soient  Û  Taire  totale  de  la  section  ; 

I,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  une  horizon- 
tale menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité  ; 
R,  la  charge  par  unité  de  surface  en  un  point  de  la  section 

défini  par  sa  distance  «  à  la  fibre  neutre  ; 
R',  la  résistance  moyenne  à  Teffort  tranchant  par  unité  de 
surface. 
On  aura  en  un  point  quelconque 

"  }      d'où  l'on  tire       ?  * 

J  lu* 

Si  Ton  cherche,  au  contraire,  la  forme  de  Taxe  neutre  après  la 
déformation,  on  prendra  l'équation 

^QÙL  l'on  tire,  en  intégrant  deux  fois. 


El  (y  — a:tangfj  =  ^paa:»— Ipx*. 
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et  l'on  détermiiiera  la  Taieiir  de  la  constante  tang<p  en  observant  qne 
pouix  =  ~  on  doit  avoir  ^  =  o;  ce  qui  donne 


tang  f  =  — 


£1 


L'angle  f  est  Fangle  que  Sût  au  point  A  avec  Thorizon  f  axe  neutre 
déformé. 
Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  et  faisant 


x  =  ^,  ona 


=  -^ 


5 

m  ^  384  *■ 


La  valeur  absolue  de  y  est  la  flèche  prise  par  la  poutre. 
M,  «•  Cas.  Pièce  posée  sur  deux  appuis  et  sollicitée  par  un  poids 
jig.  74  unique^  P,  donné  de  position  et  de  gran- 

deur. 
Soit 


AB  =  a,         AE=7  6, 


et  par  suite 


BE=:a  — 6. 


La  réaction  X  au  point  A  sera  déterminée  par  l'équation  des  mo- 
ments autour  du  point  B  ;  on  aura 


donc 


et  de  même 


Xxa=PX(a  — 6), 


x=Çiizii), 


a 


Du  point  A  au  point  E,  le  moment  flécbissant  en  un  point  M  quel- 
conque est  égal  à  X  X,  ou  à     ^  ^  x,  x  étant  la  distance  va- 
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riable  AH.  Du  point  E  au  point  B,  le  moment  fléchissant  en  un  point 

N,  est  représenté  par X  a? — P  {x  —  é)=  — ^ — — P  {x  —  A)» 

X  étant  encore  l'abscisse  AN  du  point  N. 

Le  moment  fléchissant  M  varie  donc  du  point  A  au  point  E  pro- 
portionnellement aux  ordonnées  d'une  droite  AF,  dont  la  plus  grande 

ordonnée,  EF,  représente  la  valeur  ^  ""  ^ —  du  moment  fléchis- 
saut  pour  x=^b.  De  £  en  B,  le  moment  fléchissant  est  représenté 
par  les  ordonnées  de  la  droite  FB. 

L'effort  tranchant  entre  A  et  F  est  partout  égal  à  X  =     ^         ^ , 

Pi 
et  entre  E  et  B,  partout  égal  à — ^Y  ou  à ;  la  différence  de  ces  deux 

valeurs  est  égale  à  P,  et  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  valeur 
correspondante  de  M  prise  par  rapport  à  l'abscisse. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  fibre  neutre  déformée,  nous  em- 
ploierons la  formule 

El  -5— ç  =  M* 

Entre  les  points  A  et  E,  cette  équation  donne 


et  entre  A  et  B, 


ElS  =  ^ 


EI^=(X-P)x  +  PÔ. 


Intégrons  deux  fois  chaque  équation,  ce  qui  introduira  deu^  con- 
stantes pour  chacune  ;  nous  pouvons  écrire  comme  il  suit  les  équa- 
tions obtenues  par  l'intégration  : 

(El(2  +  C)  =  ix(x«-Ô^ 

Tronçon  AE  x         ^  ^  m      /r*         \ 

(  EI(y  +  Ca:  +  C')  =  |x(^-d«afJ 
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El  fê  +  C'A  =  5(X-P)(ac«-ô«J  +  P6(x-ô) 
Tronçon  EB  ^        ^^         ^     % 

EI(y  +  C"a:  +  (r)=|(X-P)  ^~6«xj +P6  (|-6a:j 

Nous  avons  donc  4  constantes  à  déterminer  ;  nous  le  ferons  en  re- 
marquant que  pour  âc  =  o,  y  doit  être  nul  ; 

que  pour  a;  =  a,  y  doit  être  nul  également  ; 

que  pour  a;  =  6,  les  deux  tronçons  de  la  courbe  déformée  doivent 
se  raccorder  tangentiellement,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

doivent  donner  pour  x=b  le  même  y  et  le  même-p  .    En   tout 

4  équations  du  i**  degré  par  rapport  aux  constantes,  ce  qui  permet 
d'en  trouver  les  valeurs. 

On  aura  d'abord 

C'  =  0,       et       C  =  C*, 

puis 

EI(C''a  +  C*)-.|(X-P)(j-6»a)-P6(~6a)=0. 

Enfin,  en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  quatrième,après 
y  avoir  fait  x  =  b^  et  en  observant  que  C  =  G'', 

ElCr  =  1 P6»  —  I  P6»=  -  i  P6». 

Connûssant  G'",  G"  s'en  déduit;  toutes  les  arbitraires  sont  déter- 
minées, et  la  question  est  entièrement  résolue. 

9*2.  Si  au  lieu  d'un  poids  P  unique,  il  en  avait  plusieurs,  on  pourrait 
suivie  une  marche  analogue  et  tracer  le  polygone  des  moments  flé- 
chissants ;  on  pourrait  aussi  traiter  séparément  la  question  pour  cha- 
cun des  poids,  et  composer  ensuite  par  voie  d'addition  algébrique 
les  ordounées  des  contoui-s  obtenus  pour  chacun* 
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Prenons  pour  exemple  le  cas  particulier  d'une  poutre  AB  posée 

sur  deux  appuis  A  et  6,  et  supportant 
deux  poids  égaux  P,  P  en  des  points  G 
et  D  également  distants  des  extrémités 
de  la  pièce. 

Les  réactions  des  appids  seront  égales 
à  P. 


Soit 


BA  =  a       et       ÂG  =  6. 


On  aura,  en  prenant  AB  pour  axe  des  a:  et  A  pour  origine , 

de  A  en  C         M  =  Pa;  et  A  =  P, 

de  C  en  D         M  =  Px  — P(x— 6)  =  P6      et     A  =  P  — P  =  0, 
de  D  en  B         M  =  Pa;— P(a;— 6)  — P[x-(a-6)]  =  P(a— x), 
et  A  =  P-.P  — P  =  — P. 

Prenant  donc  sur  la  verticale  du  point  G  une  longueur  CE  =  Pi 
et  une  longueur  ^ale  DF,  sur  la  verticale  du  point  D,  on  obtient, 
en  joignant  AE,  EF,  FB,  le  polygone  dont  les  ordonnées  représentent 
les  moments  fléchissants  aux  différents  points  de  la  portée. 

De  même  si  Ton  mène  une  droite  HK  parallèle  à  AB  à  une  dis- 
tance AH  =  P,  et,  au-dessous  de  AB,  une  droite  LN  parallèle  à  AB  et 
à  une  distance  de  AB  égale  aussi  à  P,  les  ordonnées  du  contour  dis- 
continu HK,  CD,  LN,  donneront  en  chaque  point  de  la  portée  la 
valeur  de  Teffort  traxichant.    * 

On  peut  encore  vérilBer  sur  ces  deux  exemples  que  l'effort  tran- 
chant A  est  la  dérivée  du  moment  fléchissant  M  par  rapport  à  l'ab- 
scisse. Cette  relation  est  un  fait  général,  quelle  que  soit  la  distri- 
bution des  forces. 

Reprenons  le  problème,  pour  le  traiter  par  la  méthode  de  la  super- 
position des  effets  des  forces.  Pour  cela,  nous  chercherons  suc- 
cessivement les  effets  des  deux  poids  P,  F,  et  nous  composerons 
ensuite  les  résultats  partiels  obtenus. 


DES  EFFETS  DES  FimCES. 
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Considérons  d'abord  celui  des  deux  poids  qui  est  appliqué  au 

point  G,  les  réactions  des  appuis  qui 


Fig.  76. 
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y  correspondent  aoBt  P  x en  A  et 

B  P  X  -  en  B ,  et  si  Ton  porte  sur  la  ver- 
ticale CE  une  longueur  CR = P  x  K 

a 

le  contour  polygonal  représentatif  des  moments  fléchissants  sera 
formé  des  deux  droites  AR,  BR. 

La  force  P  appliquée  en  D,  considérée  isolément,  donnera  de 
même  un  polygone  des  moments  formé  des  deux  droites  AS,  SB,  qui 
se  coupent  sur  la  verticale  du  point  D,  à  la  distance  DS  =  CR  ;  car 
il  y  asymétrie  de  la  poutre  et  des  forces  par  rapport  an  plan  qui  la 
coupe  en  deux  parties  égales. 

Il  suflSt  alors  de  composer  par  voie  d'addition  les  ordonnées  qui 
correspondent  à  une  même  abscisse,  ce  qui  donnera  le  contour  po- 
lygonal AEFB,  que  nous  avions  déjà  obtenu.  L'ordonnée  CE,  qui 
s'applique  sans  variation  à  tous  les  points  compris  entre  C  et  D,  est 
double  de  l'ordonnée  IK  commune  aux  deux  contours  partiels.  Or 

IK  _BI 

CR~BC' 

oobien 


'^'-î 

P6 

o  — 6       / 

""■«■ 

Donc  CE,  double  de  IK,  est  égal  à  P6,  ce  que  nous  avions  trouvé 
directement.  C'est  l'application  puae  et  simple  des  régies  de  la  com- 
position des  forces  parallèles.  On  vérifierait  de  même  que  les  valeurs 
des  pressions  R  en  un  point  quelconque  sont  les  sommes  algébri- 
ques des  valeurs  afférentes  à  chaque  force  considérée  seule. 

93.  S*  Cas.  — Les  poids  qui  agissent 
sur  la  poutre  se  réduisent  à  une 
charge  p,  paiement  répartie  par  unité 
de  longueur  sur  la  portion  AC,  et  à 
une  chaîne  y,  également  répartie  par 
unité  de  longueur  sur  le  rqste  CB  de  la  portée. 


Flg.  77. 
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Soit 

AB  =  a    et    AC  =  6. 

Le  théorème  des  moments  donne  encore  les  réactions  des  appuis. 
On  a,  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  B, 

puis, en  les  prenant  par  rapport  au  point  A, 

Le  moment  de  rupture  M  est  donné   entre  les  points  A  et  G 
par  Téquation 

M  =  Xx  —  -  px", 
et  entre  G  et  B  par  l'autre  équation 

M  =  Xx— p6x  fx  — |6j— p'(x— 6)^^. 

Ces  équations  représentent  deux  paraboles  à  axes  verticaux  dont 
les  paramètres  sont  égaux  à  -  pour  la  première,  et  à  -,  pour  la  se- 
conde* Elles  ont  un  point  commun  pour  2:  =  6,  et  elles  s'y  raccor- 
dent tangentiellement  l'une  à  l'autre. 

L'effort  tranchant  sera  donné  paT  les  équations 

A  =  X  —  px,    entre    A  et  G, 
et  A  =  X— p6— p'(x— 6),    entre    G  et  B, 

équations  qui  représentent  deux  droites. 

11  est  facile  de  reconnaître  que,  si  p  est  plus  grand  que  p\  le  mo- 
ment fléchissant  M,  donné  par  les  équations  que  nous  venons  de 

poser,  est  en  tous  points  inférieur  à  la  valeur  -rp  {a  x — x^)  qu'il  aurait 
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si  la  charge  p  était  répandue  sur  toute  la  portée;  et  comme  ce 
qu'on  cherche  avant  tout,  ce  sont  les  limites  extrêmes  des  efforts 
subis  par  la  matière,  on  voit  qu'il  est  inutile  pour  cette  recherche 
de  considérer  les  charges  incomplètement  réparties  dans  la  portée. 

II  n'en  est  pas  de  même  des  efforts  tranchants  ;  car  si  la  charge  p 
est  répartie  sur  toute  la  portée,  l'effort  tranchant  A  est  nul  au 
milieu  de  la  poutre,  tandis  qu'il  a  en  ce  point  une  valeur  différente 
de  zéro  lorsque  la  charge  p  n'est  appliquée  qu'à  une  longueur  b 
moindre  que  a  (i). 

Pour  prévoir  tous  les  cas  possibles  de  distribution  des  efforts 
tranchants,  il  faut  faire  varier  6  de  o  à  a,  et  imaginer  que  l'on 
construise  la  série  des  contours  polygonaux  formés,  pour  chaque 
yaleur  de  6,  des  deux  droites  : 

A  =  X  — px,      entre      A  et  G 
et 

A  =  X  —  p6  —  p'(x  —  6),      entre      A  et  B. 

Cherchons  d'abord  le  maximum  de  l'effort  tranchant  au  point  I, 
milieu  de  la  portée. 

Lorsque  la  surcharge  occupe  le 
^  'j   ■  tronçon  AC,  plus  petit  que  la  moitié 

^  ,^     .  -^       ^j  j^  j^  poutre,  le  point  I  se  trouve 

^ î — , ^       dans  le  second  tronçon  et  l'effort 

tranchant  en  I  s'obtiendra  en  fai- 


saDta:=-dans  la  seconde  équation.  Oh  aura  donc,  en  rempla- 
çant! par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  des  moments  par  rap- 
port au  point  B, 


^(p-P')a6  +  |p'a«-i(p-p')6« 


-p6-p'(f-6), 


(1)  L'effort  Innciiant  an  milieu  de  te  portée  dlminoe  donc  en  valeur  absolue  quand 
on  complète  U  charge  répartie  sur  te  poutre.  L'égalité  dans  te  répartition  compense,  et 
au  delà,  au  point  de  vue  de  Teffort  tranchant,  reicès  d'effort  développé.  Comparer  cette 
remarque  à  celles  du  §  73. 

i\ 


a 
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ce  qui  se  réduit  à 

La  valeur  absolue  de  l'effort  tranchant  en  I  est  donc  ip  —  />')  —  ; 

elle  augmente  avec  b^  et  atteint  sa  plus  grande  valeur  quand  d  =  - , 

c'est-à-dire  quand  la  charge  occupe  la  moitié  de  la  poutre. 

On  arrive  au  même  résultat  en  supposant  que  le  point  G  soit 
compris  entre  les  points  I  et  B,  la  surcharge  occupant  l'espace  AC. 

On  a  alors  A  >  -,  et  le  point  I  se  trouve  dans  le  premier  tronçon, 

OÙ  les  efforts  tranchants  sont  donnés  par  la  formule  lL"^px\  il 
vient  pour  le  moment  en  I 

^^      *^  '  2*^ 2  ^^      ^  ^      _  P® (p  —  P^)(a"-6)* 

a  2  ~  2a  • 

quantité  dont  la  valeur  absolue  croit  à  mesure  que  b  diminue,  et 

atteint  son  maximum  quand  6  a  sa  moindre  valeur,  c'est-à-dire  *. 

s 

Les  deux  hypothèses  conduisent  donc  au  même  résultat,  à  savoir 

que  le  maximum  de  l'eff'ort  tranchant  au  milieu  I  de  la  portée  a  lieu 

quand  la  moitié  de  la  travée  est  couverte  par  la  surcharge.  La  plus 

grande  valeur  absolue  en  ce  point  est  5  (/> — p')a. 

o 

Examinons  ensuite  les  variations  de  l'effort  tranchant  en  un  point 
quelconque  de  la  portée.  Pour  simplifier  cette  recherche,  nous  lais- 
serons provisoirement  de  côté  la  charge  p'  uniformément  répartie 
dans  toute  la  travée»  et  nous  examinerons  seulement  l'effet  de  la 
charge  jD — />'=  q^  répartie  sur  la  longueur  AG.  Il  vient,  dans  cette 
hypothèse, 

et  les  efforts  tranchants  seront  donnés  par  les  équations 


A=  «^6-  ^  — x)  de  A  en,C, 
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et 


A'  =  -  1^  de  C  en  B. 

2a 


Le  premier  elBfort  tranchant  est  seul  variable,  il  change  de  signe 
au  point  x=b — =6{  i )  ;  tandis  que  le  second,  A,  est  con- 
stant et  toujours  négatif.  Le  changement  de  signe  a  lieu  en  un 
point  M  situé  entre  les  points  A  et  C,  et  l'on  obtient  pour  la  ligne 

p.    7j  des  efforts  tranchants  le  sys - 

,*i?T  tème  des  deux  droites  A'C, 
fa   C'B'.  Si  Ton  n'a  égard  qu'aux 
F   valeurs  absolues,  il  faudra 
•*  replier  au-dessus  de  la  droite 
B  AB,  le  contour  MC'B'  qui  cor- 
respond aux  ordonnées  néga- 
B«  tives,  ce  qui  donnera  le  con- 
tour A'MGF  pour  représenter 
en  chaque  point  les  valeurs  absolues  de  l'effort  tranchant. 

Le  lieu  du  point  6  est  une  parabole  AGN,  tangente  en  A  à  l'hori- 

zontale  AB.  En  effet,  on  a  GG  =  ^— ,  relation  qui  définit  une  para- 

AU 

bole,   GG   désignant   l'ordonnée,   et   6  =  AG  l'abscisse  du   point 
G  iy:=,  2—  est  l'équation  de  cette  parabole. 

Lorsque  la  charge  q  occupe  différentes  longueurs  AG  à  partir  du 
point  A,  il  suffira,  pour  trouver  la  distribution  des  efforts  tranchants 
correspondants,  de  prendre  sur  la  parabole  le  point  G  qui  corres- 
pond verticalement  à  l'extrémité  de  la  surcharge,  et  d'achever  le 
contour  GF,  GMA',  dont  les  traits  rectilignes  conservent  chacun  son 
parallélisme.  En  faisant  varier  la  longueur  de  la  surcharge  de  ma- 
nière à  la  limiter  un  peu  avant  ou  un  peu  après  un  point  C  déter- 
miné, on  obtient  successivement  les  contours  ci^mfij^  et  o!jnfiJ^^ 
dont  les  divers  traits  ont  reçu  les  numéros  i  et  2  sur  la  figure.  Or  il 
est  visible  que  ces  contours  interceptent  sur  l'ordonnée  fixe  GG  des 
hauteurs  moindres  que  le  contour  intermédiaire  A'MGF,  qui  corres- 
pond au  cas  où  la  surcharge  est  terminée  siu  point  G  lui-même. 
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Le  maximum  de  l'effort  tranchant  au  point  G,  lorsque  la  surcharge 
s'étend  depuis  le  point  A,  a  donc  lieu  quand  la  surcharge  aboutit  en  ce 

point  G,  et  a  pour  valeur  absolue  ^—  en  appelant  x  Fabscisse   AC 

Cette  valeur  doit  être  prise  négativement  si  Ton  a  égard  aux  signes. 
Rétablissons  maintenant  la  charge  permanente  p\  qui  donne  lieu  à 

un  effort  tranchant  égal  à  £ p'x.  Il  suffira  pour  cela  de  cumuler 

les  deux  résultats  pour  un  point  x  quelconque,  et  l'on  aura  pour  la 
courbe  des  efforts  tranchants  limites 


_  p'a ,  ^  2î!  —  Ë2  —  '  (p-"P')^* 


a 


p'x 


%a 


px 


2a 


Si  Ton  fait 


et  enfin 


X=sO 


X  =z  a 


a 


on  a 


y  =  8  P'a. 


y^-ïP"' 


y  =  — gCp— p")»- 


Ces  ordonnées  suffisent  pour  construire  la  courbe 

Au  point  A,  élevons  dans  le  sens  positif  une  ordonnée  AE  =  -  p'a; 

au  point  6,  dans  le  sens  négatif,  une 

ordonnée  BF  égale  k^pa;  prenons 


Fig.  80. 


2 


le  milieu  I  de  la  portée  AB,  et  joi- 
gnons lE,  IF;  ces  droites  toucheront 
la  courbe  cherchée  aux  points  E 
et  F.  Pour  avoir  l'ordonnée  au  mi- 
lieu de  la  portée,  nous  joindrons  EF, 
et  au  point  I  nous  élèverons  une  verticale  indéfinie,  qui  coupe  EF  ez 
un  point  K  ;  le  milieu  H  de  l'intervalle  IK  sera  un  point  de  la  courbe. 
En  effet  on  a 

m  =  I IK  =  i  (BF-AE)  =  I  {p-p')a. 

La  tangente  à  la  courbe  en  H  est  parallèle  à  la  corde  EF. 
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Cette  courbe  étant  tracée,  si  l'on  veut  avoir  le  polygone  représen- 
tatif des  efforts  tranchants  pour  une  surcharge  s'étendant  du  point  A 
à  un  point  G  quelconque,  on  prendra  sur  la  courbe  le  point  6  dont 
Tabscisse  est  AG,  puis  par  ce  point  on  mènera  une  parallèle  GL  à  IF, 
et  une  parallèle  GM  à  EL  La  première  représentera  par  ses  (ordonnées 
les  valeurs  de  l'efifon  tranchant  en  chaque  point  du  tronçon  le  plus 
chargé,  AG  ;  la  seconde,  les  efforts  tranchants  dans  le  tronçon  le 
moins  chargé,  GB. 

La  plus  grande  valeur  possible  pour  Teffort  tranchant  au  point  A 
est  donnée  par  l'ordonnée  AN,  que  Ton  obtient  en  prolongeant  la 
droite  FI;  elle  correspond  au  cas  où  la  surcharge  s'étend  sur  toute 
la  portée. 

La  courbe  EF  a  été  tracée  en  supposant  que  la  plus  grande  charge 
s'étende  à  partir  du  point  A.  Si  la  surcharge  partait  du  point  B,  il 
faudrait  renverser  la  figure,  ce  qui  donnerait  une  courbe  FFE',  sy- 
métrique de  la  première  par  rapport  à  la  verticale  IR.  Enfin,  si  Ton 
cherche  seulement  les  valeurs  absolues  [de  l'effort  tranchant,  ce  qui 
suffit  pour  l'évaluation  des  limites  des  efforts  développés  dans  la 
matière,  on  pourra  replier  autour  de  AR  l'une  des  portions  de  l'épure 
située  d'un  même  côté  de  cette  droite,  de  manière  à  la  rabattre  sur 
l'autre  portion.  Faisant  cette  opération  pour  la  portion  située  au- 
dessus  de  AB,  nous  ramènerons  la  courbe  PE  en  P£',  la  courbe  FF 
en  PT^.  Mais  ces  arcs  restent  en  deçà  des  arcs  EU,  FH  ;  la  portion 
utile  de  l'épure  se  réduit  donc  aux  arcs  E'H  et  FH,  et  par  suite  les 
ordonnées  de  ces  arcs,  prises  en  valeur  absolue,  donnent  j[>our  chaque 
section  le  maximum  de  la  valeur  que  l'effort  tranchant  puisse  at- 
teindre. * 

Pour  trouver  la  forme  de  la  fibre  neutre  après  la  déformation, 
poar  une  valeur  donnée  de  la  longueur  b  sur  laquelle  s'étend  la  sur* 
charge,  on  appliquera  de  A  en  G  l'équation 

^  de  G  en  B  l'équation 


i€$ 
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La  double  intégration  introduira  4  constantes  arbitraires  ;  ma  s  on 
a  4  équations  de  condition,  savoir 

y  s  0     pour     X  s  0, 
y  =  0     pour     y  =  a;| 

enfin  pour  â:  =  6,  les  équations  de  chaque  tronçon  doivent  donner  le 

même  y  et  le  même  -r  >  pour  que  les  deux  tronçons  se  raccordent 

tangentiellement.  De  là,  quatre  équations  du  premier  degré  qui  suf- 
fisent pour  déterminer  les  arbitraires. 
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94.  Une  locomotive  à  quatre  essieux  0, 0',  0',  0^"  est  placée  sur  une 

Fig.gj.  poutre  AB,  posée  sur 

deux  appuis  de  niveau 
A,  6,  dont  la  distance 
est  a.   Onconnatt   les 

poids  F,,  F,,?,,  F„  qui 
portent  sur  chacune  des 
roues,  les  distances  mu- 
tuelles des  essieux,  et  la 
position  6  du  centre  de  gravité  de  la  machine,  où  s'applique  le  poids 
total  Q  =  P,  +  P'i  +  P,  +  F,.  On  demande  quelle  position  il  faut 
donner  à  la  machine  sur  le  tablier  du  pont  pour  rendre  le  plus  grand 
possible  le  moment  fléchissant  maximum.  Nous  empruntons  la  so- 
lution de  ce  problème  à  un  travail  de  H.  Barré,  ingénieur  civil. 

Les  moments  fléchissants  sont  représentés  pour  chaque  position 
particulière  de  la  charge,  par  des  ordonnées  d'un  contour  poly- 
gonal kmmWm'^Bf  dont  les  sommets  sont  dtués  à  Taplomb  des 
points  d'application  des  forces  P^ ,  F^ ,  etc.  Il  en  résulte  que  le  mo- 
ment fléchissant  maximum  correspondant  à  une  position  donnée  de 
la  charge  a  lieu  en  Tun  de  ces  points  d'application,  sauf  le  cas  où  le 
polygone  des  moments  aurait  un  côté  horizontal  ;  alors  le  maximum 
du  moment  fléchissant  aurait  lieu  pour  tout  l'intervalle  compris  entre 
les  points  d'application  de  deux  forces  consécutives,  et  il  n'y  aurait 
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par  conséquent  aucune  erreur  à  admettre  qu'il  a  lieu  pour  un  des 
sommets  qui  terminent  ce  côté. 

Nous  chercherons  donc  le  maximum' du  moment  fléchissant  aux 
points  de  contact  des  roues  avec  la  poutre  ;  comme  il  y  a  quatre 
roues,  il  y  a  quatre  points  à  essayer. 

Soit  G  un  de  ces  quatre  points.  Cherchons  le  moment  fléchissant 
de  la  poutre  en  ce  point. 

Soit  I  le  milieu  de  la  poutre  ;  6'  la  projection  sur  la  poutre  du 
centre  de  gravité  6  de  la  machine  ;  nous  définirons  la  position  de 
la  locomotive  par  la  distance,  positive  ou  négative,  IG'  =  z  de  son 
centre  de  gravité  projeté  au  milieu  de  la  portée.  La  distance  C6'=  b^ 
du  même  point  au  point  G  que  nous  essayons,  est  une  donnée  de  la 
question. 

Le  poids  total  Q  appliqué  en  G'  donne  sur  Tappui  une  près- 

sion  X  = ".  Le  moment  fléchissant  M  au  point  G  est  égal 

au  moment  de  la  réaction  X,  diminué  de  la  somme  (a  des  moments 
des  forces  P^  et  V\  comprises  entre  l'appui  A  et  le  point  G.  Nous 
aurons  donc 


M  = 


U  s'agit  de  Uouver  la  valeur  de  js  qui  rend  M  maximum  ;  or  |jl  est 
indépendant  de  z^  car  le  déplacement  de  la  locomotive  laisse  con- 
stantes les  forces  P,  t  P'i  t  et  leurs  distances  au  point  G.  Donc  le  maxi- 
mum de  M  correspond  au  maximum  du  premier  terme  de  sa  valeur, 

c  esl-à-dire  au   maximum  d'un  produit  de  deux  facteurs  -  +  js* 
*  +  6  —  Zy  dont  la  somme  a  -I-  6  est  constante  ;  le  maximum  cher- 

ché  correspond  donc  à  l'égalité  des  deux  facteurs,  ou  à  z  =  -  6. 

On  devra  par  conséquent  amener  la  locomotive  dans  la  position  où 
le  point  I,  milieu  de  la  poutre,  divise  en  deux  parties  égales  la  dis* 
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tance  horizontale  G6'  du  centre  de  gravité  au  point  de  contact  G  de 
la  roue. 

Après  avoir  opéré  ainsi  pour  l'une  des  roues,  on  opérera  de  même 
pour  les  trois  autres  ;  on  calculera  les  moments  fléchissants  corres- 
pondants pour  chacune,  et  l'on  retiendra  seulement  le  plus  grand 
des  quatre  moments  fléchissants  ainsi  calculés. 

La  même  méthode  est  applicable  au  cas  où  Ton  voudrait  tenir 
compte  du  poids  propre  pa  de  la  poutre,  supposé  réparti  uniformé- 
ment. Alors  on  aurait 

''  =  ?(i--)(f-'-')-f(^»-')-|(l^'-)'--' 

|x  ne  varie  pas  avec  z  ;  le  maximum  de  M  s'obtiendra  en  égalant  à  o 
la  dérivée  du  second  membre,  ce  qui  donne  • 

w=?(^H-i(^')-f-Kl^'-')=»- 

ou  bien 


et 


équation  qui  se  réduit  & 


Q6 
a 

a         2 

Qz       pa 
a    "^    2     1 
—  pz  ■{-  pb    , 

tfi 

z 

^u  Q  +  pa 

•      2Q  +  pa* 

=  0, 


On  voit  que  le  rapport ^  est  toujours  compris  entre  -et  l'unité, 

et  qu'il  est  voisin  de  la  première  ou  de  la  seconde  limite,  suivant 
que  le  poids  propre  pa  est  très  petit  ou  très  grand  par  rapport  à  la 
surcharge  Q. 
95.  Cette  solution  peut  être  généralisée. 
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fis,  82. 


«^ 


'À 


JL ^6 


SoîentP,,  P,,.....  P., 
n  poids  distribués  sur 
la  portée  AB  =  /,  à  des 


M* 


Mi^i       M»  M  distances  invariables  les 

uns  des  autres. 


jii         p«         .Hi  Mj( 

lit  1  t 

Soient  a^,  a,,.....  a„« 
ces  distances,  comptées  à  partir  du  premier  P^  de  ces  poids. 

La  position  de  l'ensemble  sur  la  poutre  est  définie  par  la  dis- 
tance X  =  AMj  du  premier  poids  à  Tappui  A;  cette  quantité  est  po- 
siUve  et  moindre  que  / — a»,  sans  quoi  un  des  poids  au  moins 
sortirait  de  la  travée. 

Le  centre  de  gravité  G  du  poids  P  sera  défini,  par  rapport  à  leur 
ensemble,  à  Taide  de  l'équation  des  moments.  Appelant  v  la  dis- 
tance M,G,  on  aura 

(Pi  +  Pi  +  -  +  Pnïv  =  P,a,  +  P,a,  +  ...  +  P«a». 

La  réaction  X  de  l'appui  A  sera  donnée  par  l'équation  des  mo- 
ments par  rapport  au  point  B  : 

\l  =  Pi(/-i)  -hP,(/— a,— a;)  +  P,(/-a,-x)  +.  •  +  P»(/— a^—x) 
=  (Pi  + Pt+-.  +  P.i)MPi+ P,+...+ Pii)aî-(PA+ P»«>+- +P-«J 

=  (Pi  +  Pt  +  -  +  PJ  ('— *  -  ^)' 


ou  bien 


x  =  o(.--4^). 


en  appelant  Q  le  poids  total,  P,  +  P,  + +  P«,  engagé  sur  la 

travée. 

Le  maximum  de  la  portion  du  moment  fléchissant  dû  aux  surcharges 
a  lieu  en  un  des  points  d'application  des  forces,  au  point  d'applica- 
tion du  poids  Pt,  par  exemple.  Le  caractère  auquel  on  reconnaîtra 

ce  point  est  que  l'effort  tranchant,  ^=^y  change  de  signe  d'un 

côté  à  Tautie  de  la  force  P»;  il  faut  donc  que  la  différence 

X  —  (Pj  +  P,  +...  +  P*-i)  soit  positive, 
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et  qae  la  différence 

X  —  (Pi  +  P,  +  ....  Pk-i  +  Pk)  soit  négative. 

Or  la  force  X  est  comprise  entre  deux  limites  qui  correspondent» 
Tune  k  x  =  o,  l'autre  à  a:  =  i—a^.  Substituant  ces  deux  limites 
dans  les  différences  précédentes,  on  saura,  à  l'inspection  des  signes, 
en  quels  points  d'application  des  forces  le  moment  fléchissant  peut 
acquérir  la  plus  grande  valeur. 

Pour  déterminer  ensuite  le  maximum  de  ce  moment  fléchissant,  il 
faut  faire  varier  x  de  manière  à  rendre  le  moment  M  le  plus  grand  pos- 
sible. Soit  k  le  numéro  du  point  d'application  où  le  moment  fléchis- 
sant est  le  plus  grand  de  tous.  On  aura  en  ce  point 

M  =  X(x  +  a»)  —  Pia»— P,(at — a^)  —  P,  (a» — oj ....  -  P»-» (a* — a*-»), 

fonction  dont  le  premier  terme  varie  seul  avec  x.  Il  suffit  donc  de 
chercher  le  maximum  du  produit 

X(x+  a»)  =  Q  ^4-ÎL±î^  (X -h  a»)  =  ^(/-»-x)(x  +  a*). 

La  somme  des  deux  facteurs  variables  étant  constante,  le  maximum 

répond  à  l'égalité  des  facteurs,  c'est-à-dire  kx  =  -^ -.  Si  cette 

valeur  de  x  tombe  entre  o  et  / — a« ,  elle  donne  bien  le  maximum 
cherché,  et  l'on  peut  vérifier  que  le  milieu  de  la  distance  du  poids  P^^ 
au  centre  de  gravité  G  coïncide  avec  le  miUeu  de  la  portée.  Si  au 
contraire  la  valeur  de  x  ne  tombe  pas  entre  les  limites  o  et  / — a„, 
le  produit  X(a:  +  ^h)  varie  toujours  dans  le  même  sens  pour  x 
croissant  entre  ces  limites,  et  le  maximum  a  lieu  soit  pour  â?  =;  o, 
soit  pour  x  =  l — a^. 
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DÉTERMINATION  DES  EFFORTS  TRANCHANTS  ET  DES  MOMENTS  FLÉCHISSANTS 

DANS  UNE  POUTRE  DROITE  ENCASTRÉS. 


96.  Quand  une  poutre  est  simplement  posée  sur  tm  appui^  sa  liai- 
son avec  l'appui  est  telle,  que  la  poutre,  en  se  déformant,  peut  prendre 
une  inclinaison  quelconque  sur  sa  direction  primitive. 

On  dit  qu'une  poutre  est  encastrée  sur  un  appui j  lorsque  sa  liaison 
avec  l'appui  tend  à  réduire  en  ce  point  la  déviation  de  la  fibre  neutre. 
L'encastrement  est  parfait  quand  la  déviation  de  la  fibre  neutre  sur 
l'appui  est  rigoureusement  nulle.  Il  y  a  encastrement  hcomplet,  si 
la  déviation  de  la  fibre  neutre,  sans  être  nulle,  est  gênée  par  la  liai- 
son et  limitée  à  une  valeur  inférieure  à  celle  qu'elle  prendrait  si  la 
poutre  était  posée  sur  l'appui* 

Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  paragraphe  que  des  encastre- 
ments parfaits. 

Ou  a  une  image  de  l'encastrement  en  considérant  une  tige  soli- 


ng.  83. 


'A 


un  "  In    h 


P 


d^ 


B 


dément  pincée  dans  les  mâchoires  d'un  étau,  ou  bien  une  poutre 
engagée  par  son  extrémité  dans  un  massif  de  maçonnerie  suffisam- 
ment résistant.  Un  appui  A,  sur  lequel  la  poutre  MN  serait  simple- 
ment posée,  ne  fournirait  qu'une  réaction  unique  P.  Un  encastre- 
ment B,  complet  ou  incomplet,  développe  au  contraire  à  la  fois 
deux  forces  Q,  R,  dans  deux  directions  opposées,  et  équivaut  par 
conséquent  à  une  force  R  —  Q  et  à  un  couple  (Q,  —  Q);  il  résulte 
de  là  qu'une  poutre  chargée  de  poids  peut  être  en  équilibre  en 
n'ayant  qu'un  appui  unique,  pourvu  qu'il  y  ait  encastrement  sur 
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cet  appui,  tandis  qu'elle  aursdt  besoin  de  deux  appuis  au  moins,  si 
elle  était  simplement  posée. 

C'est  en  cherchant  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  des  soli- 
des encastrés  que  Galilée  a  créé,  il  y  a  deux  nècles,  la  science  de 
la  résistance  des  matériaux.  L'hypothèse  qu'il  proposait  était,  il  est 
vrai,  inadmissible;  car  il  plaçait  la  fibre  neutre  au  point  le  plus  bas 
de  la  section,  et  il  supposait  c[ue  les  tensions  développées  dans  tous 
les  points  de  la  section  se  composaient  en  une  seule  force  appliquée 
au  centre  de  gravité.  L'hypothèse  qu'on  emploie  aujourd'hui  satis- 
fait  aux  équations  de  la  statique,  et  paraît  d'ailleurs  beaucoup  plus 
voisine  de  la  vraie  loi  des  déformations. 

Nous  allons  résoudre  quelques  problèmes  sur  l'équilibre  intérieur 
des  pièces  encastrées. 

97.  1"  CAS.  —  La  pièce  BA  est  encastrée  au  point  B  dans  k 
Fig.  84.  mur  CD;   F  extrémité  A  est  libre  et  porte  un 

poids  P  donné. 

La  longueur  libre  BA  de  la  pièce  est  donnée 
et  égale  à  a. 

Prenons  un  point  M  de  la  fibre  neutre ,  et 

considérons  le  tronçon  MA.  Soit  0  l'origine  des 

j  «  abscisses  comptées  le  long  de   OA ,    et  soit 

OM  =  X.  On  aura  MA  =  a  —  x.  Le  moment 

fléchissant  au  point  M  sera  égal  à  — V{a  —  x),  avec  le  signe  — 

parce  que  la  force  P  tend  à  donner  à  la  pièce  une  courbure  négative. 

L'effort  tranchant  au  point  M  sera  égal  à  P;  il  est  constant  pour 

tous  les  points  de  la  portée. 

Les  forces  dont  l'encastrement  tient  lieu  sont  donc 

1*  Une  force  verûcale  égale  à  P, 

s"^  Un  couple,  dont  le  moment  est  égal  à  Va. 

Les  moments  fléchissants  seront  représentés  par  les  ordonnées 
d'une  droite  AE  menée  par  le  point  A,  et  coupant  la  verticale  en  un 
point  E,  pour  lequel  l'ordonnée  OE  est  égale  à  Pa,  pris  à  une  échelle 
arbitraire;  les  efforts  tranchants,  par  les  ordonnées  constantes  d'une 
horizontale  FK ,  menée  à  la  distance  OF  =  P  de  l'axe  des  abscisses. 
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Cherchons  la  forme  de  la  fibre  neatre  après  la  défonnatioû. 
Pour  cela,  prenons  l'équation 
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El  ^  =  — P(a— x)  =  -Pa  +  Px. 


Int^rons    cette  première  équaUon,  qui  nous  donne 


dx 


Paz  +  5  Px"  ; 


nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  que,  l'encastrement  étant 
supposé  parfait,  il  n'y  a  aucune  déviation  de  la  fibre  neutre  au  point 

0 ;  donc  x=o  doit  donner  ^  =  o. 

dx 

Intégrons  de  nouveau  : 

Ely  =  -  I  Paor»  +  1  Px», 

sans  constante,  parce  que  pour  a;  =  o,  y  est  égal  à  o. 

Si  nous  faisons  x  =  a,  nous  aurons  l'ordonnée  du  bout  de  la 
pièce,  ou,  en  valeur  absolue,  la  flèche  qu'elle  prend  sous  la  charge  P. 
On  trouve 

La  flèche  de  l'extrémité  A  est  donc  égale  à 

|Pa« 
El  • 

Le  cas  d'une  pièce  encastrée  par  un  bout    et  libre  à  l'autre, 

peut  se  ramener  au  cas 
d'une  pièce  posée  sur  deux 
appuis  :  nous  pouvons  con* 
sidérer  notre  poutre  en« 
castrée  comme  la  moitié, 
O'A',  d'une  poutre  A'A"  de 
^  longueur  égale  à  aa,  posée 

sur  deux  appuis  en  A'  et  en  A",  et  chargée  en  son  milieu  0  d'un 

poids  égal  à  sP« 


Fig.  85. 
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En  effet  la  charge  sP  se  partagera  également  entre  les  deux  appui 
et  y  donnera  une  réaction  égale  à  P.  Le  moment  fléchissant  au  point 
(y  sera  égal  à  P  x  A'O  =  Pa  ;  enfin  la  poutre  A' A"  conserve  aprfe  la 
déformation,  en  vertu  de  la  symétrie,  une  tangente  horizontale  au 
point  0'.  Donc  chacune  des  demi-poutres  (/A',  D'A"  est  dans  te 
mêmes  conditions  qu'une  pièce  qui  serait  encastrée  au  point  0',  qoi 
serait  libre  à  son  autre  extrémité,  et  qui  serait  sollicitée  en  ce  point 
par  une  force  égale  à  P,  agissant  de  bas  en  haut. 
Le  moment  d encastremeiit  est,  dans  le  cas  considéré,  égal  à  P& 

Ce  moment  est  produit  en  général  par  rarc-boo- 
tement,  aux  points  B  et  H,  du  prolongement  de  h 
poutreaudedansdelacavité  NSRB,  qu'on  ménage 
dans  lemurCDpourrecevoirl'about  de  la  pièce. 
On  aura  donc  pour  l'équilibre  Va  =  Q6,  en  ap 
pelant  Q  les  forces  du  couple  développées  par 
les  points  B  et  H,  et  h  la  distance  de  ces  forces, 
ou  approximativement  la  longueur  BI  engagée  dans  le  mur.  Cette 
relation  nous  apprend  que  Q  est  d'autant  plus  grand  que  b  est  plus 
petit  :  que,  par  conséquent,  la  difficulté  de  réaliser  l'encastremeot 
parfait  est  d'autant  plus  grande  que  cet  encastrement  doit  s'opérer 
sur  une  moindre  longueur  de  poutre.  Outre  la  force  Q,  le  point  B 
subit,  comme  on  l'a  vu,  la  réaction  verticale  de  l'appui,  égale  à  F. 
Les  forces  Q  et  P  +  Q  étant  développées  par  la  maçonnerie  du 
mur,  il  faudra  vérifier  dans  chaque  cas  particulier  que  ces  forces 
n'excèdent  pas  la  résistance  du  massif,  et  n'en  compromettent  pas  b 
stabilité. 

98.  2«  CAS.  —  Poutre  encastrée  à  une  extrémité^  libre  à  tautrt, 
et  uniformément  chargée  de  poids. 

Soit  a  la  longueur  libre,  OA,  de  la  poutre, 
et  p  le  poids  qu'elle  porte  par  unité  de  lon- 
gueur. Soit  x  =  OM  l'abscisse  d'une  section 
quelconque.  L'équation  de  la  courbe  des  mo- 
ments sera 


M  =  -5M«-«)" 


Fig.  87. 
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et  le  moment  d'encastrement  sera  égal  en  valeur  absolue  à  -  pa^. 
L'effort  tranchant  sera  donné  par  la  formule 

A  =  p(a  —  x). 

La  courbe  des  valeurs  de  M  est  une  parabole  AE,  et  la  ligne  dont 
les  ordonnées  représentent  les  valeurs  de  A,  est  une  droite  AF. 
L*équation  de  la  fibre  moyenne,  après  la  déformation,  est 

D'où  résalte,en  intégrant, 

1  1  i 

Eïy  =  —  j  'gcM^  +  ^ pox»—  ^  px^ 

r 

On  n'ajoute  aucune  constante,  parce  que  x  =  o  donne  y  =  o  et 

dx 

Faisant  rc  =  a  dans  la  dernière  équation,  et  changeant  les  signes, 
on  a  la  valeur  absolue  de  la  flèche  /  à  l'extrémité  : 

'  El  ""  El  ^8* 

Un  poids  P,  concentré  à  l'extrémité  de  la  pièce  encastrée,  lui 
ferait  prendre  une  flèche 

tandis  que  le  même  poids  P,  uniformément  réparti  sur  la  longueur 

p 
de  la  pièce,  à  raison  d'une  charge  -  par  unité  de  longueur,  lui  fait 

prendre  une  flèche 


/ 


*'<^  PIÈCE  ENCASTRÉE 


P        , 

^"^      El     ^  8  "^  El  ^8' 


~"  "T.|         Tappui,  et  le  coilple,  la  valeur  du 

moment  fléchissant  au  point  où 


f               '\5/  8 

Le  rapport  des  flèches^  est  égal  à ou  à?;  c^est-àdire    que  la 

8 
concentration  de  la  charge  au  bout  de  la  pièce  augmente  la  ffèche  à 
peu  près  dans  le  rapport  de  i  à  3. 

99.  S'Cas.  —  Pièce  encastrée  à  ses  deux  extrémités^  et  chargée 
de  poids  également  répartis. 
Nous  savons  que  l'encastrement  équivaut  à  la  fois  à  un  couple  et 
Fig.  88.  à  une  force;  1^  force  représente  la 

valeur  de  l'effort  tranchant  sur 

4  2  .  ~â",A 

^  la  pièce  s'engage  dans  son  encas- 
trement. 

Soit  AB  la  pièce  droite  dans  son  état  naturel  ;  posons  AB  =  a: 
soit  j9  le  poids  également  réparti  par  unité  de  longueur  ;  prenons  ar- 
bitrairement un  point  G  sur  la  portée  ÂB ,  et  soit  x  ==  AG  l'abscisse 
de  ce  point. 

Le  poids  total  de  la  poutre  chargée  estpa\  ce  poids  se  partage 
également  entre  les  deux  appuis,  et  y  donne  une  réaction  verticale 

égale  à -/7a,  comme  si  la  poutre  était  seulement  posée.  Le  moment 

fléchissant  dans  la  section  G  se  compose 

1*  du  moment  positif  de  la  réaction  verticale^  de  l'appui  A; 

2*  du  moment  négatif  des  poids  répartis  de  A  en  G  ; 

S*  du  moment  inconnu  du  couple  développé  dans  l'encastrement  ; 
nous  en  représenterons  la  valeur  absolue  par  la  lettre  |jl  ;  il  est  facile 
de  voir  que  ce  moment  est  négatif* 
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Nous  pouvons  donc  poser  réquation  dilTérentielIe 


dans  laquelle  (i  est  une  inconnue  à  déterminer. 
Intégrons  une  première  fois,  en  remarquant  que  x^so  donne 

^=0,  puisque  Tencastrement  est  supposé  parfait  : 

Si  dans  cette  équation  nous  faisons  x  =  a,  nous  aurons  le  ^ 

du  point  B;  or  il  est  aussi  égal  à  zéro  à  cause  du  second  encastre- 
ment ;  de  là  résulte  l'équation 

jpa»— ^po»— ïia=0, 
qui  donne 

'  Telle  est  la  valeur  absolue  du  moment  d'encastrement,  ou  du  mo- 
ment fléchissant  au  point  A,  et  par  suite  aussi  au  point  B. 

Introduisons  cette  valeur  de  (x  dans  l'équation  différentielle;  il 
viendra 

Enfin,  intégrant  encore  une  fois, 

Cette  équation  très  simple  montre  que  y  est  nul  pour  â?  =  o  et 
pour  x  =  at  c'est-à-dire  sur  les  appuis,  et  qu'il  atteint  sa  valeur  ab- 

12 
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solue  maximum  au  point  où  a?  =  - ,  c'est-à-dire  aumilieu  de  la  portée  ; 

2 

on  trouve  pour  la  flèche  en  ce  point  : 

Lorsque  la  poutre  est  simplement  posée  sur  ses  appuis,  la  flèche 
(§  90)  est  égale  ^^X^ôT'^  double  encastrement  a  donc 

£il        5o4 

pour  effet  de  réduire  la  flèche  au  cinquième  de  la  valeur  qu'elle  prend 
quand  la  pièce  est  seulement  posée. 
La  courbe  des  moments  fléchissants  est  représentée  par  l'équation 

C'est  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical,  et  dont  le  paramètre  est 
égal  à  -;  pour  construire  cette  courbe,  faisons  dans  l'équation  x  =  o 

puis  a?  =  a;  nous  trouverons  M= joa',  valeur  du  moment  flé- 
chissant développé  par  l'encastrement  sur  les  appuis.  Prenons  donc 
au-dessous  de  AB  (fig.  89)  deux  ordonnées  AD,  BE,  égales  en  valeur 

absolue  à  —  pa*    mesuré  à  l'échelle  arbitraire  des  moments.  Les 

points  D  et  E  appartiendront  à  la  courbe. 

Si  Ton  fait  ensuite  a;  =  -,on  a  le  maximum  de  M:  on  trouve 

a 

M=  -rpo^t  c'est-à-dire  la  moitié,  en  valeur  absolue,  du  moment 
«4 

trouvé  sur  les  appuis.  On  prendra  donc  au  milieu  F  de  la  portée,  et 
dans  le  sens  positif,  une  ordonnée  FG  égale  à  la  moitié  de  AD  ;  le 
point  6  sera  un  troisième  point  de  la  courbe.  L'axe  de  la  courbe 
sera  d'ailleurs  la  droite  6F  elle  même.  On  achèvera  cette  courbe  en 
la  faisant  passer  par  les  trois  points  D,  6,  E,  ce  qui  suffit  pour  la 
déterminer,  puisque  la  direction  de  l'axe  est  connue. 
La  parabole  D6E  coupe  l'axe  AB  en  deux  points  I  et  K,  pour  lea- 
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qaelsie  moment  fléchissant  M  est  égal  à  zéro;  on  a  les  alMsdsses  de 
ces  points  en  résolvant  l'équation 


^pa«=0,    ou    fl^  — a»  +  ^a«=0. 


6 


ce  qui  donne 


=t(-^)- 


Le  signe  +  correspondàrabscisseAK=axO,7887...;  le  signe — , 
à  l'abscifise  AI  =  a  x  0,2113... 

En  ces  points  le  moment  fléchissant  est  nul  ;  par  suite  le  ^  est 

aussi  nul  ;  ce  sont  donc  les  points  d'inflexion  de  la  fibre  neutre,  sui- 
vant la  définition  géométrique  de  l'inflexion  ;  ce  sont  aussi  les  points 
de  nonr flexion  de  la  fibre  neutre,  c'est-à-dire  les  points  où  le  mo- 
ment fléchissant  est  nul,  et  où  la  fibre  neutre  ne  reçoit  aucune  cour- 
bure par  reflet  des  forces.  La  pièce  entre  les  points  I  et  K  se  com- 
porte comme  une  pièce  simplement  posée  en  ces  points  sur  des  ap- 
puis. La  distance  Al  est  égale  à  peu  près  au  cinquième  de  la  portée. 
Si  la  pièce  était  posée  sur  les  appuis  A  et  B,  au  lieu  d'y  être  en» 
castrée,  la  parabole  des  moments  aurait  toujours  la  même  forme, 

car  elle  aurait  -  pour  paramètre  ;  mais  elle  serût  déplacée  parallèle- 
ment à  elle-même,  de  manière  à  passer  par  les  appuis  A  et  B,  et 
elle  occuperait  la  position  ponctuée  AG'B.  Comme  les  dimensioM 
nécessaires  des  pièces  sont  réglées  sur  les  valeurs  absolues  des  AQh 
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ments  OéchissaDts,  rencastrement,  à  égalité  de  résistance,  conduit  à 
une  économie  de  matière  ;  car  la  plus  grande  ordonnée,  en  valeur  ab- 
solue, du  contour  DGE  est  égale  à  AD,  ou  à  — pa*;  tandis  que  la 

plus  grande  ordonnée  de  la  courbe  AG'B  est  égale  à  G'F  ou  à  -^pd^* 

o 

Mais  il  ne  faut  se  fier  à  cette  économie  qu'autant  que  l'encastre- 
ment de  la  pièce  aux  deux  bouts  est  complètement  assuré.  Autre- 
ment la  suppression  brusque  de  Tencastrement  pourrait  produire 
dans  la  pièce  une  variation  subite  du  moment  fléchissant,  qui  entraî- 
nerait la  rupture. 

Pour  les  efforts  tranchants,  ils  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
cas,  et  on  les  représentera,  à  une  échelle  arbitraire,  par  les  or- 
données d*  une  droite  HL,  passant  par  le  point  F,  milieu  de  la  por- 
tée. 

100,  Comparaison  avec  la  poutre  posée  sur  ses  appuis.  —  La 

Fig.  90.  courbe  des  moments  fléchissants  de 

^,    -r-  -  .^  la  poutre  posée  est  la   parabole 

,'       ^9.!. \  AG'B,  dont   l'ordonnée   maximum 

La  courbe  des  moments  fléchissants  de  la  poutre  doublement 
encastrée  est  la  même  parabole  déplacée  verticalement  de  la  quantité 

GG'=AD  =  BE== — pa^;  ce  qui  réduit  la  nouvelle  ordonnée  du 

milieu,  FG,  au  tiers  de  FG'. 

On  peut  mesurer  la  quantité  de  matière  nécessaire  pour  construire 
la  poutre  par  l'aire  comprise  entre  la  droite  AB  et  la  courbe  des  mo- 
ments. En  admettant  cette  règle  approximative,  qui  sera  justifiée 
plus  tard,  le  mérite  relatif  de  l'encastrement  est  mesuré  par  le  rapport 
des  surfaces  ADI  +  IG£  +  KBE  et  AG'B. 

SoitEGD  (fig.  91)  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  point  6, 
pour  axe  la  droite  GX  ;  menons  les  ordonnées  FK,  FE,  et  soit 
GFs=GFx3*  Dans  la  parabole  les  ordonnées  sont  proportion* 
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nelles  aux  racines  carrées  des  abscisses  ;  on  aura  donc  EF=  FK  x  v/3 - 
L'aire  6FK  est  les  deux  tiers  du  rectangle  6FKL  ;  l'aire  GEM  est  le 
tiers  du  rectangle  6FEM. 

Pîff.  91.  Faisons  GF=/>,   FK  =  y; 

on  aura 

Surf.  GFK     =  ^  pq, 

â 

Surf.  GLK     =  jpg,   « 


Surf.  GME    =  I  (p  X  3)  X  (g  V^)  =  pg  ^, 
Surf.  MLRB=:px  {g  ^^—g)  =  pq  ^  —  pq. 


Or 


Surf.  GME  =  GLK  +  surf.  MLKB  +  BRE. 


11  en  résulte 


.-    1 


8 


Surf.  BKE  =  pq  ^^—-^pq  —  W^  +  pg  =  |pg=  Surf.  GFK. 


Revenons   à   la  question  principale.  La  somme  des   surfaces 
ADI+IGK+KBE  sera  égale  au  double  de  la  surface  IGK,c'est-A-direà 

^X IK  X  F6,  et  le  rapport  cherché  sera  égal  à 


|lKxFG 
|aBxFG 


3^AB 


IK        I  s 

Or  -T^  =  -p.  Le  rapport  cherché  est  donc  égal  à  — =  =  o,  3840 , 

A*^       y  3  S  y' 3 

ou  environ  à  r-. 

L'économie  due  à  l'encastrement  serait  environ  des  ^. 

lOi.  4«  Cas.  —  Pièce  posée  à  t extrémité  B,  encastrée  à  f  extré- 
mité A,  et  chargée  uniformément  dun  poids  p  par  unité  de 
longueur. 
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Appelons  encore  p.  la  valeur  absolue  du  moment  d'encastrement 
Fig.  92.  l>^  charge  totale  pa  ne  se  divisera 

plus  également  entre  les  deux  appuis, 
car  il  n'y  a  pas  symétrie;  appelons 
X  la  réaction  de  Tappui  A»  Nous  au- 


Zi 


u 


AT 


.  rons 


B 


E»3i.  =  x^-|p^*-t^' 


Intégrons  et  observons  que,  pour  â;  =  o,  ^  est  nul; 


EI^  =  i  Xx«— i  pœ»— lia;. 


Intégrons  une  seconde  fois,  en  observant  que  y  =  o  pour  x=o: 


1  1  i 

Ely  =  g  Xx»—  24 pa;*—^  \ix\ 


Pour  déterminer  (x  et  X ,  nous  remarquerons  que  la  pièce  étant 
simplement  posée  en  B,  le  moment  fléchissant  est  nul  en  ce  point; 
que  de  plus  on  doit  avoir 

y  =  0     pour     s  s=  0. 
De  là  les  deux  équations 


*  V    «  *  à 


Divisons  la  seconde  par  -  a*  ;  il  vient 


On  dre  de  celle-ci  et  de  la  première 


•  ^Xa  =  ^pa\     donc     X  =  5pcu 
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S 

Par  conséquent,  la  réaction  T  de  l'appui  B  est  égale  à  ~  pa. 

On  a  enfin  pour  le  moment  d'encastrement,  pris  positivement, 


Les  points  d'inflexion  de  la  fibre  neutre  sont  donnés  par  Féqua* 
tion 


ou  bien 


i 


a*  —  -tOx  H-  y  =  0. 


Les  racines  de  ces  équations  sont  2;  =  a,  ce  qui  correspond  au 
point  B,  où  la  flexion  est  en  effet  nulle,  bien  qu'il  n'y  ait  pas  là,  à 

proprement  parler,  d'inflexion  géométrique,  et  x=^ya^  pour  le 

4 

point  où  la  courbure  de  la  fibre  neutre  change  de  signe. 

L'encastrement  a  pour  effet,  dans  ce  cas,  de  modifier  la  répartition 
des  pressons  de  la  poutre  sur  ses  appuis  ;  au  lieu  d'une  répartition 

égale,  r  appui  sur  lequel  a  lieu  l'encastrement  est  chargé  des  ^  de  la 

o 

pression  totale. 

Pour  avoir  la  plus  grande  flèche  prise  par  la  poutre,  on  cherchera 
le  point  où  la  tangente  est  horizontale;  l'abscisse  en  sera  donnée 
par  l'équation 

i         i 

gXx»  — -pi«  — (ix=0. 

On  trouve  d'abord  o;  =  o,  ce  qui  correspond  au  point  A  ;  cette 
solution  écartée,  on  a  à  résoudre  l'équation  du  second  degré 

-Xx  — gpx«  — |i=sO, 
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OU  bien 


ou  enfin 


/ 


5  i  •  1  •  A 


«•-Yax  +  |a«  =  0, 


ce  qui  donne 


X  =  ax 


45  ±  s/33 


16 


/ 


Fig.  9». 


De  ces  deux  valeurs»  Tune,  celle  qui  correspond  au  signe  + 

donne  un  point  situé  au  delà  du  point  6,  qui  ne  peut  convenir  au 

problème.   L'autre  donne  un  point  D  situé  entre  le  point  G  et  le 

point  B,  et  qui  est  la  vraie  solution  cherchée  :  AD  =  a  x  0,3785, 

Ce  point  n'est  pas  au  milieu  I  de  Tintervalle  GB  ;  il  ne  coïncide 

donc  pas  avec  le  maximum  de  la 
valeur  du  moment  fléchissant. 
AI  étant  égal  à  o,6a5a,  le  point 
D  est  à  gauche  du  point  L 

La  courbe  des  moments  a  dans 
ce  cas  la  position  EGFB.  Les  ef- 
forts tranchants  sont  représentés 
par  les  ordonnées  de  la  droite  6H,  passant  au  point  I,  milieu  de 
rinteiiralle  GB. 

102.  Poutre  encastrée  à  ses  deux  extrémités^  et  portant  un 
poids  unique  en  un  point  G  donné. 

Soit  AG=a,  GB=ô;  a+b 
sera  la  portée  de  la  pièce. 

Désignons  par  \k   et  |a'  les 
valeurs  absolues  des  moments 
d'encastrement  en  A  et  en  B 
et  par  X  et  Y  les  réactions  ver- 
ticales des  appuis. 
Si  la  poutre  était  simplement  posée  en  A  et  B,  les  réactions  des 

•    .     Pô  A      ,      Ba  ^    « 

appuis  seraient         .  en  A,  et  ,  en  B.  P|ous  pourrons  donc 


Eig.  94. 


0 


B 


♦P 
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poser 

a'\-o        ' 

en  appelant  Z  la  variation  inconnue  des  réactions  due  au  double 
encastrement.  Celte  variation  est  la  même,  au  signe  près,  pour  les 
deux  forces  X  et  T,  car  on  doit  toujours  avoir  X  -f-  Y  =  P,  les  cou- 
ples |A  et  |a'  ne  donnant  rien  en  projection.  Si  Ton  prend  ensuite  les 
moments  par  rapport  au  point  G,  on  aura  l'équation 

équation  qui  se  réduit  à 

et  qui  exprime  Féquilibre  des  trois  couples  |x^  [x'  et  (Z,  —  Z).  Écri- 
vons les  équations  de  l'équilibre  intérieur  des  deux  tronçons  AG 
et  GB.  On  aura  pour  le  tronçon  AG 

151  "34  =  — TT  ^  — Zx  — u, 

et  pour  le  tronçon  GB,  que  nous  prendrons  de  B  en  G,  en  comptant 
à  partir  de  B  les  x'  positifs, 

Au  point  G,  les  deux  tronçons  se  raccordent  tangentiellement. 
Si  donc  on  fait«=a  dans  les  équations  du  i*' groupe,  Qiaf  =  b 
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dans  les  équations  du  second,  on  devra  avoir 


y  —  y     c^    wT  —  —  -ÂZJ- 


dx  dxf 

Les  conditions  du  raccordement  sont  donc 


f  ?b    a*      -  a«         a«\      (  Va   b^  ^„b^        ,  6»\       ^ 


ce  oui  se  réduit  à 


(3)  _-(a-6)-Z-^— =  |i-^-fi'y. 

Les  équations  (i),  (a)  et  (3)  déterminent  les  inconnues  Z«  »jl  et  pi , 
Il  vient 


6t 


Pa6» 

l*  = 

■  (o  +  6)»' 

^'  = 

Po«6 

"  (a  +  6)" 

■ 

Z  = 

Vab{a—h) 
{fl+bf 

• 

On 

en 

déduit 

x  = 

P6 

a  +  6 

—  Z 

P6 

~  (a  +  6)' 

(3o6  +  6»), 

Y  = 

Pa 

a4-6 

+  z 

Pa 

~  (a +6)» 

(3o6+o*), 

.valeurs  ([ui  vérifient  l'équaUon  X  +  Y  =  P. 
L'équation  du  tronçon  ÂG  déformé  est 


•^'y-    «(a  +  V    *       2(a +  <.)•*• 
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et  l'équation  da  tronçon  BC,  où  les  ai  sont  comptés  de  B  en.  G 

^^  -     6(a  +  6)«    "       2(o  +  6)«*- 

• 

Si  Ton  suppose  a  >  6,  ÂG  est  le  plus  grand  des  deux  tronçons,  eli 
il  renferme  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  Si  Ton  fait,  en  eflet, 

-#  o  =  dans  la  seconde  des  équations  relatives  à  ce  tronçon,  on 
trouve  l'équation 


«• 


qui  a  deux  racines,  savoir  j;  =  o,  ce  qui  correspond  au  point  A, 
et  a:  =  ^  =  ^V^jTa    ♦  quantité   positive  et  moindre  que    a, 

à  Ton  a  a  >  é. 
La  flèche  en  ce  point  est 

P       2      a«6« 


El       3(3aH-6)»' 

G*est  la  plus  grande  flèche  prise  par  la  poutre  sous  l'action  du 
poids  P. 
Au  point  G,  la  flèche  f  a  pour  valeur 

J  —  i?i 


EI3(a  +  6)«' 

L*épure  des  moments  fléchissants  et  des  efforts  tranchants  com- 
prend deux  droites  inclinées,  DE  et  EF,  pour  les  moments  fléchis- 
sants, et  deux  droites  horizontales  GH,  RL  pour  les  efforts  tran- 
chants {fig.  96).  On  aut*a 

AD  =  [1, 
CE  =  le  moment  au  point  G  ;  c'est-à-dire 

2Pa«6« 
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Les  moments  fléchissants  sont  nuls  aux  deux  points  I  et  T,  définis 
par  les  équations 

X  3a+6  a+36 

Pig.  95. 


Lorsque  a  =  6,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  G  est  an  milieu  de 
A6,  les  points  I  et  V  sont  au  milieu  de  deux  tronçons  ou  aux  quarts 
de  la  portée. 

On  a  enfin  AG  =  CH  =  X,  BL  =  CK  =  —  Y,  et,  par  consé- 
quent, HE  =  P.  Les  droites  GH  et  KL  représentent  les  efforts  tran- 
chants. 

103.  Poutre  continue  posée  sur  trois  appuis  de  niveau^  et  par^ 
tant  dans  chaque  travée  une  charge  également  répartie* 


FIg.  ML 


1 


4t 


— •-       \ 


T— A' 


Soient 

A,  69  G  les  trots  appuis,  qu'on  suppose  de  niveau; 
AB  =  a,    BG  =  6  les  deux  portées  ; 

p  la  charge  par  unité  de  longueur  dans  la  première,  et  q  la 
charge  par  unité  de  longueur  dans  la  seconde. 
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Appelons  X  la  réaction  verticale  du  premier  appui,  que  la  statique 
ne  suflBt  pas  à  déterminer,  puisqu'il  y  a  trois  appuis  en  ligue  droite,  et 
cherchons  la  valeur  du  moment  fléchissant  sur  l'appui  B  intermé- 
diaire. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première  travée  ÂB.  Prenons  la  droite 
AG  pour  axe  des  x,  et  le  point  A  pour  origine;  en  un  point  H  de 
la  première  travée,  défini  par  son  abscisse  AM  =  âr,  nous  aurons 
l'équation  des  moments 


(1)  Elg  =  Xx-l,.x% 


et  par  suite,  en  intégrant, 

W  El(|-tg,)=ix^.-lpx*. 

(3)  El  (y-xtgç)  =  ixx»-^px*; 

f  'est  l'angle  de  la  fibre  neutre  avec  l'axe  AB,  au  point  A,  après  la 
déformation.  On  n'ajoute  pas  de  constante  à  l'équation  (3)  parce  que 
X  =  o  doit  donner  y  =  o. 

Dans  l'équation  (i)  faisons  x  =  a^  et  appelons  (x  le  moment  flé- 
chissant sur  l'appui  B;  nous  aurons 

i 

(4)  l*  =  Xa— -pa«. 

Faisons  de  même  x=^a  dans  l'équation  (3)  ;  elle  donnera  y  =  o. 
D'où  résulte,  en  supprimant  le  facteur  a,  l'équation 


(5)  Eltgç  +  ixa«-lpa»=0 


Entre  ces  deux  dernières  équations,  nous  pouvons  éliminer  X  ;  pour 
cela,  multiplions  la  première  par  7 a,  et  ajoutons:  il  viendra,  en 
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aupprimaDt  le  terme  ^  Xa*,  commuD  aux  deox  membres, 
W  s  [^  +  El  tgç  —  —pa»  =  —  7s  pa*. 


OU  bien 


j[Mi  +  Ellg?  + jjpa'=0. 


j<aisons  ensuite  a;  =  a  dans  l'équaUon  (s);  et  appelons  <|i  l'utglt 
que  fait  la  fibre  moyenne,  après  la  déformation,  avec  l'axe  des  x  u 
point  B  ;  nous  aurons 

fl)  El  (tg;- tg?)  =  ixo»-ipo». 

Entre  les  équations  (7)  et  (4)  >  nous  pouvons  encore  éliminer  \, 
il  viendra 

(8)  El(tg+-tgp)-^(«i  =  lpa'. 

Enfin,  entre  les  équations  (6)  et  (8),  éliminons  tg  f  en  les  ajouuu» 
ensemble;  nous  aurons  pour  résultat  final  une  relation  linéaire  à- 
tre  p.  et  tg  ^  :  1 

(9)  El  tg.J  +gpo-  g|ia+  gjPo'  =  jjpo», 
ou  bien 

Passons  à  la  seconde  travée  BG;  elle  nous  donnera  un  rësdui 
analogue.  Il  faudra  seulement  faire  commencer  la  travée  au  poim  C, 


.^-W 


et  compter  de  G  en  B  les  ar  positifs.  Nous  trouverons  sur  l'appui  E 
un  moment  égal  à  p.  De  plus  les  deux  travées  se  raccordent  tangea- 
tiellemeat  en  ce  point;  mais  l'angle  de  la  fibre  neutre  avec  le  rm- 
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el  axe  des  x,  CB,  (fig.  Qy)  sera  le  supplément  de  l'angle  ^  conf- 
éré tout  à  l'heure  ;  ce  qui  fait  changer  tg  i]*  de  signe,  de  sorte  qu'on 
btieot  pour  l'équation  relative  à  la  travée  CB, 


m 


-EItg|  =  lK6  +  ^56». 


Ajoutons  les  éqaations  (9)  et  (10)  ;  l'angle  ^  sera  éliminé,  et  ou 
ura  pour  déterminer  }i  l'équation 


(H) 

5l'("  +  »)  +  à'f°'  +  5»") 

'où  l'on  tire 

1121 

Ipa'  +  gM 

Cette  équation  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorSme  que  nous 
ëmontreroDS  plus  tard,  le  théorème  des  trois  moments. 
L'équation  (19)  fait  connaître  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour 
'acer  les  paraboles  des  moments  et  les  droites  représentatives  des 
STorls  tranchants. 

L^s  moments  fléchissants  seront  représentés  dans  la  travée  AB 
ar  les  ordonnées  d'une  parabole  AED,  passant  par  le  point  A, 
et  venant  couper  en  D, 
au-dessous  do  l'axe 
des  abscisses,  Vi  ver- 
ticale menée  par  l'ap- 
pui B  ;  la  distance  BD 
est  donnée  par  l'équa- 
tint 
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Mais  X  n*est  pas  encore  déterminé  ;  nous  l'obtiendrons  en  remar- 
quant que  pour  a?  =  a,  on  a  M  =:  ^x.  Donc 

,1     , 

Substituant  cette  valeur,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  ÂEB.  On  a 
de  plus  la  valeur  X  de  l'effort  tranchant  au  point  A. 

La  droite  61 ,  qui  représente  l'effort  tranchant  dans  la  travée  AB, 
a  pour  équation 

A  =  X  — jxc 
L'effort  tranchant  au  point  6,  dans  la  travée  AB,  est  donc  égal  à 

Cette  valeur  est  négative,  et  est  représentée  sur  l'épure  par  la  lon- 
gueur BI. 

Dans  la  travée  BG,  les  moments  fléchissants  sont  représentés  par 
une  parabole  qui  passe  par  les  points  D  et  G  ;  elle  a  un  axe  verti- 

cal,  et  son  paramètre  est  -• 

L'équation  de  cette  parabole  est  donc  de  la  forme 

en  comptant  cette  fois  les  abscisses  x  à  partir  du  point  B  dans  le 
sens  BG;  B'  est  une  constante  à  déterminer.  Si  on  fait  â?=  o,  on  a 
M  =  (A,  ce  qui  indique  que  la  courbe  passe  en  D  ;  si  on  fait  xs^  6, 
on  doit  avoir  H  =  o.  Donc 


et  par  suite 
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On  pourra  tracer  la  courbe  DFG.  Les  deux  paraboles  coupent 
l'axe  des  abscisses  aux  points  R  et  N,  qui  sont  les  points  d'inflexion 
de  Taxe  neutre.  Les  maxima  E  et  F  correspondent  aux  points  H  et  L, 
où  TefTort  tranchant  est  nul. 

Cette  quantité  B' est  la  valeiur  de  l'effort  tranchant  surTappui  B 
dans  la  travée  BG.  On  trouve  ainsi  deux  efforts  tranchants  sur  cet  ap- 
pui; l'un  négatif,  et  représenté  sur  l'épure  parTordonnée  BI;  l'autre 

positif  et  égal  k-  qb  —  ^ ,  représenté  sur  la  figure  par  l'ordonnée  BK. 

Le  premier  est  l'effort  tranchant  en  B  dans  la  travée^  ÂB  ;  le  se- 
cond, l'effort  tranchant  en  B  dans  la  travée  BG  ;  et  leur  différence 
B'— B  est  la  réaction  totale  T  de  l'appui  commun  ;  c'est  cette  force  T, 
Gnie,  isolée,  qui  produit  une  différence  finie  entre  les  deux  efforts 
tranchants  consécutifs.  Le  polygone  des  efforts  tranchants  est  la  ligne 
discontinue  6IKM. 
Au  point  G  l'effort  tranchant  est  donné  par  l'équation 


C  =  B'-g6=:=-ig6-J, 


quantité  représentée  par  l'ordonnée  négadve  GM.  Réunissant  les 
val<nirs  trouvées  pour  les  efforts  tranchants,  le  moment  fléchissant 
en  B,  et  les  réactions  des  appuis  X,  T,  Z,  on  forme  le  tableau  suivant  : 

__      1  pa*  4-  g6' 
•*■"      §     a  +  6    • 

EfforU  tranehants.        Réaction  des  appait. 

Au  pomt  A       A=      2P«+ -  •  •  •  •  X  =  A  =  3pa+ Jî 

X  a  a  a  . 


Au  point  B 


[B'=     1,6-5 


•    . 


•Y=B'-B  =  i(pa  +  g6)-^(l  +  î) 


Aq  point  G       C=— jg6  — ^.  .  .  .  Z:=  — C=^g6  +  C 
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r 


Si  l'on  collait  la  poutre  sur  l'appui  B,  les  efforts  tranchants  de- 
viendraient ; 

En  A g  pa, 

dans  la  trayée  AB  —  ^  pa» 
En  B<  J 

dans  la  trayée  BG      7  96, 

En  C —  s  Ç^- 

et  les  réactions  totales  des  appuis  seraient 

En  A     ^pa, 

1  i 

En  B     5ps  +5f6. 


2 


En  C      5  qb. 


2 

La  continuité  de  Is  poutre  au-dessus  de  l'appui  moyen  a  donc 
pour  effet  de  soulager  les  appuis  extrêmes,  en  reportant  un  excès 
de  pression  sur  l'appui  moyen.  . 

Faisons  a=^b^etp  =  q^  nous  trouverons  les  formules  suivantes, 
qui  sont  très  souvent  employées  : 


8 
8 


X=Z=-pa, 


T=ypa. 

On  remarquera  c[ue,  dans  ce  cas  particulier,  chaque  travée  peut 
être  considérée,  à  cause  de  la  symétrie,  comme  formant  une  poutre 

*»«•  •*•  encastrée  sur  Tappui  B,  po- 

^f  sée  sur  l'appui  extrême ,  et 

^,   chargée  d^un  poids  p  égale- 
ment réparti  :  cas  examiné 


XA  pa 


P» 


^    précédemment  (S  1 0 1). 
Il  serait  facile,  dans  le  cas  général,  de  trouver  la  forme  de  la  fibre 
neutre.  Les  constantes  à  employer,  tgf ,  tg^,  sont  déterminées  par 


I 
I 


INDICATION    3 


1.  Poutre  posée  sur 
ehaige  également  rtf pat 


AB=:a. 

P,  charge,  par  unité  d« 
C,  milieu  de  AD. 

3.  Foutre  encastiée,  chai 


7.  Poutre  posée  sur  1 
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l'analyse  même  da  problème,  telle  que  nous  venons  de  Texposer  (i). 

104*  Exempk  de  charges  continues  non  également  réparties. 
Problême  de  taigmlle  soutenant  une  charge  deau. 

Soit  'AB  l'aiguille  verticale  d'un  barrage  qui 
soutient  l'eau  à  un  niveau  CD  sur  une  de  ses 
faces,  tandis  que,  sur  l'autre  face,  le  niveau  de 
l'eau  atteint  seulement  la  hauteur  EF.  L'aiguille 
est  appuyée  en  deux  points  A  et  B. 

On  donne  la  hauteur  AB  =  a,    la  distance 
AD  =  é,  enfin  la  distance  AE  =  c. 
L'aiguille  a  une  section  rectangulaire  :  ses 
X*  »    •"     dimensions  sont  m    parallèlement  au  plan  de 

la  figure,  et  n  perpendiculairement  à  ce  plan. 

On  demande  les  charges  supportées  par  la  matière  de  l'aiguille, 
et  la  forme  prise  par  la  fibre  neutre. 

Appelons  U  le  poids  de  l'unité  de  volume  d*eau.  Prenons  pour  axe 
des  X  la  droite  AB,  le  point  A  pour  origine,  et  comptons  les  y  posi- 
tifs vers  la  gauche  de  l'axe  des  abscisses. 

Soit  T  la  réaction  du  point  A  sur  l'aiguille,  et  X  la  réaction  du 
point  B  ;  ces  deux  forces  sont  horizontales.  La  statique  suffît  pour 
les  déterminer. 

La  poussée  de  Teau  sur  la  face  d'amont  de  l'aiguille  est  me- 
surée par  le  produit  -  nxDB  xn;  elle  est  appliquée  en  un  point 

situé  à  une  hauteur  égale  à  7  DB  au-dessus  du  point  B. 

La  poussée  de  l'eau  sur  la  face  d'aval  est  dirigée  en  sens  con- 
traire ;  elle  est  égale  à  -  n  x  EB  x  n,  et  son  point  d'application  est 

3 

situé  à  la  distance  =  ÉB  du  point  B. 

On  a  d'ùlleurs 

DB=:a  — 6, 
EB  =  a  — c. 


U)Leipriiidpaiaea8  eximliiétjntqa'leidaos  ce  chapitre  sontrétamétdaDsle  tableau  A. 
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Pi  enant  les  moments  par  rapport  au  point  B,  il  vient 


Ya  =  i  nn(a— 6)»— î  IIri(a— c)». 


équation  qui  fait  connaître  T. 
On  déduit  ensuite  X  de  Téquation 

X  +  Y  =  I  nn(a  -  6)«-  g  nn(a-c)«. 

Les  moments  fléchissants  seront  déterminés  de  A  en  D  par  Té* 
quation  M  =:  Yx^  qui  représente  une  droite  AM  (limites  d'application, 
x=^oeix  =  b); 

De  D  en  E,  par  l'équation  H  =  Yx  —  ^Dn  (â; — d)'*  qui  représente 

une  certaine  courbe  MN  (limites,  x=zbf  xz=c); 
Enfin  de  E  en  B,  par  Féquation 

M  =  Yaî-  inxM(z— 6)»  +  |nn(x— c)», 

D  D 

qui  représente  un  arc  de  courbe  NB  (limites,  x=c^x  =  a). 
Les  efforts  tranchants  seront  donnés  par  les  équations  suivantes  : 


De  A  en  D,  ou  de  2=0  à  x=:6« 
De  D  en  E,  ou  de  a;=6  à  x=c, 

De  E  en  B,  ou  de  x=c  à  a;=0. 


A=^Y, 


i 


A  =  Y  -  g  nn(x— !>)«, 

A  =  Y-inn(x-6)«+5nn(a:— cf. 


La  première  représente  une  droite  PQ  parallèle  à  AB  ;  les  deux 
autres  représentent  deux  arcs  de  parabole  QR,  RS;  l'ordonnée  PA 
est  égale  à  Y;  l'ordonnée  BS  est  égale  en  valeur  absolue  à  X* 

Ces  déterminations  permettent  de  trouver  en  chaque  point  la 
charge  de  la  matière  ;  appelons  R  la  pression  par  unité  de  surface, 
dans  une  section  définie  par  son  abscisse  or,  en  un  point  âtué  à  la 
distance  v  de  la  fibre  moyenne  ;  nous  appliquerons  l'équation 

V 
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Hais  m  étant  la  dimeDsion  de  Taiguille  dans  le  sens  de  la  i>oussée  de 
l'eau,  on  a  * 

I  =  — m»», 

et  la  plus  grande  valeur  de  v  est  ^ale  en  valeur  absolue  à  -  m  ;  donc 

le  minimum  absolu  de  -  esi-^m*n^  et  par  suite  le  maximum  absolu 
de  R  est 

formule  dans  laquelle  on  fera  entrer  le  maximum  de  H,  ou  le  moment 
correspondant  à  la  section  K  de  l'aiguille. 

La  résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant,  R\  sera  de  même  égale 

à  — ;  on  la  déterminera  pour  la  plus  grande  valeur  absolue  de  A. 

laquelle  correspond  au  point  B. 

Pour  résoudre  la  seconde  partie  du  problème,  on  intégrera  deux 
fois  les  trois  équations  des  moments,  ce  qui  introduira  deux  con* 
stantes  pour  chacune,  en  toat  six  constantes,  et  l'on  aura  six 
équations  pour  les  déterminer,  savoir  :  deux  équations  pour  exprimer 
que  la  courbe  passe  aux  points  A  et  B,  et  quatre,  pour  exprimer 
que  les  tronçons  AD ,  DE ,  EB ,  se  raccordent  tangentiellement  aux 
points  D  et  E.  Voici  comment  on  peut  diriger  les  opérations. 

On  a  à  intégrer  les  trois  équations  différentielles  ; 


El  ;7t=  Y'»    entre  les  limites    s=0    et    x=:  6; 
EI^  =  Yi— gUn(x— 6J»,  entre    «=6    et  .x=c; 


enfin 


El^  =  Yx-inn(«  — 6)»+in/i(«  — c)»,    entre    a=c    et    x  =  a; 
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ce  qui  fournit  les  six  équations  suivantes  s 

)  tronçon  AD, 
EI(y  +  CjX  +  C,)  =  YÇ 


DE, 


EI(y+C>+Cy  =  Y~j|5nn(x-6)» 

El  (y+ GV  +  C'',)=YÎ' ^  j~nn(x- 6)»  4-i^nn(a:--c)» 


EB. 


La  courbe  passant  au  point  A,  on  a  d'abord 

C,  =  o. 
Quand  on  fait  j;  ==  6 ,  les  deux  tronçons  AD  et  DE  ont  le  même  y 


et  le  même  -^  ;  donc 
ax 


C4  =  C',    et   C',  =  C,  =  0. 


Quand  on  fait  2r  =  c,  on  doit  avoir  de  même  pour  les  deux  tron- 
çons DE,  EB,  le  même  y  et  le  même  -^  ;  ce  qui  donne  encore 

C'j  =  C"j    et    C"|  =  C',  =  0. 

II  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  G^  ;  taisant  â?  =  a  dans 
la  dernière  équation,  on  doit  avoir  y  =  0;  donc 

C,xEIa  =  T^'-^[(o-6)»-(a-c)»l. 

et  le  problème  est  entièrement  résolu. 
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105.  Recherche  des  moments  d'inertie  des  sections  usntties  de 
poutre. 

Rectangk  plein»  —  Le  rectan^e  ABGD  étant  donné,  le  centre  de 
Kig  m.  gravité  de  la  figure  est  le  point  6  de  rencontre  des 

deux  diagonales  ;  par  ce  point  menons  une  droite 
XX,  paiali^e  aux  ofttés  AB,  CD,  et  proposons-nous 
X  de  trouver  le  moment  d'inertie  I  de  la  section  par 
rapport  à  cette  droite.  Soit  AB  =  a,  AD  =>  6. 
Considérons  un  rectangle  infinimentpetitmnjD^, 
et  appelons  x  la  distance  Gr  du  côté  mn  de  ce  rectangle  au  centre 
de  gravité  6  ;  la  hauteur  mq  du  rectangle  élémentaire  sera  repi^ 
sentée  par  dx^  et  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  XX  sera  égal  à 
adx  X.  X*.  Le  moment  d'inertie  total  I  est  la  somme  des  éléments 
ax^dx  étendue  à  toute  la  section  ABGD,  c'est-à-dire  prise  entre 

les  limites  x  = eta?  =  +-  ,cequidom[>c  ea  défimiive — ; 

on  a  donc 

I  =  -i.  nh\ 

42 


Le  maximum  de  la  distance  t;  dans  la  section  rectangulaire  ABGD 
est  égal  à  -,  de  sorte  que  la  faleur  minimnm  de  -  est  égale  à  g  ab^. 

I^  formule  I  ss  —  ab^  peut  se  mettre  sous  la  ionne 


la 


I=a6x^6«. 


Or  ab  est  Taire  û  du  rectangle  ABGD  ;  —  b^  est  le  carré  d'une 

longueur  — -^  6 ,  qui  est  le  rayon  de  giration  de  la  surface  consi- 

dérée. 
Nous  avions  déjà  trouvé  ce  résultat  par  une  autre  méthode,  %  kb. 
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Losange.  - 

Fig.  lot 


Cherchons  de  même  le  moment  d'inertie  de  la  sur- 
face ABGD  par  rapport  à  la  diagonale  BD, 
qui  contient  le  centre  de  gravité  G.  Soit 

DB=:a,    AC  =  6. 

En  suivant  une  méthode  analogue,  on  trouvera 


La  section  Û  est  ici  égale  à  -  ab  ;  le  carré  du  rayon  de  giration  est 
donc 

^^  -  S4  ^' 


et  le  rayon  de  giration 


sv^ 


b. 


Le  maximum  de  v  est  -,  et  le  minimum  de  -  est  par  conséquent 
égal  à  -7  ab\ 

Rectangle  évidé^  double  T.  —  Le  moment  I  de  la  section  com- 
Fig.103.  p^gg  çjj^^^  jçg  j^yj^  rectangles  ABGD,  A'B'C'iy, 

dont  les  côtés  sont  parallèles  et  dont  les  centres 
de  gravité  coïncident  au  point  6,  s'obtient  en 
1  retranchant  du  moment  d'inertie  relatif  au  pre- 
mier rectangle  le  moment  d'inertie  relatif  au 
second. 


1 

B 

A' 

B' 

X 

D' 

G 
C 

X 

D 

C 

Soit  donc 


nous  aurons 


AB  =  a.    BC  =  6,    A'B'=xa'.    BC^^*; 


I  =  :^(a6«-a'6'»J, 


Le  maximum  de  t;  est  égal  à  -  d. 


DES  SECTIONS  USUELLES. 


201 


Fig.l04. 


n 


La  même  formule  donne  le  moment  â*inertie  de  lasection  double  T, 

qui  se  rencontre  si  souvent  dans  les  constructions 
en  tôle  ;  on  voit  en  effet  que,  si  Ton  coupe  la  figure 
MNPQRSTLKIHO  par  ladroiteYY,  quila partage  en 
deux  portions  égales,  on  peut  transporter  la  portion 
situéeàdroîte  de  cette  ligne  YYde  maniërequ'elle  se 
joigne  en  MO  et  KL,  par  les  cdtés  NP  et  ST,  avec  la 


[ 


J 


Fig.lOSk 


A 

R 

-^-^.^_ 

-J.-_l — 

G —  r—f 

*  If 

««  ^ 

l 

0                 z 

L  i^         T 

portion  de  gauche.  On  forme  ainsi  un  rectangle  évidé,  sans  alté- 
rer, ni  les  éléments  de  la  section ,  ni  leurs  distances  à  l'axe  XX  des 
moments  d'inertie;  le  moment  cherché  I  n'est  donc  pas  changé. 

La  formule  I  =  —  (ab*  —  àb'*)  donne  le  moment  de  la  section 

double  T,  si  l'on  pose  a  =  MN,  4  =  ML,  tf'  =  PQ  +  OH  et  6'  =  HI. 
Moment  d'inertie  du  rectangle  ÂBCD,  par  rapport  à  tme  droite  Zl 

parallèk  au  côté  AB ,  mais  ne  passant  pas 
par  k  centre  de  gravité  G  du  rectangle.  — 
Soit  ÂB  =  a,  BG  =  b,  enfin  60  =  A. 

Nous  aurons  à  prendre  la  somme  des  élé- 
ments ax^dx  entre  les  limites  A et  A  4-  -, 

ce  qui  donnera  : 

■=J»  [(»+!)■- ("-l)']=l"(«'^?)=«'x"^Â'^- 

Le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  ZZ,  se  compose  donc  de  deux 
parties  :  Tune  ab  X  h*,  est  le  produit  de  l'aire  de  la  figure  ABCD  par 
le  carré  A*  de  la  distance  du  centre  de  gravité  6  de  cette  figure  à 

la  droite  ZZ;  l'autre,  —  ab*^  n'est  autre  chose  que  le  moment  d'i- 

nertie  de  la  figure  par  rapport  à  une  droite  XX  menée  parallèlement 
à  ZZ  par  le  centre  de  gravité  6.  On  sait  que  cette  loi  est  générale 
pour  une  figure  quelconque  (§  55). 

Il  arrive  fréquemment  que,  dans  les  sections  des  poutres  en  tôle, 
l'épaisseur  b  d'une  fouille  soit  très  petite  par  rapport  à  la  distance  h 
du  centre  de  gravité  de  la  feuille  à  l'axe  neutre.  Alors  on  peut  sup- 
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primer  le  terme  —  aV  dans  la  valeur  de  I,  et  poser  par  approximation 


I  =  a6  X  h\ 


I 


■ 

Cela  revient  à  prendre  pour  rayon  de  giration  de  la  section  par 
rapport  à  ZZ  la  quantité  A,au  lieu  de 


\/ 


"*»"■ 


Fig.  106. 


106.  Détermination  du  moment  ctinertie  I  dune  section  de 
poutre  en  tôle. 

1*  Méthode  exacte  applicabk  aux  petites  poutres. 
Les  poutres  en  tôle  sont  en  général  composées  comme  il  suit  : 
Les  deux  tables  ou  semelles  AB,  CD  sont  réunies  à  une  âme  EF  au 

moyen  desquatrecor- 
n2A-esP,Q,R.S,etIa 

section  est  symétri- 

j  *  que  à  la  fois  par  rap- 
port aux  deux  droites 
rectangulaires  XX  « 
YY,  passant  par  son 
centre  de  gravité  G. 
On  n'a  alors  à  s'oc- 


if 


IT 


..J 


c[ 


]B 


k 


a 


0 


w     *  V     >|r 


lY 


> 


6 


ouper  que  d'une  moitié  de  la  section,  celle  qui  est  située  au-dessus 
de  XX,  par  exemple,  sauf  à  doubler  ensuite  le  résultat. 
On  trouvera  la  formule  : 


ou  bien 


1  =  I  [ac»-  (a—  a')<^—  (a'-'a")c"*^ia''^a'^c^']. 


Cette  formule  s'emploie  pour  le  calcul  des  moments  d'inertie  des 
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Kg.  107. 

a  l'T 


N*0 


'i[ 


m 


1. 


£ 


IF^ 


.-— . 


poutres  de  faible  hauteur.  L'usage  d'une  table  de  cubes  en  simplifie 
l'applicatioD. 
2'  Méthode  approximative  pour  les  sections  des  grandes  poutres. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de 
généralité,  la  sebtion  non  symé- 
trique  par  rapport  à  la  droite  XX 
menée  par  son  centre  de  gravité, 
de  sorte  que  la  position  du  centre 
de  gravité  ne  soit  pas  connue 
d'avance. 
^  On  prendra  pour  axe  provisoire 
des  moments  une  droite  ZZ,  per- 
pendiculaire au  plan  de  symétrie  YT. 
On  mesurera  sur  l'épure  de  la  sec- 
tion toutes  les  dimensions  a,  6, 

a',  b' des  rectangles  élémen- 

'^  taires  dans  lesquels  la  section  se 

décompose,  et  les  distances  h^  N des  centres  de  gravité  de  ces 

rectangles  à  la  droite  ZZ* 
Au  moyen  de  ces  données,  on  formera  le  tableau  suivant  : 


a^ 


a^ 


a^ 


JE X. 


&! 


+-- f 


L    •     1 


1 


1 


ttSBfUmSM 

des 
RcUogles. 

AI1Z8 

des 

leetanglet. 

MOUBRTS  SES  AIBBS 

par  rapport 
àZZ. 

TALBOl  APPIOZIMATITB 

da 

moment  d^inertie 

dea  aires  partielles. 

> 

1 

N-  0 
1 
2 
3 
4 
S 
6 

Totaux 

axb 

a'xA' 

û"x6" 

a"'x6"' 

a^xb^ 

a^"x6^ 

abxh 

a'6'x  A' 

a''b"  X  h" 

cT'V"  X  A'" 

a^b^  X  hy 

«▼^▼xA^ 

flfTiô^ï  X  h^ 

a6AxA 
û'ô'A'xA' 

n"6"A"xA" 
û'"6'"A'"xA"' 

^IIT^IT^IT  X  /<»▼ 

«▼^▼AvxAv 

1 

û 

S 

T 

t 

On  divisera  la  somme  S  des  moments  des  aires  par  la  somme  û* 
qui  représente  Taire  totale  de  la  section  ;  le  quotient  H  sera  la  dis- 
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tance  du  centre  de  gravité  G  de  la  section  à  la  droite  ZZ.  La  somme  T 
est,  approximativement,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport 
à  ZZ  ;  pour  en  déduire  le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  la  droite  XX 
menée  parallèlement  à  ZZ  par  le  point  G,  il  faudra  retrancher  de  T  le 
produit  de  Taire  totale  û  par  le  carré  de  la  distance  H,  ce  qui  revient 
à  retrancher  de  T  le  produit  SH.  On  a  donc  à  faire  la  série  d'opérations  : 

n  =  g,    I==T— ÛH«  =  T— SH. 

Cette  méthode  donne  pour  I  une  valeur  un  peu  au-dessous  de  la 
valeur  exacte. 

8*  Méthode  simplifiée  pour  les  grandes  sections  symétriques  par 
rapport  à  la  droite  XX. 

On  néglige  le  moment  d'inertie  de  l'âme  ;  on 
ajoute  la  section  des  cornières  à  la  section  de  la 
table  voisine  ;  soit  û  la  section  résultante,  et  I  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  la  table  su- 
périeure A  au  centre  de  gravité  de  la  table  infé- 
rieure B.  On  a,  avec  une  approximation  générale- 
ment suffisante  t 

Dans  ce  cas,  on  peut  prendre  aussi  pour  valeur  maximum  de  t;  la 

quantité  •-,  de  sorte  que  -  a  pour  valeur  minimum  û/.  Le  moment 

d'élasticité  a  pour  expression  RQ/,  ce  qui  est  évident,  puisque  Rû 
représente  la  somme  des  forces  moléculaires  développées  en  sens 
différents  dans  chacune  des  sections  A  et  B,  et  /  le  bras  de  levier  du 
couple  formé  par  ces  deux  groupes  de  forces. 


FIg.  108. 

*l            1 
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El            1 

G             1    Z 

i               t 

OBSERVATIONS  SUR  LES  ÉQUATIONS  DE  l'ÉQUIUBRE INTÉRIEUR  DES  POUTRES 
DROITES  SOLLICITÉES  PAR  DES  FORCES  NORMALES. 


Homogénéité  des  formules. 

107.  U  n'est  pas  inutile  de  faire  ressortir  l'homogénéité  des  équa- 
tions obtenues  dans  le  courant  de  ce  chapitre. 
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Prenons  pour  exemple  l'équation  des  moments  fléchissants 

P 

Pour  faire  voir  qu'elle  est  bomogèneyil  suf&t  â*observer  que  le  mo- 
ment M  est  le  produit  d'une  force  par  une  longueur  ;  que  le  coefficient 
d'élasticité  est  une  force  rapportée  à  l'unité  de  surface»  c'est-à-dire 
le  quotient  de  la  division  d'une  force  par  le  carré  d'une  ligne;  enfin 
que  p  est  une  longueur  et  que  I  est  un  produit  de  quatre  dimensions 
linéaires.  On  peut  donc  poser 

II  =  F/,         F  et  F'  représentant  des  forces, 

F' 
^.=  71  ^  ^'i  ^^  ^>  des  longueurs. 

I  =  /"* 

L'équation  se  réduit  à  la  formule  suivante  : 

F' 

t -s  F/ 

ou  bien 

F  ""      i»^     * 

équation  où  n'entrent  plus  que  des  rapports  numériques  entre  quan- 
tités de  même  nature. 

Prenons  encore  les  équations  qui  nous  donnent  les  flèches  prises 
par  une  poutre  sous  l'action  de  certaines  forces. 

Va* 
Nous  ayons  trouvé  la  formule  /=  -^r  X  0«  où  P  est  un  poids  ou 

une  force,  0  un  coefiicient  numérique,  a  une  longueur;  E  et  I  ont 
les  mêmes  significations  que  dans  l'exemple  précédent  Faisons  les 
substitutions  comme  tout  à  l'heure,  et  nous  aurons 

^       Pxa»       .F      a»x/'«      . 

P  a*xl* 

P  et  6  sont  deux  nombres;  la  fraction  — -pi —  ayant  au  caméra- 
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teur  cinq  dimensions,  et  seulement  quatre  au  dénominateur,  se  ré- 
duit à  une  simple  longueur,  de  même  nature  que  la  flèche  /• 

Si  la  charge  était  uniformément  répartie,  la  formule  qui  donne 
la  flèche  deviendrait 

et  le  résultat  serait  le  même  ;  car  alors  p  serait  une  force  rapportée 
à  une  langueur  j  en  sorte  que  le  produit  pa  serait  une  force,  et  en- 
trerait dans  le  calcul  au  même  titre  que  le  poids  P« 

On  n'éprouvera  donc  jamais  d'embarras  quand  on  voudra  faire  les 
applications  numériques  des  formules. 

Dans  ces  sortes  de  questions  on  n'a  à  considérer,  en  dernière  ana- 
lyse, que  des  forces  et  des  dimensions  linéaires.  Les  formules  de  la 
dynamique  contiennent  en  outre  le  temps  et  les  masses  ;  elles  sont  un 
peu  plus  compliquées,  mais  elles  peuvent  s'interpréter  d'une  ma- 
nière analogue. 


SIMILITUDE   DES  POUTRES  AU  POINT   DB   VUE  DE  LA  BÊSISTANCE. 


108.  So't  a  la  portée  d'une  poutre^ 

P,  P,  P",  •••  les  forces  normales  qui  y  sont  appliquées,  en  des 
points  dont  les  abscisses,  mesurées  sur  la  poutre^sont  p,  p',  p'',^.; 

û,  la  section  transversale  de  la  poutre; 

I,  le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rappoi*t  à  la  droite  menée 
par  son  centre  de  gravité  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 

Considérons  une  seconde  poutre  dont  la  section  ait  la  même  forme 
que  la  première,  et  supposons  qu'on  puisse  passer  de  l'une  à  l'autre 
en  multipliant. 

Toutes  les  longueurs  «,/>,/)',/>", ...  par  un  même  coefficient  a  ; 
Les  dimensions  en  largeur  de  là  section  par  un  coefficient  ^  ; 
Les  dimensions  en  hauteur  de  la  section,  par  un  coefficient  y  $ 
Les  forces  par  un  coefficient  c 
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Supposons  enfin  que  le  coefficient  d'élasticité  soit  E  pour  la  pre- 
mière poutre  et  E^  pour  la  seconde. 

La  seconde  poutre  aura  une  portée  aa;  elle  sera  soumise  à 
des  forces  normales  Pt,  Fe,  F'e,...  appliquées  en  des  points  dont  les 
abscisses  seront  pa,  p'a,  p"a, ...  la  section  sera  égale  à  ûx^y  ;  le  mo- 
ment d'inertie  de  cette  section,  somme  de  produits  dans  lesquels 
entrent  trois  dimensions  en  hauteur  et  une  dimension  en  largeur, 
sera  égal  à  I  x  P^\         i 

Les  moments  fléchissants  M  de  la  première  poutre  deviendront 

El 
Mxae  pour  la  seconde.  Or  on  Siz=  —  ;  les  rayons  de  courbure 

seront  donc  multipliés,  quand  on  passe  de  la  première  poutre  à  la 
seconde,  par 

E        ot 

La  résistance  par  unité  de  surface,  R  =  -y-^sera  multipliée  par  le 

1 

produit 

^,    ou  par    p. 

La  résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant  est  donnée  pour  cha- 

ïP 
que  section  par  une  expression  de  la  forme  —  ;  elle  sera  doue  mul- 
tipliée par 

8 

Pt- 

L'angle  très  petit,  -^ ,  qui  mesure  la  déviation  de  la  fibre  neutre . 
est  donné  par  l'équation 


E.(S-tg,)=jMd. 


Cet  angle  est  donc  homogène  à 
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"ET' 
et  par  suite  il  est  multiplié  dans  la  seconde  poutre  par  le  nombre 

MX  a  £       a*c 

I 

Enfin,  les  flèches,  y  sont  données  par  l'équation 


/*« 


EI(y-xtg?)  =  \\M(ix«; 

elles  sont  donc  multipliées  par 

«t  X  a*  E«*t 


(l')x^"  ■'■''■• 


Quand  on  a  étudié  la  déformation  et  la  répartition  des  pressions 
dans  la  première  poutre,  on  peut  en  déduire  par  de  simples  multi- 
plications les  résultats  relatifs  à  la  seconde. 

Nous  donnerons  deux  exemples  de  l'emploi  de  cette  méthode. 

1*  Cherchons  à  quelles  conditions  les  coefficients  a,  p,  y,  e,  doivent 
satisfaire  pour  que  les  deux  poutres,  supposées  formées  de  la  même 
matière,  subissent  les  mêmes  pressions  aux  pouits  homologues. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  R  et  R'  soient  respectivement  les 


;r-  soient 


mêmes,  et  par  conséquent  que  les  multiplicateurs  g-;  et  g-  soi 
égaux  à  l'unité.  On  aura  donc 

•=Py,      et      «=sT- 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  flèches  prises  par  les  deux  pou- 
tres seront  entre  elles  dans  le  rapport  exprimé  par  le  nombre  a. 

On  a,  en  effet,  pour  le  rapport  des  flèches  le  nombre  r-| ,  puisque  E 

est  supposé  égal  à  E';  or 
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c-'  =  r.    et    p  =  t; 


donc 


a>ê 


p  =  T  =  -. 


2*  Une  poutre  de  section  rectangulaire,  ÂBGD,  chargée  de  poids, 
Fig.  109.  repose  sur  le  côté  CD  ;  on  lui  donne  quartier  sans 
rien  changer  aux  charges  qu'elle  supporte,  c'est-à- 
dire  on  la  couche  sur  le  côté  AD  ;  on  demande  les 
modifications  qui  en  résultent  dans  la  distribution 
des  pressions  et  dans  les  flèches  prises  par  la 
poutre. 
Les  longueurs  sont  les  mêmes  dans  les  deux  poutres, 
ainsi  que  les  forces  et  que  les  coefficients  d'élasticité. 


Donc 


B- 


o  =  1,      •  =  1      et     E  =  E*. 


La  dimension  horizontale  CD  de  la  première  poutre  devient  égale 

AD 
à  AD  dans  la  seconde  ;  le  rapport  ^  est  donc  ég^  au  rapport  j^ 

CD 
des  côtés  du  rectangle*    Le  rapport  y  est  au  contraire  jr:  ;  donc 

Y=g.  Il  en  résulte  que  les  charges  R,  qui  correspondent  à  la 

flexion,  sont  multipliées  par  le  rapport  ^  ,  ou  par  le  facteur  p  ; 

Que  les  charges  R',  qui  correspondent  à  l'effort  tranchant  sont 
maltipliées  par  g- ,  c'est-à-dire  par  l'unité; 

Que  les  flèches  sont  multipliées  par  ^-^ ,  ou  par  -;,  ou  enfin  par^*. 

rT  T 

109.  Une  circulaire  ministérielle  du  9  juillet  1877  a  fixé,  pour 
les  ponts  des  chemins  de  fer  français,  les  surcharges  uniformément 
réparties  qui  peuvent  être  considérées  comme  équivalentes  au  poids 
des  trains  les  plus  lourds,  au  point  de  vue  du  maximum  du  mo- 

i4 
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ment  fléchissant  réalisé  dans  les  poutres.  Nous  donnerons  ici  la 
table  de  ces  surcharges,  qui  diminuent  à  mesure  que  la  portée 
augmente,  et  tendent  vers  une  limite  de  5,ooo  kilogrammes  par 
mètre  courant  de  simple  voie. 


Artées. 


mètieB 

3 
4 
5 

6 

7 

S 

9 
10 
11 
12 


SURCHARGE 

par  mètre  eonrant 
de  simple  Toie. 

PORTÉES. 

m 

lilog. 
12.000 

mitres 
13 

10.500 

14 

10.200 

15 

9.800 

16 
17 

9.500 

8.900 

18 

8.300 

19    . 

7.800 

20 

7.300 

25 

6.900 

30 

6.500 

35 

SURCHARGE 

par  mètre  cotyrant 

PORTÉES. 

de  simple  voie. 

kil'^g. 

mètres 

6.200 

40 

5.000 

45 

5;700 

50 

5.500 

55 

5.400 

60 

5.200 

70 

5.100 

80 

4.900 

90 

4.500 

100 

4.300 

125 

4.200 

150 

et  au  delà 

SURCHARGE 

par  mètre  conrjut 
de  simple  voie. 


kilo:;. 
4.1U0 

4.000 

3.900 

3.800 

3.700 

3.500 

3.400 

3..300 

3. 200 

3.100 

3.000 


Pour  les  ponts  métalliques  sur  routes  de  terre,  la  même  substitu- 
tion ne  peut  pas  se  faire  d'une  manière  générale ,  parce  que  les 
charges  qui  passent  sur  le  tablier  des  ponts  dépendent  des  habitudes 
locales,  et  ne  peuvent  être  déterminées  d'avance.  Aussi  la  circulaire 
ministérielle  du  9  juillet  1877  ne  détermine  pas  les  surcharges 
uniformes  équivalentes  aux  chargements  réels.  H.  Kleitz,  dans  un 
mémoire  inséré  aux  Annales  des  ponts  et  chaussées^  année  1877,  a 
cherché  la  solution  du  problème,  en  admettant  des  chargements 
arbitraires,  savoir  : 

Une  file  de  voitures  à  deux  roues,  pesant  1 1  tonnes  par  essieu,  et 
traînées  par  un  attelage  de  5  chevaux  en  file,  pesant  chacun  5oo  kilo- 
grammes ,  occupant  ensemble  une  longueur  de  2i'*,5o  ; 

Ou  une  file  de  voiture  à  quatre  roues,  à  10  tonnes  par  essieu»  traî- 
nées par  un  attelage  de  8  chevaux  attelés  deux  par  deux  et  occu- 
pant une  longueur  de  i7",5o. 
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PORTÉES. 


mètres 
3 

4 

& 
10 
20 
30 
40 
bO 
60 

:o 

80 


SURCHARGE  PAR  METRE  C0DRA1«T 
pouvant  rempUrer  un  ronroi  simple. 


Voitures  à  2  roaes. 


Itlog. 
7.333 

5.600 

4.400 

3.218 

1.177 

851 

770 

704 

» 


Voit  m  es  à  4  roaes. 

kilog. 
6.656 

5.210 

4.852 

2.624 

1.600 

1.237 

1.160 

1.126 

1.067 

1.045 

1.040 


Ces  nombres  vout  nous  servir  à  résoudre  un  problème  qui  mon- 
trera l'nsage  que  Ton  peut  faire  du  principe  de  la  similitude. 

110.  Supposons  qu'on  ait  fait  le  projet  d'une  poutre  de  portée  a^ 
destinée  à  porter,  outre  son  poids  propre  égal  à  q  par  unité  de  lon- 
gueur, une  surcharge  accidentelle  également  répartie,  et  égale  à  p 
par  unité  de  longueur.  Le  poids  q  doit  être  décomposé  en  deux 
parts  :  la  première  q'  est  le  poids  propre  de  la  poutre  proprement 
dite,  poids  variable  avec  la  portée;  la  seconde,  q",  est  le  poids  propre 
qui  reste  constant  et  qui  se  retrouve  le  même  quelle  que  soit  la 
portée;  c'est  le  poids  des  accessoires,  pièces  de  pont,  rivures,  con- 
treventement, 

On  veut  transformer  cette  poutre  en  une  autre  dans  laquelle  la 
portée  sera  multipliée  par  a, 

les  dimensions  horizontales  de  la  section  transversale  par  p,  les 

les  dimensions  verticales  par  7, 

et  oà  la  surcharge  p  serait  remplacée  par  une  autre  surcharge  p\ 
Ces  surcharges  p  et  p'  sont  prises,  par  exemple,  eu  fonction  des  portées 
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a  et  aa  dans  la  table  des  surcharges  pour  les  ponts  de  chemÎDS 
de  fer. 

On  demande,  connaissaot  a,  de  déterminer  |i  et  y  de  telle  sorte, 
que  les  charges  de  la  matière  R  et  R'  soient  les  mêmes  dans  les  deux 
poutres. 

Le  poids  total  supporté  par  la  première  poutre  sera  le  produit 

«te'  +  ^  +  P). 
Le  poids  total  supporté  pai*  la  seconde  sera  de  même 

"(^; +  «"+?')• 

en  appelant  q\  le  nouveau  poids ,  variable  avec  la  portée ,  da 
mètre  courant  de  la  seconde  poutre.  Or  ce  poids  q\  est  égal  à  ç'  x  ^y , 
puisque  les  dimensions  de  la  section  sont  multipliées  Tune  par  ^, 
l'autre  par  7.  Le  poids  total  qui  pèse  sur  la  seconde  poutre  est,  en 
définitive, 

aa(ç'xpT  +  î"  +  P')- 

Le  rapport  des  deux  poids  totaux  représente  le  rapport  e  des 
forces.  On  a,  par  conséquent  : 

a{q'+r+p}      "   ^V    q'+q"+P    r      ^^ 

Cela  posé,  pour  que  R  et  R'  restent  les  mêmes,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait  tt  =  Y  et  e  =  Py. 
Substituant  à  Py  sa  valeur  e  dans  l'équation  (  1  ),  il  vient 

et  par  suite 
Oa  à  d'ailleurs 
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et 

Les  équations  (3)  et  (A)  font  connaître  les  facteurs  par  lesquels 
il  convient  de  multiplier  les  dimensions  de  la  section  pour  passer 
de  la  première  poutre  à  la  seconde. 

Pour  la  discussion  de  cette  formule,  supposons  a  >  i,  c'est-à-dirr 
admettons  que  la  seconde  poutre  soit  plus  longue  que  la  première. 

Le  dénominateur  commun  à  la  valeur  de  c  et  de  ^  est  égal  à  la 
différence 

et  comme  il  ne  peut  être  ni  nul  ni  négatif,  il  y  a  impossibilité  à 
satisfaire  aux  conditions  de  similitude  toutes  les  fois  qu'on  a 

ç'(a— i)>9"  +  p 
OU 


«>1  + 


q' 


On  voit  donc  que  la  théorie  de  la  similitude  des  poutres  ne  permet 
pas  de  faire  des  poutres  d'une  portée  indéfinie,  car  si  le  coefficient  a 
dépasse  une  certaine  valeur,  les  coefficients  e  et  ^  deviennent  infinis 
ou  négatifs,  ce  qui  indique  une  impossibilité. 

Prenons  comme  exemple  un  pont  de  ao  mètres,  à  s  voies,  porté 
par  deux  fermes.  La  surcharge  accidentelle  pour  cette  portée  de 
so  mètres  est  4*900  kilogrammes,  d'après  la  table* 

La  surcharge  permanente  9^  peut  être  évaluée  à  5oo kilogrammes. 

Admettons  que  le  poids  propre  de  la  ferme  soit  de  800  kilo- 
grammes. On  aura  ^  =  800. 

Pour  passer  de  là  à  une  ferme  semblable  pour  une  portée  de 
80  mètres,  on  observera  que  la  surcharge  accidentelle  p  n'est  plus 
que  de  3,4oo  kilogrammes,  tandis  que  la  surcharge  q"  reste  la 
même.  On  aura  donc 
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*  =  2Ô  =  ^' 

,     T  =  «  =  *» 

e=  n''+v'  __  50Q-I- 3.400 

Ç"  +  l?  — (a— i)7'        500  +  4.900  —  3x800 

On  saura  donc  par  quels  nombres  il  faut  multiplier  les  dimen- 
sions transversales  de  la  ferme,  et  le  même  projet  pourra  servir  aux 
deux  ouvrages,  moyennant  un  simple  changement  des  échelles  ap- 
plicables aux  diverses  dimensions. 

On  peut  voir  aussi  jusqu'à  quelle  limite  de  portée  le  projet  pour- 
rait servir  par  une  simple  variation  de  ses  cotes.  Il  faudrait  faire 

a  =  1  +        /      f  ce  qui  donne  a  =  7,76.  La  portée  correspondante 

est  20  X  7,75  ===  i55  mètres. 

Pour  les  très  grandes  valeui*s  de  la  portée  a,  le  poids  p  de  la 
surcharge  accidentelle  tend  vers  la  limite  constante  de  3,ooo  kilo- 
grammes ;  en  même  temps  le  poids  propre  de  la  ferme  ^  augmenta 
de  plus  en  plus  avec  la  portée,  et  devient  infini  pour  une  portée 
déterminée  ;  de  sorte  que  la  limite  supérieure  du  coefficient  a  est 
l'unité;  ce  qui  montre,  d'une  autre  manière,  qu'on  ne  peut  pas 
augmenter  au-dessus  d'une  certaine  limite  la  portée  admissible  pour 
un  type  déterminé  de  poutres  droites, 


DÉFINITION   DE    L4    RAIDEUR   d'uNB   POUTRE. 


m.  La  flèche  /,  prise  par  une  poutre  aous  l'action  d'une  force 
unique  P  ou  d'une  charge  également  répartie  pa^  est  donnée  par 
les  formules 

f  _  V^^  ^  ^'  s/-  Jl      it     pg  X  g*        4 

•^  "■       El       ^  384      °  El       ^  384' 
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suivant  qu'elle  est  simplement  posée  ou  encastrée  à  ses  deux  bouts, 
ou  bien 

fia  X  g»  _  1 

si  elle  est  encastrée  par  un  bout. 

La  raideur  est  mesurée  par  le  rapport,  -7  ou  ^,  de  la  force  à  la 

flèche  qu'elle  produit. 

On  voit  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  la  raideur  est  propor- 

EI 
tionnelle  au  produit  -7.  Or  I  est  proportionnel  au  produit  6'c,  b 

désignant  la  dimension  verticale  de  la  section  et  <;  la  dimension  ho* 
rizontale;  I  s'exprime  par  ce  produit  multiplié  par  un  facteur 
numérique  qui  dépend  de  la  forme  de  la  section.  La  raideur  d'une 
poutre  est  donc  proportionnelle  au  rapport 


ou  à    Ec 


a»    • 


X  ©  •• 


Si  E  et  tf  restent  les  mêmes,  elle  est  proportionnelle  au  cube 

h 
du  rapport  de  -,  qui  mesm'e  pour  ainsi  dire  le  surbaissement  de  la 

poutre  en  élévation. 

De  là  l'utilité  qu'il  y  a  à  augmenter  la  hauteur  de  la  poutre  pro- 
portionnellement à  sa  portée.  Le  rapport  *  ne  descend  guère  au- 
dessous  de  — ,  et  il  atteint  quelquefois  -• 

12  8 


PIÈCES  LÊOÊREMENT  COURBÉES. 

112.  Tous  les  problèmes  que  nous  avons  traités  supposent  que  la 
pièce  considérée  est  droite  dans  son  état  naturel.  Mais  cette  hypo- 


216  TIIËORËMES 

thèse  n'est  pas  ÎDdispensable.  On  sait  que  le  principe  général  de  la 
superposition  des  effets  des  forces  consiste  en  ce  qu'un  nouveau 
groupe  de  forces  appliqué  à  une  pièce  déjà  fléchie,  y  produit  un 
effet  partiel  qui  s'ajoute  algébriquement  aux  effets  déjà  produits.  Si  la 
pièce  a  naturellement  une  légère  courbure,  les  forces  qu'on  y  appli- 
quera feront  subir  de  même  aux  ordonnées  de  la  pièce  des  variations 
égales  à  celles  qu'elles  produiraient  sur  la  poutre  supposée  recti- 
ligne,  et  les  mêmes  équations  subsisteront  pour  ces  deux  pièces, 
pourvu  que  Ton  compte  les  abscisses  sur  la  fibre  neutre  dans  son 
état  naturel,  ou  sur  un  axe  rectiligne  parallèle  à  sa  direction  générale, 
et  les  ordonnées  parallèlement  aux  forces  à  partir  de  la  fibre  neutre 
non  fléchie. 


REMARQUE  GÉNÉRALE. 

113.  Dans  les  problèmes  relatifs  à  la  flexion  des  poutres  droites,  ob 
suppose  en  général  que  la  déformation  reste  assez  petite  pour  n'alté- 
rer sensiblement  ni  les  forces,  ni  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'application. 

C'est  pour  cela  qu'on  prend  les  moments  des  forces  comme  si  la 
pièce  était  dans  son  état  naturel,  tandis  qu'en  toute  rigueur  il 
faudrait  les  prendre  dans  l'état  de  flexion,  puisque  l'équilibre  élas- 
tique suppose  cet  état  réalisé.  Gomme  on  ne  peut  prétendre  à  une 
solution  tout  à  fait  rigoureuse,  on  suit  cette  méthode  approximative, 
qui  a  l'avantage  de  rendre  les  calculs  beaucoup  plus  faciles. 

Nous  verrons  un  peu  plus  loin  (§  i3i)  un  exemple  dans  lequel  on 
ne  peut  se  contenter  de  cette  approximation. 


THÉORÈMES  SUR  LA  FLEXION  DES  POUTRES   DROITES. 

lia.  —  Qiiand  une  poutre  droite  est  sollicitée  par  des  forces  nor- 
males^  t effort  tranchant  en  un  point  donné  est  égal  à  la  dérivée  du 
moment  fléchissant  en  ce  point  par  rapport  à  C  abscisse. 


«c 


V 


'x' 


SUR  LES  POUTRES  DROITES.  SI? 

Nous  allons  démontrer  d'une  manière  générale  cette  proposition^ 
que  jusqu'à  présent  nous  avons  seulement  vérifiée  dans  divers  cas 
particuliers. 

^**'  **®-  Considérons  une  poutre  NN';  coupons- 

la  par  deux  plans  transversaux  PQ,  P'Q', 
|w'   définis   par  leurs  abscisses   a:,  a/,  et 
supposons  la  distance  PP',  ou  a! — x« 
infiniment  petite. 
Soit  M  le  moment  des  forces  élastiques 
*"  développées  sur  la  section  PQ    dans 

le  tronçon  PF  ;  il  est  égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au  moment 
fléchissant  des  forces  extérieures  appliquées  au  tronçon  NPQ. 

Soit  de  même  H'  le  moment  des  forces  élastiques  développées 
dans  la  section  FQ',  et  dans  ce  même  tronçon  PF  ;  il  est  égal  en 
valeur  absolue,  mais  de  signe  contraii'e,  au  moment  fléchissant  des 
forces  extérieures  appliquées  au  tronçon  FQ^N. 

Soit  A  la  résistance  à  l'efibrt  tranchant  dans  la  section  PQ 
prise  sur  l'élément  de  poutre  PP'  ;  elle  est  égale  en  grandeur  et  en 
signe  à  l'eflbrt  tranchant  dû  aux  forces  appliquées  au  tronçon 
PQN. 

Soit  A'  la  résistance  à  l'efibrt  tranchant  dans  la  section  FQ',  et 
sur  l'élément  PF  ;  elle  est  égale  en  valeur  absolue,  mais  de  signe 
contraire,  à  l'efibrt  tranchant  dû  aux  forces  appliquées  à  la  partie 
FQ'N. 

Appelons  enfin  F  la  résultante  des  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  la  poutre  dans  l'intervalle  PF  ;  cette  force  pourra  être  considérée 
comme  appliquée  en  un  point  I  de  cet  intervalle,  si  l'intervalle  PF 
est  suflisamment  petit.  Soit  od'  l'abscisse  du  point  L 

L'élément  de  poutre  PQQ'F  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la 
force  extérieure  F,  des  forces  moléculaires  A,  A',  et  des  deux 
couples  de  forces  élastiques  M  et  M'.  Les  conditions  d'équilibre 
se  réduisent  à  deux,  celles  des  forces  et  celles  des  moments. 

L'équation  des  forces  montre  que 


A  =  F'  +  A',        ou  que       A'  — A  =  — F, 
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et  Téquation  des  moments,  pris  par  rapport  à  un  point  de  la  section 
FQ',  nous  donne  : 

M  -  M'  +  A(a;'— X)  —  F(a;'— x")  =  0. 

Ces  équations  ont  lieu  quelle  que  soit  la  longueur  PF  de  l'élé- 
ment considéré.  Supposons-la  infiniment  petite*  Il  peut  arriver 
deux  cas,  suivant  qu'en  faisant  décroître  indéfiniment  la  distance 
a!  —  aï,  la  force  F  reste  finie,  ou  devient  infiniment  petite. 

i""  Si,  lorsque  PF  est  infiniment  petit,  la  force  F  est  aussi  infini- 

F 
ment  petite,  de  telle  sorte  que  le  rapport  pp^  soit  un  nombre  fini, 

on  peut  assimiler  la  force  F  à  un  poids  également  réparti  de  P  en  P, 
à  raison  de  p  unités  de  poids  par  unité  de  longueur.  On  aura  donc 
dans  ce  cas  F  =  p  x  PP'. 

Remplaçons  donc  a!  —  x  par  rfa?,  M'  —  M  par  c?M,  A'  —  A  par  rfA, 
et  F  par  pdx.  Observons  de  plus  que  a!  —  â/'  est  moindre  que 
X*  —  X  ou  que  dx^  de  sorte  que  le  produit  F  (a/  —  a!')  se  réduit  à 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  plus  petit  que  pdx^.  Suppri- 
mant ce  terme  dans  notre  seconde  équation,  nous  aurons  en  défi- 
nitive 

dA  =  —  pdx, 
dVL  =  Adx. 

dA 

De  cette  dernière  équation,  on  tire  -^  s=  A»  ce  qui  démontre  le 


théorème. 

On  a  de  plus 

dA 

et  enfin 

Si  p  est  une  constante,  Tmtégration  de  ces  équations  donnera  pour 
A  une  équation  linéaire,  A  =  — j9x  +  C ,  et  pour  H  l'équation  d'une 
parabole, 
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M  =  —  ^  px»  +  Cx  +  C\ 

résultats  déjà  obtenus  dans  les  exemples  que  nous  avons  examinés. 

Si  p,  au  lieu  d*étre  constant,  est  une  fonction  de  x^  l'intégration 
donnera  les  expressions  analytiques  de  A  et  de  M. 

s*  Supposons  qu'au  point  P,  la  poutre  ait  à  subir  l'action 
d'une  force  finie  et  isolée.  Alors  F  n'est  plus  infiniment  petite,  et  la 
différence  A'  —  A  est  finie  et  égale  à  —  F.  La  fonction  A  n'est  donc 
plus  continue  pour  la  valeur  de  x  correspondante  à  la  section  OP. 
Pour  cette  section,  il  y  a,  en  réalité,  deux  efforts  tranchants,  l'un  situé 

uo  peu  avant,  l'autre  un  peu  après  la  force  F.  Hais  on  a  toujours 

A'— A  =  — F 

et 

dM  =  (A  -  F]dx. 

La  première  équation  nous  apprend  que  A  —  F  est  égal  à  A'  ;  substi- 
tuant dans  la  seconde,  il  vient 

—  =  A' 

dx 

Cette  expression  montre  encore  que  Teffort  tranchant  est  la  déii- 
vée  du  moment  fléchissant  par  rapport  à  l'abscisse;  seulement,  pour 
les  valeurs  positives  de  dx^  il  faut  introduire  dans  la  formule  celui 
des  deux  efforts  tranchants  qui  correspond  aux  points  situés  un  peu 
à  droite  de  la  force  F.  La  relation 

—  =  A 

dx 

est  donc  générale,  à  la  condition  de  tenir  compte  de  la  discontinuité 
de  la  fonction  A,  due  à  l'action  des  forces  isolées. 

Lorsqu'une  poutre  portant  des  charges  réparties  également  ou 
inégalement,  est  sollicitée  en  outre  par  des  forces  isolées,  si  l'on  ap- 
pelle ;>  le  poids,  constant  ou  variable,  qui  s'y  applique  par  unité  de 
longueur  en  un  point  défini  par  son  abscisse  a;,  on  devra,  pour  le 
tracé  des  efforts  tranchants,  se  servir  de  l'équation 
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dX 


dans  tous  les  intervalles  compris  entre  deux  forces  isolées  consécu- 
tives ;  puis,  au  passage  de  l'un  de  ces  intervalles  au  suivant,  on  em- 
ploiera la  formule 

A'— A:=  — F. 

qui  donnera  la  variation  brusque  subie  par  la  fonction  A,  au  moment 
où  la  variable  x  atteint  et  dépasse  l'abscisse  du  point  d'application 
de  la  force  isolée  F.  Le  contour  représentatif  des  valeurs  de  A  sera 
donc  entièrement  défini  par  ces  équations,  à  une  constante  près, 
qu'il  faudra  déterminer  dans  chaque  cas  particulier. 

Pour  en  déduire  les  valeurs  des  moments  fléchissants,  on  se  ser- 
vira de  l'équation 

laquelle  est  vraie  en  mettant  pour  A  ses  valeurs  successives,  continues 
ou  discontinues.  La  courbe  des  valeurs  de  Ma  donc  pour  ordonnées 
des  longueurs  proportionnelles  aux  aires,$Ada;,du  contour  représen- 
tatif des  efforts  tranchants  ;  aux  points  où  A  change  brusquement  de 
valeur,  la  courbe  des  M  a  un  point  anguleux,  mais  ses  ordonnées  va- 
rient toujours  d'une  manière  continue. 

Nous  avons  constaté  un  tracé  de  cette  nature  en  étudiant  le  pro- 
blème de  la  poutre  droite  posée  sur  trois  appuis  de  niveau  (§  io3). 

/Tvr 
L'équation  -j-  =  K  définit  le  signe  de  A,  puisque  nous  avons  fait 

une  convention  sur  le  signe  de  M.  On  voit  que  l'effort  tranchant  doit 
être  considéré  conmie  positif  quand  il  tend  à  faire  glisser  de  bas  en 
haut  le  tronçon  situé  à  gauche  du  plan  sécant  sur  le  tronçon  de  droite. 
Si  Ton  fsdsait  une  convention  contraire,  il  faudrait  changer  de  signe 

de  A  dans  la  formule  -7-  =  A. 

ax 

115.  Ce  théorème  permet  de  résoudre  la  question  suivante  :  Étant 
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donnée  une  pièce  droite^  de  section  constante  et  de  longueur  /,  po^ 
sée  stÂT  deux  appuis  de  niveau,  trouver  les  charges  à  lui  appliquer 
pour  faire  prendre  à  la  fibre  moyenne  une  forme  déterminée. 

On  suppose  donnée  Téquation  y  =  f  {x)  de  la  courbe  que  doit 
reproduire  la  fibre  moyenne  par  suite  de  la  déformation  ;  l'ordonnée 
y  est  supposée  très  petite  pour  toute  valeur  de  l'abscisse  comprise 
entre  x  =:  oetx  =  l\'û  faut  en  outre  que  les  tangentes  à  la  courbe 
donnée,  menées  entre  ces  deux  limites,  fassent  un  angle  très  petit 
avec  Taxe  des  x,  de  telle  sorte  que  la  longueur  de  la  courbe  soit  sen- 
siblement égale  à  l;  qu'en Qn  pour  a;  =  o  et  pour  x  =U  la  courbe 
donnée  ait  une  courbure  nulle,  et  passe  par  les  points  d'appuis. 

Appelons  p  la  charge  par  unité  de  longueur  à  répartir  en  un  point 
x;  nous  aurons, en  multipliant  y  par  El,  produit  connu  puisque  la 
matière  et  la  section  de  la  poutre  sont  supposées  données  : 

Ely  =  E\flx)  ss  F(x)|         fonction  connue; 
Donc 

El5|  =  F'(x), 

g  =  F-(x)  =  -p. 

Cette  dernière  équation  donne  la  loi  de  la  répartition  cherchée. 
Pour  que  le  problème  soit  possible  dans  les  conditions  de  renoncé»  il 
faut  qnep  soit  partout  positif. 

Le  poids  par  unité  de  longueur  étant  ainsi  déterminé  en  chaque 
point,  on  en  déduit  l'effort  tranchant  A ,  en  observant  que 

A  =  X— \'    pdx. 

X  étant  la  réaction  de  l'appui  correspondant  à  a:  =  o. 

Or  cette  réaction  est  déterminée  en  fonction  des  poids  par  l'équation 
des  moments  par  rapport  à  l'autre  appui, 

X/  =  \  p(l--x)dx  =  l\  pdx— \  r^iJr. 
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Substituant  cette  valeur  de  X ,  il  vient 


A  =  \  pdx  —  7  \  pxdx  —  \  pdx, 

équation  où  il  ne  reste  plus  rien  d'arbitraire. 

Mais  M  =  \  kdœ;  le  choix  des  limites  annule  M  pour  a*  =  o.  Il 

faut  de  plus  que  M  soit  nul  pour  x  =  L  On  doit  donc  avoir,  pour 
satisfaire  à  toutes  les  conditions, 

ri  (•!        (** 

\  Xdx — Y  dx\  pdx  =  o» 

Jo  Jo        Jo 

Or  cette  équation  est  satisfaite.  Posons  en  efifôt 

\   pdx=zq. 

L'intégrale  double  \  dx[  pdx  revient  à  l'intégrale  simple  C  qdx. 
Intégrons  par  parties,  nous  aurons 

\  qdx  =  xq  —  \  xdÇf 

et,  entre  les  limites  o  et  /, 


\   qdx==lQ—\  xdq, 
Jo  Jo 


en  appelant  Q  la  charge  totale  \  pdx.  Mais  dq  =pdx^  de  sorte  que 
l'équation  précédente  se  change  en 

\   çcte  =  /Q— \  pxdx  =  l\  pdx— \  pxdx 

Jo  Jo  Jo  Jo 

Enfin  \  Xdx  =  X/,  puisque  X  est  constant.  L'équation  de  condition 
revient  donc  à  la  suivante, 


ri  ri 

X/  —  /  \  pdx  -f  \    pxdx  =  o, 

Jo  Jo 


ou  à  r équation  des  moments,  aui  détermine  X. 
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TRAVAIL   DE   LA   FLEXION. 

116.  Nous  avons  vu  (§  i4)  que,  lorsqu'une  tige  de  longueur  L  et  de 
section  u>  subit  un  allongement  ou  un  raccourcissement  égal  à  X ,  le 

travail  des  actions  moléculaires  a  pour  valeur  — = — . 

Considérons  (fig.  66,  p.  i^i)  la  fibre  mm\  dont  la  longueur,  pri- 
mitivement égale  à  IG  =  6tr ,  est  devenue  égale  à  mni'  par  suite  de  la 
flexion  du  prisme  ;  le  travail  correspondant  subi  par  la  fibre  est  donc 

Remplaçons  nini^  par  sa  valeur  16  x  -j^^  et  faisons  la  somme  des 

expressions  semblables  pour  tous  les  éléments  de  la  section  AB;  il 
viendra  pour  le  travail  total  de  la  déformation  de  l'élément  prisma- 
tique ABA'B', 

Tel  est  le  travail  moléculaire  dû  à  la  déformation  pour  une  lon- 
gueur infiniment  petite  dx  de  prisme. 

L'intégrale  de  cette  expression,  prise  entre  deux  limites,  donnera 
le  travail  moléculaire  accompli  entre  les  deux  sections  correspon- 
dantes. Ce  travail  diffère  de  la  somme  des  travaux  des  forces  exté- 
rieures appliquées  dans  le  même  intervalle  ;  la  différence  est  la  demi- 
force  vive  acquise  par  la  masse  de  la  poutre  quand  elle  passe  de 
sa  position  naturelle  à  sa  position  d'équilibre  après  la  déformation. 

Cherchons  à  calculer  ce  travail  total. 

Soit  M  le  moment  fléchissant  des  forces  appliquées  sur  la  poutre 
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entre  le  point  â;=  o  et  le  point  dont  l'abscisse  est  x.  Nous  aurons 
l'équation 


ou  bien 


et  par  suite 


Donc 


El 

P 

=  11, 

1 
p' 

M 

El 

P* 

M» 

~Er 

Intégrons  par  partie  la  différentielle  Wdx.  U  vient 

C  M*(i2=:M  C  M(2x  — CdM  Clldx. 

Or  \   Mdx  est  égal  au  produit  de  El    par  la  variation  de  Tin- 

clinaison  -^  de  la  fibre  neutre  déforméet  entre  les  deux  extrémités 
ax 

du  tronçon  que  Ton  considère  ;  nous  pouvons  donc  poser 

£-*-[S-(l)J 

Par  suite 

.eiJa*-ei(|),ii. 

Donc  enfin 

J;i.^  =  EII.[*-(|)J-E,J>  +  EI.(|). 


=En^ 

dx 


—  ElC'Ady. 


Si  Ton  prend  la  poutre  entière,  posée  ou  encastrée  sur  ses  appuis 
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extrêmes,  on  aura  pour  la  limite  a;  =  /,  soit  M  =  o»  soi  t  ^  =  o,  et  alors 

Ç'M«dx  =  — ElÇ^Ady. 

Le  travail  de  la  déformation  est  donc  égal  à 


-îS!^^y- 


Les  limites  de  Fintégrale  sont  relatives  à  l'abscisse  x. 
117.   Exemple,  Prenons  une  poutre  droite  de  longueur  /,  posée 
sur  deux  appuis  de  niyeau,  et  chargée  d'un  poids  Q  en  son  milieu. 

On  aura  A  =  —  depuis  a: = o  jusqu'à  a:=-,  et  A  = depuis 

2:  =  -  jusqu'à  a:  =  /.  A  est  donc  constant  dans  toute  l'étendue  de 

chaque  demi-poutre. 
Or  soit  /  la  flèche.  L'intégrale  indiquée  devient 

1 

et  le  travûl  des  forces  élastiques  est  par  conséquent  négatif  et  égal 

à Q/*,  moi.tié  du  travail  du  poids  Q  s'abaissant  de  la  quantité  /*; 

résultat  analogue  à  celui  que  Ton  constate  dans  l'allongement  d'un 
prisme  élastique  sous  Faction  d'un  poids  Q. 


BÉPARTITION  DE  l'EFFORT  TBANCHANT  ET  GLISSEMENT  LONGITUDINAL 

DES  FIBRES. 

118.  La  théorie  de  la  résistance  au  glissement  longitudinal  des  fibres 
n'a  été  introduite  dans  renseignement  élémentaire  qu'à  la  suite  d'une 
série  d'expériences  faites  en  Russie,  par  M.  le  colonel  Jourafski,  sur 

15 


m 


G 
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la  flexion  de  pièces  formées  de  planches  superposées  (i).  Voici  com- 
ment on  peut  se  rendre  compte  de  ce  nouvel  effet. 
Coupons  la  poutre  par  deux  plans  normaux  infiniment  voisins,  PQ, 
p.    ij,  P'Q',  définis  par  leurs  abscisses  x  et 

p  p,  x-\'dx\  soit  G6'  le  plan  de  la  fibre 

neutre.  Menons,  parallèlement  à  ce 
plan,  deux  plans  infiniment  voisins 
mm',  nn',  définis  par  leurs  ordon- 
nées Gm  =  t;,  et  Gn=t7  +  rf^-  Ces 
deux  plans  intercepteront  dans  l'élément  de  la  poutre  PQQ'F  une 
tranche  ou  fibre  particulière,  projetée  en  mnin'n. 

La  pression  R  développée  par  la  flexion  sur  funité  de  surface  au 
point  m  est  donnée  par  l'équation 

—  =M,      d'où  Ton  tire      R  =  ^. 
V  I 

Appelons  u  la  largeur  de  la  section  de  la  poutre  au  point  m.  La 
section  transversale  de  la  fibre  mnirin  est  égale  à  udv\  et,  par 
suite»  la  fibre  reçoit  sur  sa  face  mn  une  pression  totale  égale 
à  ^udv. 

Sur  sa  face  mV,  la  fibre  reçoit  en  sens  contraire  une  pression  to- 
tale égale  à  RWo,  en  appelant  R  la  valeur  que  prend  R  dans  la  sec- 
tion niri  ;  en  somme,  la  fibre  mrri  est  sollicitée  par  une  pression  totale 
égale  à  la  différence  (R' — ^)udv.  Mais  R'  —  R  est  la  différentielle 
partielle  de  R  relativement  à  â:,  et  nous  pouvons  remplacer,  suivant 

la  notation  consacrée,  R'  —  R  par  --fdx;  la  poussée  subie  par  la 

fibre  est  donc  mesurée  par  l'expression  analytique 

dR  ,   - 
dx 

Cette  force  horizontale  est  équilibrée  par  les  actions  moléculaires 
développées  par  la  cohésion  de  la  matière  dans  les  plans  mm\  nn\ 


(1)  Anmtiie»  de»  ponit  et  ehavsséei,  1856. 
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DésignoDS  par  S  la  mesure  de  cette  force  de  cohésion,  rapportée 
à  l'unité  de  surface,  dans  le  plan  mrri.  S  sera,  dans  l'intervalle  des 
plans  PQ,  FQ',  une  fonction  de  v,  et  nous  retrouverons  cette  force 
dans  le  plan  nri^  augmentée  de  sa  dilTérentielle  partielle  relative  à  t;, 
et  dirigée  en  sens  contraire. 

La  surface  d'application  de  la  première  force  est  égale  à  udx  ;  la 

surface  d'application  de  la  seconde  est  [  ti  +  ^  ^^  )^»  et  prenant 

la  différence  de  ces  actions  contraires,  il  vient,  en  effaçant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre, 

dv  dv 

=  -4—^  dvdx. 
dv 

L'équation  des  forces  projetées  sur  un  axe  parallèle  à  la  poutre  est 
donc  simplement 


ou  bien 


dx  dv  * 

dR  _  d(Su) 
dx  ~'   dv  ' 


Supposons  que  la  section  de  la  pièce  soit  la  même  en  tous  les 
points  de  la  portée.  De  l'équation  R  =  -=>,  dans  laquelle  I  sera  con- 
stant, on  déduira,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x^ 


el 


dR      vdH 
dx       îdx 

AV 

d(Su)      Xuv 

dv    ^    1 

■ 

L'effort  tranchant  total,  Â,  est  une  fonction  de  x  seul;  on  aura  donc, 
en  intégrant  sans  faire  varier  or, 

«         Ç^Auvdv  .  „ 
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H  étant  une  constante  arbitraire  par  rapport  à  v^  c'est-à-dîre  one 
fonction  de  x  seul. 

A  et  I  peuvent  sortir  du  signe  $, puisqu'ils  sont  indépendants  de  v; 
posons 

\  uodo  =  ®(t?); 

la  fonction  f  est  déterminée  par  la  forme  même  de  la  section  ;  c'est 
une  fonction  continue  quelle  que  soit  cette  forme,  et  elle  s'annule 
pour  t;  =  o,  c'est-à-dire  pour  la  fibre  moyenne  ;  elle  exprime  la 
somme  des  moments  des  éléments  de  sections  par  rapport  à  la  ligne 
neutre.  On  a  en  définitive  : 

Si  l'on  fait  t>  =  o,  et  qu'on  appelle  u^  la  valeur  correspondante  det«, 
ou  la  largeur  de  la  pièce  dans  le  plan  de  la  fibre  moyenne,  il  vient 
H  =  t^oSo*  Le  produit  uS  est  la  mesure  de  la  résistance  totale  au 
glissement  des  fibres,  rapportée  à  l'unité  de  longueur  de  la  poutre, 
pour  une  fibre  définie  par  la  quantité  v;  H  est  cette  même  mesure 
pour  le  plan  de  la  fibre  neutre. 

Pour  trouver  la  valeur  de  H,  faisons  v  =  v\  valeur  extrême  de  v  ; 
nous  devrons  trouver  S  =  o ,  puisqu'il  n'y  a  plus  de  cohésion  sur 
la  fibre  extrême  de  la  pièce.  Donc 

A  A 

H  =  —  Y  ç  (©'),     et  par  conséquent    «S  =  y  [?(v)  — çCt^Ol- 

119.  La  considération  du  glissement  longitudinal  conduit  à  la  ré- 
partition de  l'eiTort  tranchant  total  Â   entre  les  dilTérents  points  de 
la  section  PQ. 
Appelons  T  la  résistance  à  Terfort  tranchant  rapportée  à  l'unité  de 
^*  *<>•  surface,  telle  qu  elle  existe  dans  la  fibre  mfu 

l\  La  résistance  totale  développée  en  mn  sera 

^  y  Tiidv.  Dans  la  section  m!n\  nous  aurons  de 
même  une  résistance  TWt?,  et  T  ne  diffé- 
rera de  T  que  d'une  quantité  infiniment 


p 


n 
m 
G 


»v 


0» 


qT'        petite,  égale  à  la  différentielle  partielle  de 
**  T  par  rapport  à  x. 
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De  même  les  résistances  au  glissement  étant  S  et  S'  par  unité  de 
surface,  les  résistances  totales  sont  &udx,  et  SVrfx,  S' et  t/  diffé- 
rant respectivement  de  S  et  de  w,  de  quantités  infiniment  petites, 
égales  à  leurs  diflêrentielles  partielles  par  rapport  à  v. 

La  fibre  est  encore  sollicitée  par  des  forces,  Rt/cfo,  RWv,  qui 
s'exercent  dans  le  sens  de  la  longueur  et  suivant  la  ligne  moyenne 
de  la  fibre,  et  par  une  force  /,  qu'on  peut  supposer  appliquée  en  un 
point  0  de  cette  ligne  moyenne,  et  qui  représente  la  part  des  forces 
extérieures  appliquée  directement  à  cette  fibre. 

Prenons  par  rapport  au  point  0  le  moment  de  toutes  ces  forces 
qui  se  font  équilibre.  Les  moments  des  forces  R,  R'  et  /  seront  imls, 
puisque  ces  forces  passent  par  le  centre  des  moments.  Restent  donc 
les  moments  des  forces  S,  S',  T,  T,  qui  sur  la  figure  tendent  toutes 
à  faire  tourner  dans  le  même  sens  leurs  points  d'application.  Ces 
forces,  différant  infiniment  peu  deux  à  deux,  se  réduisent  à  la  limite 
i  deux  couples,  et  la  somme  des  moments  de  ces  couples  doit  être 
^ale  à  zéro  :  on  a  donc 

Sudx  xdv  +  Tudv  x  dx=  0, 
etparsuite  S  +  T==0,      ou     T  =  — S, 

d'où  résulte  le  théorème  suivant  :  En  un  point  gnekonque^  la  résis- 
tance au  glissement  longitudinal  des  fibres  est  égale^  en  valeur  aln 
sohiey  à  la  résistance  locale  à  r  effort  tranchant^  rapportée  à  f  unité 
de  surface  (i). 
120.  Application  au  rectangle  axb« 

Fig.  IIS, 

^ — • — ^  On  aura 
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(t)  Cette  égalité  n'est  qu'an  cas  particulier  d'une  proposition  lieaucoup  plus  générale 
de  la  théorie  de  l'élastlctié.  Kn  un  point  donné  d'un  corps  solide,  menons  trois  plans 
faetangnUlres;  é?aluons  les  forces  élastiques  rapportées  à  l'unité  de  surface  qui  s'eier- 
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ç(u)  =  \  uvdv  =s  \  avdv  =  ^a»* 


I^la6.. 


L' équation 


deviendra 


Sa  = 


—  06* 
1« 


3  /A\ 
Pour  v  =  o,  onaS  = ("â)»^*  résistance  au  glissement  lon- 
gitudinal est  donc  égale,  en  valeur  absolue,  à  une  fois  et  demie  l'effort 
tranchant  moyen  — r. 

Pour  t;  =  it:-,  onaS=o,  pour  les  faces  horizontales  de  la  pièce. 

s 

121.  Application  à  la  poutre  doubk  T.  —  Soit  b  la  hauteur  de 
la  poutre  ;  6'  la  hauteur  de  l'âme  ;  a  la  largeur  des  tables  ;  k  celle 

de  l'âme  ;  et  soit  c  l'épaisseur  des  tables  en  sorte 

que  ô  =  6'  +  «c. 
Nous  aurons  de  plus  u=£  pour  les  valeurs  de  tr 

b'  b' 

comprises  entre et  H —  ,etw  =  a  pour  les 

valeurs  de  v  comprises  entre et ,  d'une 

part,  et  entre  H —  et  4-  -,  de  l'autre. 


Fig.  114. 
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cent  en  ce  point  sur  chacnn  d'eux;  décomposons-les  ensuite  parallèlement  aux  trois 
axes  formés  par  les  lotersections  muteiles  de  ces  plans;  nous  aurons  ainsi  pour  chaque 

Rlan  trois  composantes,  rune  normale  au  plan,  et  les  deux  autres  situées  dans  le  plan. 
ous  appellerons  celles-ci  composantes  tangenlieiles.  Cela  posé,  deux  composantes  tan- 
gentielles  normales  à  l'intersection  des  deux  plans  où  elles  sont  contenaes  chacune, 
sont  égales  entre  elles,  et  par  suite  les  six  composantes  tangeotielles  sont  égales  deux  à 
deux.  Ce  théorème  peut  être  généralisé  de  la  manière  soiTante  :  t  Si^  en  un  même  point 
d'un  milieu  solide,  E  et  E'  sont  les  forces  élastiques  oui  s'exercent  sur  deux  éléments 
plans  co  et  co',  ayant  respectlTement  pour  normales  les  droites  L  et  L',  la  projectioa 
de  E  sur  L'  est  ^ale  à  la  projection  de  £'  sur  L.  ■  V.  Lamé,  Leçons  sur  VélasticUéy 
2"«  Irçon. 


DE  L'EFFORT  TRANCHANT.  «31 

Donc 

\   uvdv  =  \  kcdv  =  fe  ~ 

si  t'  <  —  est  en  valeur  absolue;  et 

2 


\   yvdv  =  07:  —  a  -T-, 

J6' 


2  8 


si  V  est,  en  valeur  absolue,  supérieur  à  cette  limite. 
On  a  donc 


et 


P^  fv  mI  /t'S  5^  5 

f {t>)  =  V  tttwî©  +  \  wd©=a  — —  (a— Ar)—    de    «  =  s-    ^   «=3^. 


Mais 


Donc 


,     6 


et  enfin,  substituant  dans  l'équation    < 
on  aura 

j,.       A/.  ««       ab*  .  ,        .,  6'«\ 

si  V  est  compris  entre 


6'      ^       ,  6' 


et 


si  V  est  en  dehors  de  ces  limites.  Mais  ces  réiulîals  sont  en  défaut 
pour  les  fibres  zt  ^^  où  la  largeur  n  de  la  section  varie  d'une  ma* 
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nière  brusque  ;  car  notre  analyse  suppose  expressément  que  u  est 
une  fonction  continue  de  v. 

122.  L*effort  tranchant  et  le  moment  fléchissant  se  répartissent  dans 
rétendue  d'une  section  transveraaie  suivant  des  lois  inverses,  pour 
ainsi  dire.  La  résistance  à  l'eifort  tranchant  est  nulle  sur  les  fibres  les 
plus  écartées  de  Taxe  neutre,  et  elle  est  la  plus  grande  dans  le  plan 
de  cet  axe,  ou  dans  le  voisinage  de  ce  plan  (i).  La  résistance  au  mo- 
ment fléchissant  est  la  plus  grande  aux  points  les  plus  éloignés  de  la 
fibre  neutre,  et  elle  est  nulle  dans  le  plan  de  cette  fibre.  Ces  circon- 
stances justifient  Tusage  adopté  par  les  constructeurs,  d'attribuer 
exclusivement  la  résistance  au  moment  fléchissant  aux  tables  hautes 
et  basses  d*une  poutre,  et  la  résistance  à  Tefiort  tranchant  à  la  paroi 
verticale  qui  les  réunit  Tune  à  l'autre. 

123.  Reportons-nous  à  la  question  traitée  au  §  89;  nous  avions 
laissé  de  côté  la  détermination  des  efforts  de  glissement  T^i  T^t  pa- 
rallèles aux  axes  6U,  GV  {fig.  71).  Connaissant  la  loi  de  répartition 
de  l'effort  tranchant,  nous  pouvons  en  fixer  les  valeurs. 

Observons  d'abord  que  dans  l'analyse  du  §  89,  la  variable  u  n'a  pas 
la  même  signification  que  dans  le  calcul  du  %  11 8.  Dans  ce  dernier 
paragraphe,  u  représente  la  largeur  totale  de  la  section  à  la  distance  v 
de  la  fibre  neutre  ;  dans  le  %  89,  u  est  une  ordonnée  comptée  à  partir 
de  l'axe  de  symétrie  GV,  perpendiculdrement  à  cet  axe.  Revenons  à 
cette  notation  ;  nous  aurons  à  satisfaire  aux  trois  équations 


\\  Tvdudv  =  A, 
\\(T„u  — T«r)dudr  =  0. 


Les  doubles  sommes  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  sec- 
tion. On  voit  sur-le-champ  qu'on  satisfait  à  ces  équations  en  posant 
1^::=  o,  et  en  prenant  pour  T,  une  fonction  de  v  seul.  Les  équations 


(1)  Si  l'on  prend  pour  secUon  transversale  un  losange»  forme,  il  est  vrai,  peu  usitée, 
on  reconnaît  que  la  plus  grande  Taleur  da  glissement  longitudinal  a  lieu  de  part  et 
d'autre  du  pian  de  la  fibre  neutre. 
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se  réduisent  alors  à  deu](,  savoir 


fi 


T^ditdv  =  A 

et 

T„Mdudr  =  0, 


fi 


et  pour  la  simplicité  de  l'écriture,  nous  supprimerons  l'indice  de  T^, 
la  confusion  avec  T«  n'étant  plus  possible,  puisque  ce  dernier  effort 
est  supposé  nul  et  disparait  des  équations 

La  dernière  équation  est  satisfaite  d'elle-même,  à  cause  de  la 
symétrie  de  la  section  par  rapport  à  son  plan  moyen  YGX  [fig.  71). 

L'intégrale  \  Tududv  prise  par  rapport  à  u  est  nulle  pour  une  bande 

entière  de  la  section  à  la  hauteur  définie  par  la  quantité  t?,  puisque  T, 
fonction  de  v  seul,  est  constant  pour  tous  les  points  de  cette  bande, 
et  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  GY. 
Reste  à  vérifier  l'équation 

y^Tdiulv  =  A, 

t/«/ 

lorsqu'on  7  fait  T=  —  S,  en  continuant  d'appeler  S  la  résistance  par 
unité  de  surface  au  glissement  longitudinal.  La  largeur  totale  de  la 
section  à  la  distance  v  de  la  fibre  neutre  n'est  plus  exprimée  par 
ti,  mais  bien  par  au,  u  étant  l'ordonnée  positive  du  contour  de  la 
section.  Intégrons  d'abord  la  différentielle  (/t/ entre  les  limites  =  ti 
et  -f  Uf  nous  aurons 

\  ^  ^Tudv  =  A; 

nous  prenons  l'intégrale  entre  les  limites  v'  et  v'^  qui  correspondent 
aux  points  de  la  section  les  plus  éloignés  de  la  fibre  neutre* 
Hais  (§118) 

S  X  2m  =  x"  y  X  ^tasdv  =  y  \    Swccte. 

Soit  donc 

**§ 

\    9;uvdv  =  F (9), 
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fonction  qui  s'annule  pourt?  =  t;'  et  pour  v=v\ 
Nous  aurons 

%Tudv  =  —  aStidr  =  —  ^  F(r), 

et  par  suite 

intégrons  par  parties,  il  viendra 

Aux  limites,  F  (o)  est  nulle  ;  donc 

C^'  F(tj)(ft?  =  —  Ç*^'  %ui^dv  =  —  I. 

Donc  enfin 


'2Tudr  =  TXl  =  A, 


et  la  vérification  est  opérée. 

Lorsque  la  largeur  de  la  section  varie  brusquement,  comme  dans 
la  poutre  à  double  T,  les  bandes  horizontales  ne  sont  rendues  soli- 
daires que  par  leur  jonction  avec  l'âme  qui  les  réunit*  La  trans- 
mission des  efforts  se  faisant  par  cette  région,  la  partie  centiale 
des  bandes  est  la  seule  qui  subisse  directement  les  forces,  et  elle 

les  transmet  aux  parties  voisines  par  l'adhérence  de  celles-ci  avec 
les  premières.  La  résistance  des  fibres  au  glissement  longitudinal 
se  manifeste  donc  encore  ici,  mais  suivant  les  plans  verticaux  me- 
nés à  travers  la  portion  en  porte-à-faux  des  bandes.  G*est  dire  que 
T«  n'est  pas  tout  à  fait  nul  dans  les  régions  correspondantes  de  la 
section  transversale.  Quant  à  T^ ,  cette  force,  nulle  sur  les  parties 
horizontales  du  périmètre  de  la  bande  où  il  n'y  a  pas  contact  avec 
l'âme,  est  très  petite  dans  Tintérieur  de  la  bande  à  cause  des  faibles 
variations  de  la  tension  des  fibres,  et  en  définitive  les  deux  efforts 
Tu  et  Tv  peuvent  être  négligés  dans  les  parties  suffisamment  éloi- 
gnées de  la  fibre  moyenbe. 
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DISTRIBUTION    DES   EFFORTS  SUIVANT   UN   PLAN    DONISË     DANS 

UNE  POUTRE   RECTANGULAIRE. 

12i.  Soient  PQ,  P'Q'  deux  sections  transversales  infiniment  vei- 
nes, faites  dans  une  poutre  droite  de  section  rectangulaire  ;  appe- 
lé ds  <£r  leur  distance  PF. 

Fig.  114.  Considérons  dans  la  poutre  un  plan  mri^  per- 

pendiculaire au  plan  moyen,  défini  par  sa  base 
mm'^=  dx  et  sa  hauteur  mn  =  dv^  ou  par  l'angle 
n!mw!  =  ^  ;  et  cherchons  à  déterminer  les  actions 
développées  sur  la  partie  mn'  de  ce  plan  comprise 
entre  les  deux  sections  PQ  et  FQ'. 
Pour  cela,  exprimons  Téquilibie  du  volume  mnv!  compris  sous 
les  plans  m/i,  nn'  et  mn\  Appelons  R    la  compression  positive  ou 
négative  qui  s'exerce  sur  le  plan  mn  ; 

S  la  résistance  au  glissement  longitudinal  le  long  de  la  face  nn , 
résistance  égale  à  reiTort  tangentiel  qui  s'exerce  sur  la  face  rectan- 
gulaire nm; 

Ces  forces  étant  toutes  rapportées  à  l 'unité  de  surface,  abstractio 
'aite  de  la  portion  de  force  extérieure  spécialement  appliquée  au 
morceau  mnn\  'û  y  aura  équilibre  entre  les  forces  ^dv  Ton  suppose, 
pour  simplifier,  que  la  dimension  de  la  poutre  perpendiculairement 
au  plan  de  la  figure  est  égale  à  l'unité),  Sdx^  Sdv^  et  la  résultante 
(tes  forces  développ  ées  dans  le  plan  mn'. 
Décomposons  la  résultante  en  deux  forces  :  l'une  normale  X, 

l'autre  T,  dirigée  dans  le  plan  mn\  On  aura, 
en  projetant  toutes  les  forces  sur  une  normale 
à  mn\  puis  sur  la  droite  mn'  elle-même,  et 
en  appelant  ds  la  longueur  mn'^ 


ou,  en  observant  que 

et 


Xds  =  Sdx  sin  9  +  Sdv  cos  9  +  Rdo  sin  9, 
Yds  =  S  dx  cos  9  —  Sdv  sin  9  +  Kdv  cos  9, 

dx  ^  ds  cos  9 
dv  =  (7^  sin  9, 


236  RÉPARTITION 

et  en  divisant  par  ds^ 

9 

X  =  Scosf  sinç  +  Ssinf  cos9  +  Rsin*ç  =  S8În2ç+-  R{1— cosSI?), 

A 

Y  =  S  cos*  y  —  S  sin'  f  +  R  sin  9  cos  9  ==  S  cos2^  +  5  R  sin2  9. 

Ces  équations  font  connaître  la  co  mpression  X  et  la  tendance  au 
glissement  Y  qui  existent  dans  un  élé  ment  plan  mn'  quelconque. 
Elles  permettent  de  résoudre  certains  problèmes.  Proposons-nous, 
par  exemple,  de  trouver  les  directions  sur  lesquelles  la  compression  X 

Jxr 

est  maximum.  On  fera  -1-  =  o,  ce  qui  conduit  à  l'équation 


d(f 


et  ce  qui  donne  pour  X 


2S 
tang2?  =  — -g-, 


X  =  1(R=FN^4S«  +  R«) 

Les  directions  de  glissement  maximum  sont  celles  pour  lesquelles 

de  sorte  que  les  angles  sf  et  9<p'  diffèrent  de  90*,  et  que  les  di:  ec- 
tions  définies  par  cp  et  ^ '  se  coupent  sous  des  angles  de  45^  Le 
maximum  du  glissement  T  est  donné  par  l'équation 

Dans  une  poutre  à  section  rectangulaire,  les  lignes  de  plus  grande 
pression  normale  coupent  à  4^^  1^  fibre  neutre;  elles  touchent  et 
coupent  à  angle  droit  alternativement  les  fibres  extrêmes. 

FJg.  lie. 


Les  lipies  de  pltis  grand  glissement  coupent  à  4&*  les  fibicg 
extrêmes  et  touchent  la  fibre  moyenne. 

Fig.  117. 


DE  L'EFFORT  TRANCHANT, 
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125.  M.  Maurice  d'Ocagne,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  a 
indiqué,  pendant  son  séjour  à  l'Ecole,  une  construction  élégante  des 
efforts  X  et  T  qui  se  développent  autour  d*un  point.  Sa  méthode 
consiste  à  considérer  X  et  Y  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  mobile  M.  Si,  entre  les  équations 

X  =  Ssin2(p  +  4R(i  —  cos2?), 
Y  =  Scos29  + jRsîn29, 

OQ  élimiae  f ,  U  vient 

équation  d'une  circonférence.  On  prendra  donc  deux  axes  rectan- 
golaires  OX,  OT;  sur  Taxe  OX  on  portera  OG  =  -,  sur  Tare  OT, 

Fîg-  "8-  OA  =  OB  =  S.  Puis  on  décrira  du 

point  Gcomme  centre,  avecGA  pout 
rayon,  la  circonférence  AHB'AB, 
qui  est  circonscrite  au  rectangle 
ABA'.  A  tout  point  M  de  cette  cir- 
conférence  correspondent  des  va- 
leurs simultanées  X=OP,  Y=PM 
des  deux  efforts  X  et  Y.  Il  est  fa- 
cile de  voir  que  l'angle  f ,  qui  cor- 
respond à  ces  valeurs  des  efforts, 
est  la  moitié  de  l'angle  AGM,  de  sorte  qu'on  a  la  relation  :  angle 
ACM  =  sf .  La  figure  montre  immédiatement  que  le  maximum  de  Y 

a  lieu  au  point  m,  pour  lequel  on  a  à  la  fois  tang  «©  =  -5.    y  =  ? 

^       siS  s 

^*  '  ^  V S*  +  -7-  ;  '^  limites  de  X  sont  données  par  les  points  n 

et  p,  extrémités  du  diamètre  horizontal  ;  elles  correspondent  à  Y  =  0, 

sS 
ou  à  tang  9f  =  —  —  ;  pour  ces  limites,  on  a 


x  =  |*V/^'+S-'. 
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le  signe  +  correspondant  au  point  n  et  à  une  valeur  positive  de 
tang  f,  le  signe  —  au  point  je?  et  à  la  même  valeur  de  f  diminuée 
d'un  angle  droit. 

La  construction  fait  donc  connaître  immédiatement  les  variations 
des  efforts  X  et  ¥• 


CHAPITRE  II. 

FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DROITES  SOLLICITÉES 
Par  des  FORGES  ORLIQUES  A  LEUR  DIRECTION,  MAIS  DIRIGÉES 

DANS  LE  PLAN  DE  SYMÉTRIE. 


120.  Les  lois  de  l'équilibre  intérieur  des  pièces  droites  sollicitées 
par  des  forces  quelconques  contenues  dans  le  plan  de  symétrie  se 
déduisent,  en  appliquant  le  principe  général  de  la  superposition  des 
effets  des  forces,  des  lois  trouvées  dans  les  cas  particuliers  où  les 
forces  agissent  dans  la  direction  même  de  la  pièce,  ou  perpendicu- 
lairement à  cette  direction. 

Soit  MN  une  poutre  droite,  et  soient  F,  F' les  forces  qui  sol-r 

^^R'  ^^9-  ,  liciteut  cette  pièce  et  qui  sont  toutes 
p      /^_^  situées,  par  hypothèse,  dans  son  plan 

"1  "^'^  -X   f.— j.,    ^^  symétrie.  Menons  un  plan  PQ,  per- 

^  \r         pendiculsdre  à  sa  direction,  et  consi- 

dérons spécialement  le  tronçon  PQN,  sollicité  par  les  forces  F,  F.... 
n  y  aura  équilibre  entre  ces  forces  extérieures,  et  les  forces  molécu- 
laires développées  dans  la  section  PQ. 

Appelons  a,  a' les  angles  des  forces  F,  F, avec  la  direc- 
tion de  la  poutre;  nous  pouvons  décomposer  chacune  de  ces  forces 
en  deux  composantes,  Tune,  Fcosa,  parallèle  à  la  pièce;  l'autre, 
F  sin  a,  perpendiculaire. 
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La  somme  Fcos  tt  +  F  cos  a'  -f- sera  Teffort  d'extension  ou 

de  compression  exercé  par  les  forces  sur  la  section  PQ  ; 

La  somme  F  sin  a  +  F  sin  a'  + sera  Teffort  tranchant  de  la 

poutre  dans  cette  section;  *  * 

Et  la  somme  des  momeuts^Fsiu  a  X/+  F  sîn  a  x/'  + fdes 

composantes  normales  par  rapport  à  un  point  de  la  section  PQ,  est 
le  moment  fléchissant  de  la  poutre. 

Chacun  de  ces  trois  efforts  produit  sur  la  pièce  la  même  déforma* 
tion  que  s'il  agissait  seul,  et  le  problème  de  la  flexion  est  ramené  à  la 
composition  de  ces  effets. 

On  peut  admettre  que  les  composantes  parallèles  Fcos  a,  Fcosa\... 
sont  toutes  appliquées  en  un  point  de  la  fibre  moyenne  ;  dans  ces  con- 
ditions, l'effort  d'extension  ou  de  compression  se  trouve  uniformément 
réparti  dans  chaque  section. 

Convenons  de  prendre  positivement  les  compressions,  et  négative- 
ment les  extensions,  ce  que  nous  avions  déjà  fait  dans  les  exemples 
précédents;  cela  revient  à  prendre  pour  a  l'angle  formé  par  la  direc- 
tion d'une  force  F,  avec  la  partie  de  la  fibre  neutre  qui  se  dirige  vers 
la  section  PQ,  en  tournant  toujours  dans  un  même  sens. 

La  force  F  cos  a  -f  F  cos  a'  -|-  ....  =  P,  se  répartissant  également 
dans  toute  section  0,  y  donne  une  compression  par  unité  de  surface 

égale  à  g. 

L'effort  tranchant  F  sin  a  +  F  sin  a'  +  •••  •  =  A,  ne  se  répartit  pas 
également,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  dans  la  section  Û,  mais  il  y  déve- 

loppe  un  effort  moyen,  ^,  tangentiel  au  plan  PQ.  L'effort  ti^anchant 

ne  produit  d'ailleurs  qu'une  déformation  négligeable. 
Le  moment  fléchissant  F/sin  a  +  F/^  sin  a'  +  ......  =  M,  con- 

ndéré  seul,  donnera  dans  la  section  PQ  une  distribution  d'efforts  nor- 
maux à  ce  plan  PQ,  définie  par  la  formule  R  =  -p. 

Réunissant  ensemble  le  premier  effort  et  le  troisième,qui  sont  tous 
deux  normaux  au  plan  PQ,  on  aura  la  distribution  définitive  des 
compressions  dans  cette  section  par  la  formule 


HO 


POUTRES  DROITES 


R-54.^ 

Les  moments  M  sont  toujours  pris  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
au  plan  de  symétrie,  menée  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  sec- 
tion PQ.  On  remarquera  que  le  moment  M  des  forces  normales,  F  sin  a, 
est  égal  au  moment  des  forces  F  elles-mêmes  ;  car  les  composantes 
F  cos  a,  passant  par  le  point  G,  ont  un  moment  nul. 
127.  II  reste  à  chercher  la  forme  prise  par  la  fibre  moyenne. 
Si  les  composantes  normales  agissaient  seules,  la  fibre  moyenne 
Fig.  ito.  GG  prendrait  une  courbure  dont  le  rayon  p  satis- 

0  ferait  à  Téquation 


El 

p 


Soit  0  le  centre  de  courbure  de  Tare  GG'  dans 
cette  hypothèse. 

L'effet  des  forces  P,  qu'on  i!!oit  ajouter  à  celui 
des  forces  normales,  produira  une  déformation 
égale  sur  toutes  les  fibres  perpendiculaires  au  plan  PQ. 

Appelons  dx  la  longueur  de  l'arc  GG'  dans  son  état  naturel.  L'effet 
de  la  force  P  sera  de  raccourcir  cet  arc  d'une  quantité  donnée  par 

la  formule  /  =  -:=--,  de  sorte  que  l'arc  dx  deviendra,  après  cette 


Eu 
déformation,  égal  kdx 


i'-m)' 


Le  résultat  de  l'application  de  la  force  P  est  donc  de  trans- 
porter le  plan  VQ  parallèlement  à  lui-même  en  P'Q'\  d'une  quantité 
?dx 


GG"  = 


Eu' 


Le  rayon  de  courbure  p  =  GG,  pris  par  la  fibre  moyenne  sous 
faction  des  forces  normales,  est  réduit,  par  l'ei&t  des  forces  longi- 
tudinales, à  O'G  =  p',  et  l'on  a  la  proportion 

O^G  _  GG^^  _  V  ""  EQJ^ _  P 


OG       GG 
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donc 

mais 

E{ 

et  enfin 

P-¥V      Ê5J-M     û'^iï-V       ÛJM' 

p 

Or  le  nombre  E  est  toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  rapport  - , 

et  comme  il  n*est  pas  exactement  connu,  il  sendt  tout  à  fait  illusoire 

p 
de  conserver  le  terme  -  dans  la  parenthèse;  pour  le  fer,par  exemple, 

E  atteint  la  valeur  de  so  milliards,  tandis  que  la  pression  moyenne, 

p 

- ,  est  limitée  à  6  ou  7  millions  au  maximum  ;  or  on  est  loin  d'a- 
voir déterminé  la  valeur  numérique  de  E  avec  une  approximation 

p 
relative  d*un  millième.  Supprimant  donc  le  terme  ~,  il  vient  la  for- 
mule réduite 

p-  M» 

ou,  en  effaçant  l'accent, 

P 

la  suppression  de  -  devant  le  nombre   E   revient  à  confondre  le 

point  0  avec  le  point  O',  et  la  déformation  se  retrouve  la  même  que 
si  les  composantes  parallèles  à  la  pièce  n'existaient  pas. 

En  résumé,  on  calculera  pour  les  diverses  sections  les  efforts  nor- 
maux par  unité  de  surface  au  moyen  de  la  formule 

et  on  trouvera  la  forme  prise  par  la  fibre  moyenne  à  l'aide  de  la 
formule 


7  =  M. 


ta  i 
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formule  identique  à  celle  que  Ton  a  établie  pour  le  cas  des  forces 
normales. 

L'effort  tranchant  A  est  toujours  égal  à  la  somme  algébrique  des 
composantes  normales ,  et  la  résistance  moyenne  par  unité  de  sur- 

face  dans  la  section  PQ  est   égale  à  — •  Les  forces  P  n'influent  ni 

sur  la  distribution  de  Feffoit  tranchant,  ni  sur  le  glissement  lon- 
gitudinal des  fibres. 

Les  composantes  longitudinales  n'entrant  ni  dans  le  moment  H, 
i}i  dans  l'effort  tranchant  A,  on  peut  dire  encore  que  l'effort 
tranchant  est  la  dérivée  du  moment  fléchissant  par  rapport  à 
l'abscisse. 

La  fibre  qui  conserve  sa  longueur  n'est  plus  la  fibre  moyenne;  c'est 
la  fibre  pour  laquelle  R  =  o,  ou  celle  qui  est  donnée  par  l'équation 


V  == 


ZL 

Mû 


K  étant  le  rayon  de  giration  de  la  section. 


▲PPUGATIOffS 


128.  Soit  AB  une  pièce  droite  inclinée,  comme  par  exemple  Tarba- 
ng.  ii\.  létrier  d'une  toiture.  Nous  supposons 

qu'aux  points  A  et  B,  la  poutre  soit 
coupée  de  telle  sorte,  qu'elle  pose 
par  une  surface  horizontale  sur  les 
murs  C  et  D  qui  lui  servent  d'appuL 
On  pourra  donc  admettre  qu'il  n'y  a 
aucune  tendance  au  glissement»  et 
que  les  réactions  des  appuis  sont 
verticales.  Appelons  a  la  projection  horizontale  AE  de  la  poutre» 
a  l'angle  BAE  qu'elle  fait  avec  Thorizon,  et  /  la  longueur  AB. 

Soit  p  le  poids  réparti  uniformément  sur  la  pièce    par  chaque 
unité  de  longueur  prise  sur  la  projection  horizontale  AE.  Le  poids 
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total  de  la  pièce  sera  />a  ;  il  se  partagera  également  entre  les  deux 
appuis,  qui  supporteront  chacun  ^. 

Prenons  la  fibre  moyenne  AB  pour  axe  des  x»  et  le  point  A  pour 

origine.  Considérons  un  point  quelconque  M,  à  une  distance  AM =x. 
Les  poids  répartis  de  A  en  H  donnent  une  charge  totale  égale  à 
pxAN=/)X»cosa;  d'où  résultent  les  équations  : 

P  =  ^  sln  a  — px  CCS  a  X  sin  «       (compression), 

A  =  ^  ces  a-^px  CCS  a  X  ces  «       (effort  tranchant), 

M  =  ^  X  »  008  a  —  px  ces  a  X  — 5 —     (moment  fléchissant). 

Cherchons  la  forme  de  la  fibre  moyenne,  en  intégrant  l'équation 

ce  qui  conduit  aux  équations 

El  (y— xlg9)  =  2^^;^i^x?  — ^pcos'ox*. 
.  Faisons  x  =  /  dans  la  dernière  équation»  et  nous  devrons  avoit 

Donc 

^''~          12  El      "^     24E1    • 
On  peut  remplacer  /cos  a  par  a,  et  /  par ;  il  viendra 

^^  i»  El  cos  a  "^  24  El  cos  «  ~"      24Elcosa* 

Tout  est  alors  déterminé  dans  l'équation  de  la  fibre  neutre. 


et 


La  flèche  /de  la  poutre,  prise  poûliTemeot,  et  rapiwriée  k 
l'axe  AX,  sera  dooDée  par  la  formule 


On  calculera  enfia  les  elTona  auxquels  la  matière  est  souiuifc 
par  la  formule 


129.  Pour  la  discussion  de  cette  formule,  on  pourra  consw 

(fig.  iiiii]  des  lignes  dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  d(; 

et  -j-,  La  section  étant  supposée  partout  la  même,  Q  et  I  soDtdf 

coastantes;  on  prendra  pour  o  les  valeurs  qui  correspondent  au  poix- 
les  plus  fatigués  de  la  section,  c'est-à-dire  aux  points  les  plus  éloig^ 
de  la  fibre  neutre  ;  ce  qui  donnera  pour  v  deux  valeurs  coDSlaii^ 
l'une  positive,  l'autre  négative.  Il  y  aura  donc  deux  courbes  à  cœ- 

struire  pour  représenter  les  valeurs  qu'on  doit  attribuer  à  -^ ,  Ta* 

pour  la  face  supérieure,  l'autre  pour  la  face  inférieure  de  l'atlHE- 
trier;  chacune  de  ces  courbes  sera  une  parabole,  comme  on  let^ 
par  l'expression  analyUque  de  M.  On  ajoutera  ensuite  algëbriqueme 

ce  qui  conduira  au  tracé  de  deux  nouveaux  arcs  paraboliques,  is-' 
on  cherchera  les  plus  grandes  ordonnées  prises  en  valeur  absob^ 
les  abscisses  correspondantes  indiquemot  les  sections  oti  la  malicK 
supporte  les  plus  grandes  cliaiges. 
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Épure  des  valeurs  limites  de  R  pour  une  section  rectangulaire  RST. 

Fig.  i£i.  F6H     ligne    droite , 

B  passant  au  milieu  6  de 

la  portée  AB.  Les  ordon- 
nées de  cette  ligne  re- 
présentent les   valeurs 


^"^ 


Mt; 


AIE,  parabole  des  va- 
b 


leurs  de  -j-  ,  pour  v  égal  à  sa  limite  positive,-^ — 

AI^B»  la  même  parabole  repliée  au-dessous  de  la  droite  ÂB,  et 
représentant  par  ses  ordonnées  négatives  les  valeurs  de  -y  ,  pour  v 

égal  à  sa  limite  négative, . 

FLINH»  parabole  des  valeurs  de  -•+  -p  pour  t?  =  +  -  (face*su- 
périeure  de  l'arbalétrier). 

P         Mt>  b 

HL'l'NT,  parabole  des  valeurs  de  -  +  -y-  pour  v  = (face 

inférieure  de  Tarbalétrier). 

Ces  deux  paraboles  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport 
ar.  point  6. 

Les  abscisses  des  points  où  la  fonction  77  +  -7-  atteint  son  maxi- 
mum peuvent  se  déterminer  sur  l'épure  ;  mais  on  peut  aussi  les 
chercher  directement  en  observant  qu*elles  sont  données  par  la  re- 
lation 


ou  bien 


—  p  CCS  g  sm 


ina  .  V /pa  ,  \ 

^ï  V  ft   ^°**  —  JMBCOS'aj  =  0. 


Supprimant  le  facteur  p  cos  a,  et  remplaçant  t;  par  d=  -  ,  il  vient  en 

définitive 

j  — xcosa  =  ±  — smo. 


nu 


PONTS  ENCASTRES 


fig.  123.         jiais  pour  le  rectangle  de  dimensions  c  x  ô,  on  a 


donc  enfin 


I  =  ^c6%       Q  =  cb; 


a  _.    6  sin  a 

^  —  rr  cos  a  =  3:  — g — . 


Le  signe  supérieur  correspond  à  la  face  supérieure  de  l'arbalétrier, 
le  signe  inférieur  à  la  face  opposée. 

Pour  construire  les  points  cherchés,  prenons  sur  AB  une  longueur 

^^'  ***'  ^   Aa  =  T  ;  dû  point  a,  abaissons  la  verti- 

cale (x^,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'hori- 
zontale AE  ;  projetons  de  même  le  point 
G,  milieu  de  AB.en  K  sur  la  droite  AE, 
et  prenons  de  part  et  d'autre  du  point  K, 
deux  longueurs  K'K=±K"K  =  aP;   puis 

menons  K'H,  K"H',  parallèles  à  6K.  Les  points  H  et  H'  seront  les 

points  cherchés.  En  efTet,  on  a 

AK'==AHcosa    et    RK'=AK— AK'=3a— AHcosa=ap=Aasina=:Usina. 

Donc  AH  est  l'abscisse  qui  correspond  à  la  détermination  positive  du 
second  membre  de  la  formule. 

130.  Ponts  encastrés  de  Clapeyron. 

Glapeyron  a  imaginé  de  donner  à  une  poutre  droite  une  sorte 


A  P 


k'    K    K 


Pig.  125. 


«A 


1/ A 


f<--*-^M 


K 


^ 


L    F 


M' 


B    1' 


j 


^^ 


N' 


£ 


M 


c  1 


d'encastrement  sur  ses  appuis,  au  moyen  d'une  pression  horizontale 
gui  s'exerce  sur  un  retour  d'équerre  adapté  à  la  poutre.  Soit  ABGDEF  la 
poutre  ;  elle  est  droite  entre  les  sections  MN,  M'N\  et  uniformément 
chargée  de  poids;  elle  est  ensuite  prolongée  par  les  parties  MAFEN, 
M'ffGDN',  dont  le  talon  vient  poser  sur  les  assises  horizontales  GD,  EF 
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des  culées  ;  des  coins  K  et  1L\  enfoncés  entre  les  extrémités  AF,  BG 
de  la  poutre  et  les  faces  verticales  voisines  LL',  II'  des  culées,  dé- 
veloppent des  poussées  égales  T,  T»  qui  s'exercent  horizontalement 
sur  les  retours  d'équerre.  On  peut  régler  à  volonté  cette  poussée  en 
donnant  aux  coins  une  épaisseur  convenable. 

Coupons  la  poutre  suivant  les  plans  MN»  M'N';  appelons  A  Tefibi  c 
tranchant  dans  Tune  de  ces  sections  et  \k  le  moment  fléchissant  ;  en 
tout  point  H  de  la  fibre  moyenne  défini  par  son  abscisse  OH==a;,  on 
aura  par  conséquent 

p  étant  le  poids  réparti  uniformément  par  unité  de  longueur;  la 
pièce  sera  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  pièce  encastrée  dans 
les  sections  MN,  H'N',  si  l'on  a  (S  99) 

en  désignant  par  /  la  distance  des  deux  sections  MN,  M'N'.  Or,  ex- 
primons l'équilibre  du  retour  d'équerre  AMNEF;  cette  pièce  est 
soumise  aux  forces  suivantes  : 

Son  poids  Q,  appliqué  au  centre  de  gravité  6  (la  surcharge  ré- 
pandue de  A  en  M  étant  comprise  dans  le  poids  Q)  ; 

La  réaction  verticale  S  de  l'appui  ; 

La  poussée  horizontale  T  du  coin  K  ; 

L'effort  tranchant  —  A  dans  la  section  MN  ; 

Le  couple  (a  des  forces  élastiques  dans  la  même  section  ; 

Enfin,  une  force  égale  à  T,  appliquée  au  point  0,  et  égale  et  con« 
traire  à  la  compression  développée  dans  la  poutre. 

On  aura  donc  pour  équations  d'équilibre,  d'abord 

Q  =  S— A. 

et  comme 

A=i|p/. 
Q  =  S-ii?/. 
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On  en  dédoit 

ce  qui  fait  connaître  la  réaction  S;  ensuite 

l*=:T<  +  Qg  — S#, 

équation  desr  moments  des  forces  par  rapport  au  point  0.  On 
suppose  les  bras  de  levier  t  ei  s  connus,  au  moins  par  approxima- 
tion. On  a  déterminé  S;  l'équation  des  moments  fait  connaître  T  : 

*  ""  ï  -  l  • 

On  saura  donc  quelle  force  doit  développer  le  coin  K  pour  que  la 
poutre  soit  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  poutre  encastrée  entre 
les  sections  MN  et  M'N'.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'alors  la 

Mt; 
compression  T  règne  dans  toute  la  pièce,  et  qu'à  la  charge  -y  par 

unité  de  surfaceen  un  point  d'une  section  quelconque,  il  faut  ajouter  la 

T 

charge  - ,  correspondante  à  cet  efiort  de  compression.    • 

PIÈCE  PRESSÉE   PAB  SES  ABOUTS. 

131.  PUce  droite  comprimé^  dans  le  sens  de  sa  longueur  par  une 
i'ig.  126.        f^^^  constante  F. 

X  ;  Une  poutre  droite  OA,  comprimée  dans  le  sens  de 

j^.  sa  longueur  par  une  force  constante  F,  peut  se 
trouver  dans  un  état  d'équilibre  instable  ;  si  un 
accident  quelconque  vient  la  déranger  de  cet  état 
en  y  produisant  une  légère  courbure,  la  flexion  com- 
mence, et  en  général,  une  fois  commencée,  elle  ne 
s'arrête  à  aucune  limite.  Nous  nous  proposons  d'étu- 
dier en  détail  ce  cas  particulier. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OA  elle-même; 


I  \ 

AU 


.>r 
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pour  axe  des  y   une  perpendiculaire  à  OA  menée  dans  le  plan  où 
la  flexion  s'est  produite,  et  supposons  que  les  deux  extrémités  0  et 
A  de  la  tige  soient  assujetties  à  rester  sur  l'axe  OX;  Tune  est  fixée 
au  point  0»  l'autre  est  mobile  le  long  de  la  droite  A0« 
Considérons  une  section  transversale  M.  Cette  section  supporte 

F 

une  compression- par  unité  de  surface.  Quant  au  moment  fléchis- 
sant, il  est  nul  dans  l'état  naturel  de  la  pièce,  et  il  ne  commence 
à  avoir  une  valeur  difiérente  de  zéro  que  quand  la  pièce  est  déjà 
fléchie.  On  ne  peut  donc  pas  ici  faire  entrer  dans  Téquation  les  mo- 
ments des  forces  prises  dans  l'état  naturel,  comme  nous  Pavons  fait 
dans  tous  les  problèmes  précédemment  traités. 

Admettons  donc  que  la  poutre  ait  pris  une  certaine  courbure  AM'O, 
assez  faible  pour  que  la  corde  AO  =  a  soit  sensiblement  égale  à 
l'arc  AM'O.  Le  moment  fléchissant  au  point  M'  sera  le  produit  de  la 
force  F  par  le  bras  de  levier  MM'  de  la  force,  lequel  bras  de  levier 
est  égal  à  l'ordonnée  de  la  courbe  AM'O  prise  positivement,  c'est- 
à-dire  à — y.  L'équation  de  la  fibre  neutre  sera  donc 

ou  bien 

Cette  équation  est  une  équation  difl'érentielle  linéaire  du  second 
ordre.  A  un  coefficient  constant  près,  la  seconde  dérivée  de  y  par 
rapport  à  x  doit  être  égale  à  y  changé  de  signe  ;  on  voit  immédia- 
iement  que  y  peut  être  exprimé  par  une  fonction  linéaire  du  sinus 
et  du  cosinus  d'un  arc  proportionnel  à  a:,  et  comme  l'intégrale  gé> 
nérale  que  nous  cherchons  doit  renfermer  deux  constantes  arbi- 
traires, nous  poserons 

^  =  A  ces  mx  +  B  sin  fiiar, 

en  appelant  A  ei  B  ces  deux  constantes,  et  m  un  facteur  complè- 
tement déterminé. 
Prenant  en  effet  la  seconde  dérivée  de  y  par  rapport  à  a: ,  il  vient 
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-^  =  — -  Am«  cos  mx-^Bm*  sin  mac  =  —  m'y, 


et  comparant  à  Téquation 


on  \oit  que  l'on  doit  prendre 


m 


=*Vâ- 


Adoptons  le  signe  supérieur,  et  substituons  dans  l'intégrale  géné- 
rale ;  elle  deviendra 


y  =  Aco8\/gjfl;+  Bsin  V/gj^:. 


Dans  cette  équation,  il  y  a  deux  arbitraires  A  et  B  qu'on  doit  cher- 
cher à  déterminer  d'après  les  conditions  particulières  du  problème. 
Si  Ton  fait  a:  =  o,  on  doit  avoir  ^  =  o.  Or  l'intégrale  générale  donne 
alors  ^  =  A.  Donc  A=  o,  et  l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à 


y=B8inyi^x. 


Faisant  ensuite  x:=a^  on  devra  avoir  aussi  y  =  o.  Donc,  ou  bien 
8  =  Ot  auquel  cas  la  pièce  reste  complètement  rectiligne,  ou  bien 


■ce  qui  exige  que  l'arc  ^  X  \/pT  soit  un  multiple  quelconque  de  la 

demi-circonférence  ic;  K  étant  donc  un  entier  quelconque,  on  doit 
avoir 


ax 
<l'où  l'on  tire 


P=Elx5!^ 
a* 
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L'analyse  nous  conduit  donc  à  trouver  une  infinité  de  valeurs  pour 
F»  toutes  comprises  dans  la  formule 


F  =  £*x 


EIx* 


il  » 


et  dont  la  moindre  correspond  à  la  moindre  valeur  admisâble 
pour  l'entier  K,  c'est-à-dire  à  K  =  i.  On  trouve,  pour  cette  valeur 
deK»    . 


F  = 


EW 


T"* 


Telle  est  la  moindre  valeur  qui  puisse  faire  fléchir  latéralement  la 
poutre.  Si  F  est  au-dessous  de  cette  limite,  l'équilibre  exige  que  B 
soit  nul,  et  la  flexion  latérale  est  impossible  ;  dans  ce  cas,  la  com- 
pression ne  compromet  pas  là  stabilité  de  l'équilibre. 
132.  Si  la  pièce  était  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe  G 

au   milieu   de   sa  longueur,  l'ordonnée  y  devrâdt 


Fî«.  lîT. 


X     s'annaler  pour  a:  =  -  et  pour  x  =  a.ll  faudrait  donc 


que  l'on  eût 


in  YpïXs  =  0» 


sm 


et  par  suite 


V 


EI^Î 


F       a_- 


OU  enfin 


F=EIx 


4R*ic* 


o' 


4«* 


La  moindre  valeur  de  F  serait  donc  alors  El  X  -^- ,  c'est-à-dire 

ar 

qu'elle  serait  quadruple  de  celle  qui  suflSrait  pour  produire  la  flexion 

si  le  point  G  n'était  pas  fixé  ;  résultat  facile  à  prévoir,  car  en  réalité, 

chacune  des  moitiés  AM'C,  GM"0  de  la  pièce  peut  être  considérée 

comme  une  pièce  isolée,  ce  qui  revient  à  remplacer  a  par  -  dans  la 
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El- 


^1 


formule  F  =  -— Ç-  »  relative  au  cas  où  il  n'y  a  aucun  point  fixe  entre 


a 


les  extrémités  de  la  poutre. 

Fig.  128.  On  reconnaîtrait  de  la  même  manière  que,  si  la 

pièce  avait  deux  points  fixes,  l'un  au  tiers,  D,  et 
l'autre  aux  deux  tiers,  E,  de  sa  longueur,-  la  moindre 
force  F  qui  pût  la  faire  fléchir  serait  égale  à  neuf  fois  la 
limite  qui  déterminerait  la  flexion  si  la  poutre  n'a- 
vait aucun  point  fixe  entre  A  et  0. 

L'équilibre  d'une  pièce  comprimée  est  donc  stable 
lorsque  la  compression  est  moindre   qu'une  force 

Fï«' 

égale  à — 5-  X  (n  +  1)*,  n  étant  le  nombre  de  points 

équidistants,  ou  de  nœuds,  qui,  d'après  les  liaisons  auxquelles  la 
pièce  est  assujettie,  doivent  rester  fixes  entre  ses  deux  extrémités. 

133.  Dans  cette  formule,  figure  le  moment  d'inertie  I  de  la  sectioD 
par  rapport  à  une  droite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gra- 
vité, perpendiculairement  au  plan  suivant  lequel  la  flexion  tend  à  se 
Fig.  129.  produire.  Pour  appliquer  la  formule  à  la  re- 

cherche de  la  limite  inférieure  de  F,  il  fau- 


0 


r-  dra  prendre  celui  de  tous  les  moments  d'iner- 
tie qui  a  la  moindre  valeur.  Par  exemple,  si  la 
section  est  rectangulaire,  et  si  ses  dimensions  sont  c  et  6,  on  devra 

prendre  pour  I  le  moment  d'inertie  I  =  —  cd',  par  rapport  à  la 

droite  II',  la  dimension  b  étant  supposée  plus  petite  que  la  dimen- 
sion c. 

Soit  I  =  Q  X  p*,  p  étant  le  moindre  rayon  de  giration  de  la  sur- 
face ;  on  aura  pour  la  plus  basse  limite  de  F 


d'où  l'on  tire 


F  =  EÛp»x^, 


Fa  _  p'-* 
liû~   a 


Fa 


Or  =-  est  le  raccourcissement  total  de  la  tige  Oâ  sous  l'action  de  la 
force  F  (§  12).  II  faut  donc  que  le  raccourcissement  de  la  tige  soit 


PRESSEE  PAR  SES  ABOUTS.  2ô3 
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moindre  que  la  quantité — —  pour  que  la  flexion  ne  soit  pasàcrainclre« 

Si  la  force  F  est  égale  à  sa  limite,  l'équation  ^=6  sin  l/==  donne 

pour  forme  d'équilibre  une  sinusoïde  indéterminée  ;  car  le  coeffi- 
cient B  reste  arbitraire.  Dans  ce  cas,  l'équilibre  est  indifférent,  et, 
chose  remarquable,  les  points  fixes  A  et  0,  et  les  points  înterme 
diairés,  s'il  y  en  a,  ne  subbsent  malgré  la  flexion    aucune  ten- 
dance latérale. 

Si  F  est  supérieure  à  sa  limite»  l'équilibre  a  lieu  lorsque  6  =  0, 
mads  il  est  instable,  et  si  la  flexion  commence,  non-seulement  l'ana- 
lyse ne  détermine  pas  le  coefficient  B,  mais  elle  montre  que  l'équi- 
libre est  impossible,  quelque  courbure  que  la  pièce  prenne.  A 
mesure  que  la  pièce  fléchit,  les  ordonnées  y  augmentent  en  valeur 
absolue ,  et  par  conséquent  les  moments  fléchissants  Fy  croissent 

aussi  en  valeur  absolue,  de  aorte  que  la  tendance  à  la  déformation 
s'accroît  en  vertu  de  la  déformation  même.  Lorsqu'une  poutre  droite 

fléchit  sous  l'action  de  forces  normales ,  la  déformation  ne  fait  pas 
varier  sensiblement  les  moments  des  forces;  la  poutre  quitte  donc 
son  état  naturel  pour  marcher  vers  un  nouvel  état  d'équilibre  qu'elle 
atteint,  parce  qu'il  est  à  peu  près  fixe  et  qu'il  ne  se  modifie  pas  à 
mesure  que  la  déformation  s'accuse  davantage.  Ici,  au  contraire,  la 
déformation  a  pour  conséquence  l'augmentation  des^  moments  flé- 
chissants, et  les  moments  d'élasticité  ne  s'accroissent  pas  assez  vite 
pour  les  rejoindre.  • 

En  résumé,  les  pièces  chargées  par  leurs  abouts  sont  dans  des 
Fiff.  130.    conditions  de  résistance  très  défectueuses,  dès  qu'elles  sont 
exposées  à  une  flexion  latérale  par  suite  d'une  compression 
trop  grande  :  elles  sont  en  danger  de  rupture.  Nous  ajou- 
terons que  cette  coticluston  suppose  que  la  force  F  soit  une 
f    force  donnée^  constante;  car  si  la  force  F  était  variable  avec 
la  corde  OA,  de  manière  à  diminuer  quand  OA  diminue, 
l'analyse  pourrait  assigner  rigoureusement  la  forme  OMA 
^        prise  par  la  lame  flexible,  les  produits  Yy  ne  s' accroissant 
plus  aloi*s  indéfiniment  avec  y. 
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L'étude  expérimentale  des  conditions  d'équilibre  des  pièces  char, 
gées  par  leurs  abouts  a  conduit  à  des  formules  empiriques  très 
fréquemment  employées  par  les  constructeurs.  Nous  citerons  plus 
loin  les  principales. 

ISA.  L'équation  delà  pièce  fléchie  est  y  =  Bsinmx^  en  faisant 


m 


-  VEr 


Si  la  force  F  n'est  pas  constante,  et  si  elle  varie  avec  la  corde  OA 
de  la  pièce  fléchie,  on  peut  déterminer  le  coefiicient  B,  qui  autre- 
ment reste  inconnu. 
La  moindre  valeur  de  la  force  F  qui  fasse  fléchir  la  pièce  est  don- 
'  née  par  Téquation 


F  = 


EIt:« 


a 


i    » 


où  a  est  la  distance  OA  de  deux  points  fixes  consécutifs. 

Si  F  est  exprimée  en  fonction  de  a,  on  aura  ¥  =  <f{a)^  et  la  dis- 
tance a  s'obtiendra  en  résolvant  l'équation 

•   a«©(a)  =  El3i«; 


US 


/F-      iï 
une  fois  a  connu,  on  en  déduit  m  =  1/  ??  =  -,  et  il  ne  reste  pi 

qu'à  déterminer  la  constante  B. 

Nous  y  parviendrons  en  cherchant  la  longueur  de  la  pièce  dé- 
formée. 
Chaque  élément  ds  =  mm'  de  la  fibre  moyenne  subit  un  raccour- 
Fig.  131.  cissement  dû  à  la  compression  produite  par  la  force  F. 

x|  Menons  la  tangente  mT,  et  soit  Q  Tangle  qu'elle  iait 

avec  l'axe  OX.  La  force  de  compression  due  à  F 
est  égale  à  F  cos  0  ;  elle  produit  sur  l'arc  mm^  un 
raccourcissement  8^  donné  par  l'équation 

Fcos6=— -; — , 
ds 

(i>  désignant  la  section. 
Donc 

FcosOd*  __  Fdr. 


8dj  = 
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Faisant  la  somme  de  tous  ces  raccourcissements^  on  aura  la  varia- 
tion totale,  Zsj  de  la  longueur  de  la  pièce  : 

«#  =  \         r7-dx  =  =r-xa=  -= — y  =  -  X  — . 

La  longueur  S  de  l'arc  OA  de  la  sinusoïde  dessinée  par  la  fibre 
moyenne  est  donnée  par  l'intégrale 


L'arc  S  est  une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce,  qu'on  ne 
peut  exprimer  en  termes  finis;  mais  ici,  le  coefficient  cherché  B  étant 
très  petit,  on  peut  se  contenter  d'une  approximation;  on  dévelop- 
pera le  radical  par  la  formule  du  binôme,  et  l'on  en  prendra  les  deux 
premiers  termes  : 

Faisant  —  =  t;,  on  transforme  l'intégrale  indiquée  en 

V   cos'rdr  ■=  -  ; 

donc 

B«r* 

Soit  L  la  longueur  primitive  de  la  pièce.  Nous  avons  calculé  son 
raccourcissement ;  la  différence  donne  la  longueur  nouvelle 


(o  a 


d'où  l'on  tire 


L =  a  +  -T — ; 


«=;V'*H'^-S— )• 
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On  peut  observer  que  -  est  le  rayon  de  giration  de  la  section  par 

rapport  à  l'axe  mené  par  le  centre  de  gravité  dans  son  plan,  perpen- 
diculairement au  plan  de  flexion. 

Les  mêmes  formules  permettent  de  déterminer  la  force  F  qui  cor- 
respond à  une  corde  a  donnée. 

135.  Si  Ton  voulait  traiter  la  question  avec  pins  d'exactitude,  il 
faudrait  intégrer  l'équation  rigoureuse 

El- »=--^I/ 


dtf 
Faisons  d'abord  -^  =  jo;  il  viendra 


dx 


â^y       dp      pâp 
dx*      dx       dt/  * 

ê 

et  substituant,  nous  aurons 

(l+p«)T 

équation  dont  l'intégrale  est,  en  appelant  G  une  constante, 

On  résoudrait  par  rapport  à  jo,  puis,  remplaçant  p  par  ^ ,  on 

aurait  à  intégrer  une  nouvelle  équation  où  les  variables  se  séparent. 
On  obtiendrait  ainsi  l'équation  de  la  courbe  par  une  intégrale  ellip- 
tique, qu'on  pourrait  calculer  par  les  méthodes  de  quadrature.  Le 
reste  du  problème  s'achèverait  comme  nous  l'avons  indiqué. 
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RÈGLB  DE  BONDELET  POUR  LES  BOIS, 


136.  Rondelet  a  donné  la  règle  suivante,  qu'il  n'a  pas  cherché  i 
réduire  en  formule. 

Le  rapport  de  la  longueur  à  la  moindre  dimension  transversale 
étant  l'un  des  nombres 

i,      12,      24,      36,    48,    60,    72, 

la  limite  extrême  de  la  charge  que  peut  supporter  sans  fléchir  latéra- 
lement ou  sans  s'écraser  une  pièce  fd  chêne  ou  de  sapin  est,  en  kilo- 
grammes par  centimètre  carré, 

420,    350,    210,    140,    70,    35,     17 1; 

la  limite  pratique  à  adopter  dans  les  constructions  doit  être  réduite 
au  septième  de  la  limite  extrême,  ce  qui  donne  par  centimètre 
carré 

60,     tSO,      30.     20,    10,      5,     2  i  kilogrammes. 

On  emploiera  un  procédé  quelconque  d'interpolation  pour  trouver 
la  résistance  limite,  si  le  rapport  de  la  longueur  à  la  moindre 
dimension  transversale  est  compris ,  entre  deux  nombres  du 
tableau. 


FORMULE  DE  HODGKlRSOIÏt 

1S7.  La.  théorie  donne  en  général  comme  limite  de  la  force  F, 

Elit*  1 

P  =  — ^;  pour  un  carré  de  côté  égal  à  c,  I  s  —  c*,  de  sorte  que  la 

limite  correspondante  de  F  est 


12  ^  a»  "  12  \â)  • 


^  5  -  "12"  U^  • 

17 
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Eit* 

Les  facteurs  constants  — ^  forment  un  produit  A^qu'on  peut  mettre  è 

part,  et  qui  dépend  de  la  matière  dont  la  pièce  est  composée.  Ce 
coefficient  peut  être  déterminé  par  expérience. 

Hodgkinson,  çn  étudiant  la  flexion  et  la  rupture  par  écrasement  de 
pièces  de  chêne  comprimées  par  leurs  abouts,  a  déterminé  pour 
chaque  cas  particulier  les  valeurs  du  coefficient  A  ;  il  a  reconnu  que 
ce  coefficient  n'est  pas  constant  d'une  manière  absolue,  mais  qu'il 
varie  entre  des  limites  peu  écartées. 

L'équaUon  qui  donne  le  maximum  de  la  force  F  est  donc 


F  =  A^ 


OU  bien 


o»' 


^=-(l)^ 


17  /* 

-i-est  la  compression  de  la  matière  par  unité  de  surface  ;  *-  est  l'in- 
verse du  rapport  de  dimensions  qui  entre  dans  le  tableau  de  Rondelet. 
Si  l'on  prend  le  mètre  pour  unité  des  dimensions  linéaires,  et  le 
kilogramme  pour  unité  des  forces,  on  devrait  avoir  d'après  la  règle 
de  Rondelet  : 


F  a 

-2=4*200000    pour    -  =  1 ,  ce  qui  correspondrait    A=        4200000 
c  c 

4  =  1400000  -  =  36,  A=:  1814400000 

4=     176000  -  =  72,  A=    907200000 

La  règle  de  Rondelet  ne  s'accorde  donc  pas  avec  les  résultats  de  la 
théorie. 

Les  expériences  de  Hodgkinson  ont  donné  pour  le  non^re  A  rela- 
tif au  bois  de  chêne  des  valeurs  variables  de  3,3oo,ooo,ooo  à 
3,600,000,000.  Dans  la  pratique,  il  convient  de  réduire  au  dixième 
les  limites  fournies  par  ces  formules* 

On  remarquera  d'ailleurs  que  pour  les  très  courtes  pièces,  -  de- 

a 


PIÈCES  CREUSES.  ^9 

F 

fenant  très  grand,  la  limite  -^  s*accroit  indéfiniment  d'après  la  for- 
mole,  tandis  qne  la  charge  par  unité  de  sor&ce  ne  peut  dépasser  la 
chai^  de  rupture  ;  la  formule  n'est  donc  pas  applicable  aux  grandes 

valeurs  du  rapport  -•  La  règle  de  Rondelet  tient  compte  du  double 
mode  de  deslruction  possible  pour  la  pièce,  en  substituant  pour  les 
peUtes  valeurs  de  ?  la  charge  de  mptore  par  4ci*seiiM»it  à  la 
chaige  qui  produit  une  flexion  latérale. 


SECnOICS  ÉTIDÊES. 


138.  Supposons  que  la  section  de  la  pièce  comprimée  soit  une  cou- 
ronne circulaire;  soit  r  le  rayon  extérieur,  r'  le  rayon  intérieur; 
nous  aurons: 

et  par  suite,  la  limite  de  F  sera 

„  _  E«»(r*-r^(r»+r^) 
f Î5 . 

DtTisoos  par  ic  (r*  —  r^),  surface  de  l'aimeaa  : 

« 

Comparons  ce  résultat  à  celui  qu'on  obtiendrait  pour  une  pièce 
cylindrique  pleine,de  longueur  a  et  de  section  égale  à  celle  de  la  pièce 
creuse  ;  r^'  étant  le  rayon  de  cette  section  pleinei  nous  aurons  pour 
la  limite  correspondante  de  la  force 


Kf"^"   4    \aj  * 
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et  par  suite 

On  voit  donc  qu*à  égalité  de  section,  la  limite  F  peut  être  notablement 
augmentée  en  remplaçant  la  pièce  pleine  par  une  pièce  creuse  renfer- 
mant la  même  quantité  de  matière. 

On  sait  que  les  os  des  animaux  sont  ainsi  formés  :  ce  sont  des 
tubes  creux  où  la  matière  résistante  forme  une  couronne  autour  de 
la  moelle. 


EXPÉRIENCES  DE   HODGRINSON   SUR   LES  COLONNES  HÉTALLIQUEES. 

139.  D'après  la  théorici  la  limite  de  la  force  F  pour  une  colonne 
creuse  est  donnée  par  la  formule 

r* r'* 

ou  bien,  en  appelant  d  et  d' les  diamètres  ar  et  sr^, 

Etc»  d*  —  d'* 


F=: 


64       a»     • 


expression  de  la  forme 


a* 


Le  coefficient  B  peut  être  déterminé  par  expérience.  Hais  Hodgkin- 
son,  en  opérant  sur  des  colonnes  de  fonte,  a  reconnu  que  ce  coeffi- 
cient n'est  pas  constant  ;  pour  trouver  un  coefficient  B  sensiblement 
constant,  il  faut  modifier  les  exposants  de  la  formule,  et  déterminer 
par  une  série  d'expériences,  non-seulement  le  coefficient  B,  mais 
encore  les  exposants  m  et'n  de  la  formule 

a»  f 

r 
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Si  Ton  exprime  la  longueur  a  en  décimètres, 

les  diamètres  d  en  centimètres, 
la  force  F  en  kilogrammes, 

on  trouve  pour  les  quantités  B,  m  et  n,  les  valeurs  numériques  sui- 
vantes, qui  sont  relatives  à  la  fonte  : 

B  =  10200 

m  =  3,6  (au  lieu  de  4} 

n  =  1,7  (au  lieu  de  2), 

La  formule  donne  alors  la  limite  extrême  de  F,  et  pour  assurer  la 
résbtance,  on  réduit  cette  limite  au  septième  de  sa  valeur. 

Les  deux  tables  suivantes  renferment  les  valeurs  des  puissances 
dP*  et  a*»',entre  les  limites  d  =  i  et  d=i2,  et  a=i  et  a  =  24. 

Table  L  —  Puissances  des  diamètres. 


d 

rfM 

d 

</M 

d 
4.8 

d 

d 
6.4 

cfM 

d 
8.0 

i/8.e 

1.00 

1.0000 

3.25 

69.628 

283.44 

798.45 

1782.9 

1.3S 

22829 

3.30 

73.561 

4.9 

305.28 

6.5 

844.28 

8.25 

1991.7 

1.50 

4.8045 

3.40 

81.908 

5.0 

328.32 

6.6 

891.99 

8.5 

2217.7 

1.75 

7.4978 

3.50 

90.917 

5.1 

352.58 

6.7 

941.61 

8.75 

2461.7 

2.00 

12.125 

3.60 

100.62 

5.2 

378.10 

6.75 

967.15 

9.0 

2724.4 

MO 

14.454 

3.70 

111.05 

5.25 

391.36 

6.8 

993.19 

9.25 

3006.8 

2.20 

17.089 

3.75 

116.55 

5.3 

404.94 

6.9 

1046.8 

9.50 

3309.8 

2J25 

18.529 

3.80 

122.24 

5.4 

433.13 

7.0 

1102.4 

9.75 

3634.3 

2.30 

20.055 

3.90 

134.23 

5.5 

462.71 

7.1 

1160.2 

40.00 

3981.1 

2.40 

23.3755 

4.00 

147.03 

5.6 

493.72 

7.2 

1220.1 

10.25 

4351.2 

2.50 

27.076 

4.10 

160.70 

5.7 

526.20 

7.25 

1250.9 

10.50 

4745.5 

24» 

31.182 

4.20 

175.26 

5.75 

543.01 

7.3 

1282.2 

10.75 

5165.0 

2.70 

35.720 

4J25 

182.89 

58 

560.20 

7.4 

1346.0 

11.00 

5610.7 

2.75 

38.159 

4.30 

190.76 

5.9 

595.75 

7.5 

1413.3 

11.25 

6083.4 

2.80 

40.716 

4.40 

207.22 

60 

632.91 

7.6 

1482.3 

11.50 

6584.3 

2.90 

46.199 

4.50 

224.68 

6.1 

671.72 

7.7 

1553.7 

11.75 

7114.4 

8.00 

52.196 

4.60 

243.18 

6.2 

712.22 

7.75 

1590.3 

12.00 

7674.5 

8.10 

58.736 

4.70 

262.76 

6.25 

733.11 

7.8 

1627.6 

» 

» 

8.20 

65.848 

4.75 

272.96 

6.8 

754.44 

7.9 

1704.0 

» 

» 
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FORMULES  DE  M.  LOVE. 
Table  II.  —  Puissarices  des  langueurs. 


1 
2 
8 
4 
6 
6 
7 
8 


ql.T 


1.0000 
8.2490 
6.4730 
10.556 
15.426 
21.031 
27.332 
84.297 


9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 


a  if 


41.900 
50.119 
58.934 
68.829 
78.289 
88.801 
99.851 
111.430 


17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 


ût.T 


123.53 
136.18 
149.24 
162.84 
176.92 
191.48 
206.51 
222.00 


(Extrait  du  mémoire  de  M.  Ed.  Pirel,  Annaleê  detponU  et*ehmu$éei,  I8&5.) 


lAO.  Les  expériences  de  Hodgkinson  ont  montré  Tinfluence  de 
la  fixité  des  extrémités  des  colonnes  sur  leur  résistance  ;  ainsi  une 
colonne  dont  les  bases  extrêmes  sont  plates  est  beaucoup  plus 
résistante  qu'une  colonne  de  mêmes  dimensions  dont  les  extrémités 
seraient  arrondies,et  seraient  libres  de  faire  un  angle  quelconque 

avec  leur  axe  primitif.  Les  expériences  ont  aussi  montré  l'influence 
du  renflement  des  colonnes  vers  le  milieu  de  leur  longueur*  Cette 
dernière  observation  justifie  le  tracé  adopté  pour  le  galbe  des  co- 
lonnes dans  l'architecture  ancienne. 
4&1.  M.  Love,  ingénieur  civil,  a  substitué  aux  formules  de 

Hodgkinson  des  formules  plus  faciles  à  manier  ;  elles  sont  relatives 
aux  colonnes  pleines  en  fonte  ou  en  fer; 

Soient  a  la  longueur  de  la  colonne,  et  d  son  diamètre,  exprimés 
tous  deux  en  centimètres; 

F,  la  charge  totale  qui  détermine  la  rupture,  en  kilogrammes  ;  on 
a  sensiblement 


pour  la  fonte 


pour  le  fer 


F=: 


F  = 


1250  d* 


1,85  d>  + 0,00043  a** 

600  d* 
1,97  d>  + 0,00064  a*' 


La  discussion  de  ces  formules  fait  voir  qu'au  delà  d'une  hauteur 
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a  égale  à  trente  fois  le  diamètre  d,  une  colonne  pleine  en  fer  peut 
supporter  une  charge  supérieure  à  celle  que  supporterait  une  colonne 
en  fonte  de  même  hauteur  et  de  même  diamètre. 


PIÈCE   TERTIGALE   OA   PORTANT    UN    POIDS  P  APPLIQUÉ   A  UNE  CERTAINE 

DISTANCE   AB  DE   CETTE  PIÈCE. 


BB' 


ï 


1A2.  On  suppose  que  la  pièce  OA  est  enfoncée  dans  le  sol,  au  point  0, 
Rg.  «32.  cle  manière  qu'il  y  ait  encastrement  parfait  en 

ce  point  ;  la  déformation  de  la  pièce  n'entraîne 
donc  aucune  déviation  de  la  fibre  moyenne  dans 
les  éléments  voisins  de  l'origine. 

Soit  OA  =  a  la  longueur  de  la  pièce  ;  AB  =  A, 
la  distance  à  laquelle  agit  la  force  P,  par  l'in- 
termédiaire d'un  bras  rigide  AB,  qu'on  suppose 
fixé  à  angle  droit  sur  OA. 
On  peut  traiter  le  problème  soit  en  prenant 
les  moments  dans  l'état  naturel  de  la  pièce,  soit  en  prenant  les  mo- 
ments dans  l'état  déformé  :  cette  dernière  méthode  est  la  plus  exacte, 
et  nous  l'emploierons  id. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  direction  même  de  la  pièce  dans  son 
état  naturel,  et  pour  axe  des  y,  une  perpendiculadre  à  OX ,  menée 
du  côté  vers  lequel  la  flexion  s'opère. 

Mous  aJ>pellerons  /  la  déviation  latérale  AA'  de  l'extrémité  A 
de  la  pièce,  par  suite  de  la  flexion  ;  cette  quantité  /est  la  valeur  de  l'or- 
donnée y  du  bout  de  la  pièce  quand  elle  est  déformée.  Le  poids  P  est 
déplacé  par  la  flexion  d'une  quantité  BfffSensiblement  égale  à  /ou  à  AA'. 
Le  moment  de  la  force  Ppar  rapport  à  un  point  M  de  la  fibre 
moyenne  déformée  sera  donné  par  le  produit 


ou 
ou  enfin 


Px(B'A— MMO 

Px(AB  +  AA'— MH'K 

P  (6  +/-  y). 


36^  PIÈGE  GOMRIMËE 

Il  faut  prendre  ce  moment  avec  le  signe  +,  car  U  tend  à  donner 
à  la  pièce  une  courbure  positive. 
L'équation  différentielle  de  la  courbe  OA'  sera 

C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  On  peut  l'intégrer  au 
moyen  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires,  en  supprimant 
d'abord  le  terme  constant  V{b  +  f).  Mais  il  est  plus  simple  de 
changer  de  variable. 

Posons 

dx      P' 

on  en  déduit 

<Py  __  dp  __  pdp 
S?  ""  dx  ""  'dy  * 

Donc 

EIpdp  =  P(6  +  /— y:dy. 

Cette  équation  est  intégrable  et  donne 

« 

|Eïp»  =  P(6+y)y-ipy«; 

y  =  0  fait  j9  =  o,  ce  qui  a  lieu  au  point  0,  puisque  la  courbe  OÀ' 
reste  tangente  à  l'axe  OX.  Il  n'y  a  donc  pas  de  constante  à  ajouter. 
On  tire  de  cette  équation 

» 

et  par  suite 

dy  •_^ d^ 


Intégrant  de  nouveau,  il  vient 


«  %/«r=  arc  C08 


V   b+f  )' 


y  =  0  donne  x=  o,  et  par  suite  il  n'y  a  aucune  constante  à  ajouter. 
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L'équation  de  la  fibre  moyenne  est  unsi 

Dans  cette  équation  la  flèche  /  est  encore  inconnue  ;  pour  la  déter- 
miner, faisons  a:  =  a  ;  nous  devons  avoir  y=f.  Donc 

et  par  suite 


Vcosa^/^        / 


U  flèche  /  est  donc  proportionnelle  au  bras  de  levier  b  du  poids  P. 
La  répartition  des  pressions  dans  les  sections  sera  donnée  par  là 
formule 

qui,  dans  ce  cas  particulier,  prend  la  forme 

R  =  ^  (,  H.  <»±^'). 
La  courbe  des  moments  a  pour  équation 

M  =  P(ft+/-y)  =  P(6+/)co8(xy^)  =  P6  ! 


(VI) 


cosay/^ 

C'est  donc  un  arc  de  sinusoïde. 

Pô 
Au  point  0  on  a  X  =  o,  et  31  = -= ,  valeur  du  moment 

cos  a\/s_ 
V  El 
d'eucastrement  ; 

Au  point  A',  x  =  a,  M  =  P*. 

On  voit  que  le  moment  d'encastrement  M  = !__  devient 

V  Kî 

Y  g|  =  -  ;  en  même  temps  la  flèche  f  ai 


cos 

El 


SG6 


CHARPENTE 


ment  grande.  La  longueur  a  a  donc  une  limite,  qui  doit  être  iafé* 
rieure  à  la  valeur  extrême 


_  «  4  /El 

"2V  P' 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  P  a  une  limite,  eu  égard  à  la  lon^ 
gueur  a,  et  cette  limite  est  moindre  que  la  valeur  extrême 

EIjc» 


p  = 


4a' 


qui  rend  infinis  le  moment  en  0  et  la  flèche  /• 
On  peut  prendre  comme  limite  pratique  celle  qui  correspond  à 


ou  bien 


P  = 


EU« 

16a 


V 


t 

On  a  alors  pour  le  moment  en  un  point  quelconque 


=  P6v^C08fxV/^)=  P6v/5cos  jj. 


Le  moment  M  varie  alors  entre  les  P^v^  et  Pd.  Il  est  à  peu  près 
constant*,  l'effort  tranchant  est  nul  au  point  0,  et  partout  très 
petit. 


RÉPARTITIOll    DES   PRESSIONS   ET  DES  TENSIONS    DANS    UNE    CHARPENTE 

MÉTALLIQUE   A  LA   POLONGEAU. 

lAS.  Soit  ÂBG  le  profil  du  comble.  On  suppose  que  les  arbalétriers 

AB,  BG  sont  égaux  en  lon- 
gueur et  également  inclinés 
sur  rhorizon  ;  ils  sont  soute- 
nus en  leurs  milieux  H  et  6 
par  deux  contre«fichesEG,FH, 
rattachées  aux  extrémités  des 
arbalétriers  par  les  tirants 


FIg.  138. 

R 

5< 

fh 

^ 

A. 

-^ 

..11... 

■^^--^ 

1 

Ki 


BE,  EA,  BF,  FG.  Un  cinquième  tirant,  EF,  complète  la  liaison  en- 
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trc  les  points  A  et  G,  et  a  pour  objet  d'équilibrer  la  poussée  latérale 
de  la  ferme,  en  empêchant  cette  poussée  de  s'exercer  sur  les  murs 
M  et  N,  qui  portent  les  pieds  des  arbalétriers.  Les  réactions  des  murs 
sur  la  ferme  sont  donc  verticales. 

Les  charges  de  la  charpente  sont  réparties  uniformément  sur 
l'étendue  du  profil,  à  raison  de  p  unités  de  poids  par  unité  de  lon^- 
gueur  mesurée  sur  l'horizontale  AG. 

Du  point  B  abaissons  la  verticale  BI»  qui  divise  AG  en  deux  parties 
égales  au  point  I  ;  soit  AI  =  a  la  demi-portée  de  la  ferme, 

IB  =  6  la  flèche. 

Appelons  a  l'angle  BAI,  et  /  la  longueur  de  l'arbalétrier,  qui  est 

^         COSa  '      ' 

Coupons  la  ferme  par  le  plan  BI,  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure ,  et  considérons  l'équilibre  d'une  moitié  seulement  du  com- 
ble, ce  qui  suffit,  à  cause  de  la  symétrie  du  comble  et  des  charges. 

En  supprimant  la  partie  située  à  droite  du  plan  BI,  nous  devons 
introduire  la  réaction  de  cette  partie  contre  la  partie  conservée;  cette 
réaction  est  horizontale  à  cause  de  la  symétrie.  Nous  la  représente- 
rons par  X.  Nous  devrons  aussi  introduire  la  tension  du  tirant  EF 
que  nous  coupons  au  point  K;  et  comme  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  à  la  demi-ferme,  sauf  la  réaction  X  et  la  tension  du  tirant 
EP,  sont  verticales,  l'équilibre  des  composantes  horizontales  exige 
que  cette  tendon  soit  égale  à  X. 

La  réaction  du  mur  M  est  verticale  et  ^ale  à  pa. 

Fig.  134. 


•O*-*/'  V 


i?-i(.*Iri -t. 
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Nous  avons  donc  à  chercher  les  conditions  de  l'équilibre  da  sys- 
tème ÂBE,  sous  Faction  des  forces  X,  — X,  pa^  et  enfin  des  poids 
uniformément  répartis  de  A  en  B. 

Ces  poids  se  composent  en  un  seul  égal  à  pa^  et  appliqué  au  mi- 
lieu G  de  l'arbalétrier;  l'équilibre  des  forces  extérieures  est  exprimé 
par  l'égalité  des  couples  : 

paxAL  =  XxBK. 

AL  est  égal  à  -  a  ;  BK  est  une  donnée  de  la  construction  du  comble  ; 

nous  la  représenterons  par  la  différence  b  —  i',  en  appelant  V  la 
quantité  lE  dont  le  tirant  EF  est  relevé  au-dessus  de  l'horizontale 
AC. 

Donc 


et 


Les  forces  extérieures  sont  toutes  connues  ;  cherchons  les  condi- 
tions de  l'équilibre  élastique.  Pour  traiter  cette  question,  il  est  né- 
cessaire de  faire  une  hypothèse  sur  le  règlement  des  tensions  des 
pièces  AE,  EB.  Nous  supposerons  qu'elles  sont  déterminées  par  la 
condition  que  le  point  6  soit  maintenu  par  la  jambe  de  force  EG  sur 
la  ligne  droite  qui  joint  les  points  A  et  B.  L'arbalétrier  pourra  alors 
être  considéré,  eu  égard  aux  forces  qui  le  pressent  normalement, 
comme  une  pièce  droite  posée  sur  trois  appuis  de  niveau  ;  l'équi- 
libre élastique  d'une  telle  pièce  est  un  problème  que  nous  savons 
résoudre  (§  io3). 

Le  poids  par  unité  de  longueur  réparti  sur  l'arbalétrier  n'est  pas 
égal  à  p\  c'est  un  poids  p^  tel,  que  le  produit  pj  soit  égal  an  pro- 
duit pa  ;  donc 

a 

Pj  =rp  j  =:pCOSa« 
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Ce  poids  se  décompose  en  deux  forces;  Tune  normale  à  l'ar- 
balétrier et  égale  à  j9C0S*a;  l'autre  longitudinale  et  égale 
à  pcoBOLsinoL, 

Considérons  d'abord  l'arbalétrier  pris  isolément.  Appelons  T^,  T, 
les  tensions  des  tirants  AE,  EB,  et  soit  G  la  compression  de  la  con- 
tre-fiche 6E,  qui  s'exerce  normalement  à  l'arbalétrier  au  point  6. 
L'arbalétrier  est  soumis  aux  forces  suivantes  : 

la  force  X  et  la  force  T,,  appliquées  au  point  B  ; 

la  force  normale  G,  appliquée  au  point  G  ; 

les  forces  j9a  et  T^,  appliquées  au  point  A; 

la  composante  normale  p  cos*  a ,  du  poids  également  réparti  par 
unité  de  longueur,  qui  produit  en  tout  une  charge  normale  égale 
àj9/cos'ay 

et  la  composante  parallèle  à  l'arbalétrier,  p  cos  a  sin  ou 

Faisons  abstraction  des  composantes  parallèles  à  la  pièce  ;  nous 
sommes  ramenés  au  cas  d'une  pièce  chargée  uniformément  d'un 
poids/? cos* a,  et  posée  sur  trois  appuis  ;  les  réactions  normales  des 
appuis,!,,  Y,,Y„8ont  donc 

3 

au  point  A ,        H^^jr  pi  cos"  a, 

au  point  G,        Y,=  j-^  p/ cos*  a, 

3 
au  point  B,        Y,  =  j^  p/  cos"  a. 

» 

Hais  au  point  A  la  force  normale  Y,  qui  agit  sur  Tarbalétrier  est 
égale  à  la  composante  normale  de  la  résultante  des  forces  paei  et  T,; 
de  même  en  B,  la  force  normale  Y,  appliquée  à  l'arbalétrier  est  égale 
à  la  composante  normale  de  la  résultante  des  forces  X  et  T,.  Enfin 
en  6,  la  force  normale  Y,  est  égale  à  la  compression  G  développée 
dans  la  contre-fiche.  Appelons  p  l'angle  EA6,  qui  est  donné  par 
reposa  de  l'élévation  du  comble.  Nous  retrouvons  cet  angle  en  EB6, 
et  par  suite  nous  avons  les  trois  équations  : 
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» 

3  3 

Yj  =  jT  p/  cos*  a  =  pa  cos  a  —  T^  sin  p  =  jg  pa  cos  «, 

Y,  =  —  pZ  cos*  a  =  C  =  j^pa  cos  a, 

3  3 

Y,  =  —  p^  cos*  a  =  X  sin  a  —  T,  sin  p  =  T^  pa  cos  a. 

Ces  équations  donnent,  la  première  T^,  la  seconde  G,  la  troisième 
T,,  puisque  X  a  été  précédemment  déterminé: 

.«                          .^                          Xsma  —  7^  pa  cos  a 
-       13       008  «      /,      10                   «  16*^ 

T-  =  Txpa-; — r,    G  =  77  pa  cos  a,    T,  = -—-——. 

ihh.  Nous  connaissoDs  les  efforts  développés  dans  toutes  les  pièces 

Fig.  ^35.  qui  aboutissent  au  point  E.  Ces  efforts 

Ai^  doivent  se  faire  équilibre   autour  de  ce 

pdint.  On  doit  donc  avoir  deux  identités 

î^    en  projetant  toutes  ces  forces  sur  la  di- 

c"*  rection  de  EG,  et  sur  une  direction  per- 

pendiculaire  ;  ces  opérations  donnent  en  effet 

(T,  +  T,)  sin  p  —  X  sin  a  —  G  =  0, 
<T,  — TJcosp  +  Xcos«  =  0. 

Substituons  à  G,  T^  et  T^  leurs  valeurs  dans  la  première  équation  \ 
il  vient 

pacosa  — Yj  +  Xsina  — Y,  y-Xsîna  — Y, 
=  pa  cos  a  —  (Yj  +  Y,  +  Yj)  =  pa  cos  a  — pacosa=:0» 

ce  qui  vérifie  la  première  condition. 
Puis  on  déduit  des  valeurs  de  T^  et  T, 

(T|  — Tj)  sin  p  =  Xsin  a  —  pa  cos  et. 

Donc 

,^      .  .       a     X  sin  a  cos  p  cos  a  cos  p     ^  .  .cgsI 

iii— T,)co8p  = r— s — '-^pa — : — 5— i- =  (X  sm  «— pa  008  o) -;—* . 

*  '       "       "^  sm  p  '^        sm  p         ^  ^  '  sm  p 


ou 
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L'équation  à  vérifier  se  réduit  donc  à 

(X  sin  a  —  pa  cos  a)  -; — g  +  X  cos  a  s  0. 
*  ^  ''  sin  p  ' 

,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  .  .,, 
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— n  (  sin  a  -: — 5-  +  cos  a  )  =  pa  cos  «-r— y. 
—  6'  \        sin  p  /     ^  sinp 


Divisons  par  pa  et  multiplions  par  sin  P;  il  viendra 


ou  enfin 


4  a 

5  53jy,  sin  (a  +  p)  =  cos  a  cos  p, 

^  acosacosP       î^HJ«-f-HJP;- 


Or  cette  ^alité  est  facile  à  vérifier  sur  la  figure. 

^-  ''*•  En  effet,  *  —  *'  est  la  distance 

""    BK=BI  — IK. 

Par  le  point  6,  milieu  de  Parba- 
N  létrier,  menons  6N  parallèle  à  AI  ; 
nous  aurons 


BGN  =  a, 


et 


BN  =  GN  tanga  =  g  tango. 


Il  reste  donc  à  montrer  que  NK  est  égal  à 

|tangp. 
NK  est  la  projection  sur  Bl  de  la  droite  GE,  laquelle  est  égale  à 

AGtangp. 
Donc 

NK  =  AGtangp  x  cosa  =  AG  cos  a  x  tangP  =  ^tangP, 

et  réalité  est  ainsi  entièrement  vérifiée. 


I 
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La  coïnpressioD  de  l'arbalétrier  est  due  aux  composantes  longitodU 
nales  des  forces.  Au  point  A,  elle  est  égale  à  la  force  pa  sin  a + T,  cos  P; 
au  point  B  elle  est  égale  à  la  force  X  cos  a  -f  T,  cos  p.  La  différeoce 
entre  ces  deux  forces  est  égale  à  la  somme  pi  cos  a  sin  a,  ou  pa  sin  a, 
des  composantes  de  la  charge  parallèles  à  l'arbalétrier.  On  doit  donc 


avoir 


ou  bien 


pasina+Tj  co8p  =  |>asina  +  Xcosa+T|COsp» 


(Tj  — TJ  cosp  =  Xcos«, 


équation  déjà  vérifiée* 

1&5.  Cherchons  à  construire  les  courbes  qui  représentent  les 
valeurs  de  la  compression,  des  moments  fléchissants  et  des  efforts 
tranchants  aux  différents  points  de  l'arbalétrier. 

Du  point  A  au  point  G,  la  valeur  du  moment  fléchissant  est  donnée 
par  Féquation 

13  1 

M= YjX—  5  p  C08*ax*  =  jg  p/c08*ax— -  pcos'ax*, 


les  abscisses  x  étant  mesurées  sur  la  droite  A6  à  partir  du  point  A  dans 

le  sens  AB. 
Si  l'on  fait 


Fig.137. 


Au    il  vient 


M=-^p/»cos««=-.^pa«. 


Prenons  sur  6E,  au-des- 
sous de  AB,  une  longueur 


la  parabole  des  moments  passera  par  le  point  M.  Elle  passe  d'ailleurs 
par  le  point  A  ;  on  poiu'ra  donc  tracer  cette  courbe  APM,  puisqu'on 
en  connaît  deux  points ,  qu'elle  a  un  paramètre  connu  et  qu'enfin 
son  axe  est  normal  à  A6. 


POLONCEâU.  273 

nie  se  répétera  symétriquement  en  MQB  dans  la  seconde  moitié 
de  l'arbalétrier. 

L'effort  tranchant  sera  égal  à  Y^  au  point  À,  et  à  —  T^  au  point  B  ; 
il  a  deux  valeurs  au  point  6,  et  la  différence  de  ces  deux  valeurs  est 
^le  à  Y,  ;  en  résumé,  il  est  représenté  par  les  ordonnées  de  la  dou- 
ble droite,  Y^HR,  STU,  qui  coupe  l'axe  AB  aux  points  H  et  T,  pro- 
jections des  points  P  et  Q  où  la  courbe  des  moments  a  sa  tangente 
parallèle  à  AB. 

La  compression  au  point  A  est  jemz  sin  a  -f  T^  cos^;  en  un  point 
quelconque,  dont  la  distance  au  point  A  est  a:,  elle  sera  donnée  par 
la  formule 

-^  .       .  13     cosacos? 

p  =pa  Sm  a  +  ttPû : — TT^  — px  SID  a  COS  a, 

équation  qui  représente  une  ligne  droite  NV. 

La  charge  la  plus  grande  de  la  matière  sera  ensuite  calculée  par  la 
formule 

^_P      Mr 
K-û  +  T 

qu'on  peut  construire,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (S  129),  au 
moyen  de  deux  arcs  paraboliques,  l'un  correspondant  à  la  face  supé- 
rieure, l'autre  à  la  face  inférieure  de  l'arbalétrier. 

Il  est  à  remarquer  que  la  plus  grande  valeur  du  moment  fléchis^ 
saut  a  lieu  au  point  G,  appui  central  de  l'arbalétrier,  et  qu'elle  est 

égale  en  ce  point  à  ^  pa*,  quantité  qui  dépend  de  la  portée  horizon- 
tale de  la  ferme  et  du  poids  également  réparti  suivant  l'horizontale, 
mais  qui  ne  dépend  pas  de  l'angle  a.  Au  contraire,  la  plus  grande 
compression  dans  l'arbalétrier  9  lieu  au  point  A,  et  elle  a  pour  valeur 


(,  43  ces  a  ces  p\ 


elle  dépend  donc  de  l'angle  a,ou  de  l'inclinaison  du  comble. 
Les  dimensions  de  l'arbalétrier  peuvent  être  calculées  d*après  la 

18 
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plus  grande  valeur  du  moment  fléchissant  ^  jDa%  ou  d'après  la  plus 
grande  valeur  de  la  compression,  qui  est 

/  .  43  COSaCOSBX 

Cette  dernière  expression  seule  est  fonction  de  Tangle  a.  Sap< 
posons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ^  =  a,  ce  qui  n'est  jamais  bien 
loin  de  la  vérité.  Pour  choisir  l'angle  a  qui  convient  à  Tai-balétrier 
le  plus  léger,  on  observera  que  la  section  de  cette  pièce  doit  être 

proportionnelle  à  ( sin *  +  -^ cotg  a  cos  a  j,  et  que  sa  longueur  es 
égale  à ^  le  volume  est  donc  proportionnel  au  produit 

(8ma+  --  COtgaCOSal 

COSa\  16        ^  / 

OU  à 

tg«+jgCOtga. 

On  aura  par  suite  à  égaler  à  zéro  la  dérivée  de  cette  fonction  par 
rapport  à  a,  ce  qui  donnera 

i 13     4     _ 


cos"  a       16  SI  n'a 


\/i3 
équation  d'où  l'on  tire  tga  =  ^L—  et  a  =  4«^  environ. 

Supposons  qu'au  lieu  d'avoir  ^  s=  a,  on  ait  ^  =  -  a.  La  fonction 
dont  il  faudra  chercher  le  minimum  est  alors 

^(8in.  +  l|cotgPco8«)  =  tg«  +  î|cotgp. 

La  dérivée  prise  par  rapport  à  a  est 

_! îi_J_^  — _j 13    4    __ 

C08*a       16  8in«p(i«       cos««       32  8in*p 
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Or  de  la  relation  a  =  2^  od  déduit 

cosa  =  4  —  2sîn*^ 

ce  qui  donne 

.  ,û      I  — cos« 

Il  vient  donc,  pour  trouver  le  meilleur  angle  a  dans  l'hypothèse 
de  a  =  s^.  l'équation 

43        '     2  1  43 


COs'a        32        4  — COS«       COS'a       46  4  —  cosa         * 

qui  revient  à 

--COS'a  =  4  —  COSa, 
10 


ou  bien  à 


+  73  COSa  —  --  =  0. 


Où  en  déduit 


COS.  =  -l3:ty/(A)Vi|  =  0.654. 

en  prenant  le  radical  avec  le  signe  +  pour  rendre  positif  le  cosinus 
de  l'angle  a  nécessairement  aigu. 

La  valeur  de  a  correspondante  est  a  =  49*"  9'* 

En  général,  on  n'a  pas  à  résoudre  ce  dernier  problème,  car  les 
inclinidsons  des  toits  ne  sont  pas  entièrement  arbitraires  :  les  habi- 
tudes locales  et  le  caractère  de  l'architecture  n^  permettent  pas  de 
s'écarter  notablement  de  certains  angles  consacrés. 


Solution  géométrique  du  même  problème. 

è 

116.  Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  demi-ferme  sont  : 
La  poussée  au  sommet,  BX;  la  tension  du  lien  EK;  le  poids  pa 
de  la  demi-ferme,  appliqué  dans  la  verticale  du  milieu  G  de  l'arba* 
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létrier,  enfin  la  réaction  verticale  du  mor  sur  lequel  s'appuie  la 
demi-ferme  en  À.  On  connaît  une  de  ces  forces,  le  poids  pa;  les 


ig.  138. 


autres  ne  sont  connues  qu'en  direction.  Les  forces  pa  et  BX  prolon* 
gées  se  coupent  en  0  ;  la  force  ET  et  la  réaction  du  mur  en  A  se  coupent 
en  (y.  L'équilibre  exige  que  les  résultantes  de  ces  deux  groupes 
soient  égales  et  directement  contraires.  Donc  elles  sont  situées 
toutes  deux  dans  la  direction  OCX.  Connaissant  l'une  OP  =:pa  de 
ces  forces,  il  suffira  d'achever  les  rectangles  PRSO,  R'P'O'S',  en 
prenant  O'R'  =  OB ,  pour  avoir  la  poussée  à  la  clef  X  =  OS,  égale  & 
la  tension  du  lien  £K ,  et  la  réaction  du  mur  en  A ,  O'P'  =  OP  =^pa. 
Il  reste  à  déterminer  les  tensions  T^  et  T, ,  puis  la  compression  G. 
Pour  cela,  on  s'appuiera  sur  le  résultat  obtenu  au  S^^^»  ^^  charge 
normale  subie  par  l'arbalétrier  est  égale  à  pacosoi;  elle  se  partage 
de  la  manière  suivante  entre  les  trois  appuis  A,  C,  B  : 


a  40  3 

^  au  point  A,  tt  au  point  C,  et  t^  au  point  B. 


Si  l'on  projette  sur  une  normale  à  l'arbalétrier  la  force  pa=Qf^' 

5 
et  la  force  T^,  la  différence  des  projections  est  égale  à  -^  J»ûcosa; 

donc  la  projection  de  T^  est  égale  aux  -g  de  pa  cos  a.  Il  suffit  donc 

deprendresurlanormaleAHune^longueur  AH=-^0'I  ^-g/wzcosa, 
et  d'élever  une  perpendiculaire  HL  jusqu'à  la  rencontre  du  ten- 


RECHERCHE  DU  POIDS  PROPRE.  »7 

deur  AE;  AL  sera  la  tension  T^.  On  troayera  par  la  même  méthode b 
tension  T,.  Qaant  à  la  compression  G,  elle  est  égale  anx  -^  de  oa  cos  a. 

lO 

Comme  Térification,  les  quatre  forces  T^ ,  T, ,  G  et  X  se  font  équi- 
libre autour  du  point  E. 

Enfin  la  compression  de  l'arbalétrier  au  point  À  est  la  somme  des 
projections  sur  sa  direction  des  forces  T^  et  pa  =(fP\  au  point  B* 
ce  sera  la  somme  des  projections  de  X  et  de  T.. 

La  même  méthode  peut  s'appliquer  à  une  ferme  à  trois  contre- 
fiches,  pourvu  qu'on  connaisse  d'avance  la  répartition  de  la  charge 
normale  sur  les  cinq  appuis  de  l'arbalétrier. 
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117.  Le  poids  p  contient  deux  parties;  Tune  ^'correspond  au  poids 
propre  de  l'ossature  de  la  ferme,  et  l'autre  j/'  au  poids  de  la  sur** 
charge  qu'elle  est  appelée  à  supporter.  Posons  donc  p=p  +/>"f 
et  proposons-nous  de  déterminer  p'  en  fonction  de  jT^  de  telle  sorte 
que  le  point  le  plus  chargé  de  l'arbalétrier  supporte  une  charge 
déterminée  R. 

Le  poids  propre  de  la  ferme  est  à  peu  de  chose  près  proportionnel 
au  poids  de  l'arbalétrier;  nous  admettrons  donc,  à  titre  d'approxi- 
mation, que  le  poids  p'  peut  être  calculé  en  multipliant  le  volume 
de  l'arbalétrier  par  un  nombre  donné,  supérieur  au  poids  spécifique 
de  la  matière  dont  l'arbalétrier  est  composé  ;  l'excès  de  ce  nombre 
sor  le  poids  spécifique  étant  destiné  à  tenir  compte  du  poids  des 
pièces  accessoires  que  l'on  néglige.  Désignant  par  "tst  le  poids  spé* 
dfique  ûnsi  grossi ,  et  par  û  la  section  droite  de  l'arbalétrier,  on 

aura pour  valeur  approximative  du  poids  pi  ;  îionc 

D  —  ^P'  —  P'<^Stt 

La  charge  par  unité  de  surface  au  point  le  plus  fatigué  de  l'arba- 


• 
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létrier  se  déterminera  en  appliquant  la  formule 


R=2  +  T-  f*ï 


Or  la  plus  grande  valeur  de  P  est  égale  à 

^   /  .       ,13  cosacosSX 

ou  à  /7aX[x,  (JL  étant  un  facteur  numérique  qui  dépend  des  angles  s 
et  p,  et  qu'on  peut  calculer  quand  on  a  fût  l'épure  de  la  ferme. 

La  plus  grande  valeur  de  M  est  -^pa^ 

Pour  déterminer  y,  imaginons  qu'on  ait  construit,  à  une  échelle 

Kg.  189.  arbitraire,  une  section  bcdefghkKh^féiïdb\ 

^ 1^        semblable  à  celle  que  l'on  veut  donner  à  Tarba- 

5!-4::il,i,^Zl£--    létrier.  Ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  G 

de  cette  section,  sa  surface  û',  son  moment  d'i- 
nertie V^  par  rapport  à  l'horizontale  XX  menée 


X        er 


Lg 


I  }  [^  par  son  centre  de  gravité,  et  enfin  la  distance 

■  GH  =  v'   de  la  fibre  la  plus  éloignée  à  la  fibre 

moyenne,  nous  savons,  par  le  principe  de  la  similitude,  que  pour 
passer  de  cette  section  auxiliaire  à  la  section  réelle,  qui  lui  est  sem- 
blable, il  suffit  de  multiplier  respectivement 

û',  r,  rf 


par 


Q'        \a) 


Donc 


û' Y  û' 


ou  bien 


*      1'     ces  «  v^côsâ  X  p' vî? 
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Substituons  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  û  et  de  ?;  remplaçons-y 

en  même  temps  la  lettre  R  par  la  limite  donnée  de  résistance  ;  nous 
aurons  en  définitive  l'équation 

""      p'cosa  32  ^i'^COSaVcÔTïxp'y^'' 

OU  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur  p'  +p'\ 


CCS  a 


/       pn      aVQ-^xay/S/i  p^   \ 

V'"^p7"^32I'  co8«v^5?ï  W    v'yfFr 


équation  où  tout  est  connu,  excepté  p\  Elle  est  du  troisième  degré 
en  -p-9  et  peut  être  résolue  par  tâtonnements.  Une  fois  pf  déterminé, 

on  en  déduit  û,  et,  par  suite,  le  rapport  de  similitude  de  la  section 
cherchée  à  la  section  auxiliaire. 


FLEXION   D*UNE  LAME   ÉLASTIQUE, 

118.  Lorsque  la  pièce  soumise  à  Faction  d'une  force  a  une  très 

faible  raideur,  comme  cela  arrive  pour  les 
^'*'  **^'  ressorts  et  les  lames  minces,  la  courbure 

'^  prise  par  la  pièce  est  très  grande,  et  il 

n'est  plus  permis  de  négliger  le  terme 

-^  '    devant  Tunité. 


M 


(i) 


~ôj  N  B     X         Voici  alors  comment  on  peut  diriger 

l'intégration. 

1*  Soit  Oâ  une  lame  élastique,  homogène  et  de  section  constante, 
encastrée  au  point  0  tangentiellement  à  la  droite  OX  ;  nous  suppo- 
serons d'abord  cette  lame  sollicitée  à  son  extrémité  A  par  une  force 
unique  AP,  perpendiculaire  à  la  direction  OX  de  l'encastrement. 

Soient  06=2:',  BA= y'  les  coordonnées  du  point  À  après  la  défor- 
mation; ON  =j:,  NM=y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M. 


tSO  FLEXION 

L'équatioD  du  problème  est 

^= ^î^=  PxNB  =  Px(x'-x). 

Posons  ^-  =/?,  d'où  l'on  déduit  -^  =  ^.  Il  vient,  en  multi 
pliant  par  dxt 

El— ^^rriPla/  — a:)dx, 

(1  +p«)7 

équation  où  les  variables  p  et  x  sont  séparéeSt 
Intégrons  ;  nous  aurons 


^»:77=^=^(^^-t)' 


sans  ajouter  de  constante,  car  a:  =  o  doit  donner  />  =  o,  à  cause  de 
l'encastrement  au  point  0.  ' 

Élevant  au  carré  et  résolvant  Téquation  par  rapport  à  />',  puis 
extrayant  la  racine,  il  vient 


^  =  Êî 


(— ï) 


V'^'^w- (*■'-?)' 


et  par  suite,  remplaçant  p  par  ^,  on  a  pour  la  valeur  de  l'or- 
donnée  y  çn  fonction  de  l'abscisse  Xj 


\/*-(En'('='^-?)' 


La  foncdoD  soas  le  radical  carré  étant  du  quatrième  degré,  la 
solution  dépend  des  fonctions  elliptiques. 
L'abscisse  af  n'est  pas  connue  d'avance,  et  la  détermination  de 
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£îl 


cette  coostaote,  qoi  figure  sous  le  âgne  \,  est  b  prindpak  difficulté 

de  la  questioL  Si  Ton  prend  af  pour  limite  sapârieure  de  Fintëgra- 
tion,  la  Taleor  coirespondante  de  y  est  la  flèche  y'  prise  par  la  lame. 
Pour  achever  le  problème,  an  pourra  exprimert  par  exemple,  que  la 
longueur  de  la  lame  fléchie  est  ^ale  à  la  UMigoeur  primitive  /  de 
cette  lame,  ce  qui  est  sensiblement  vrai  â  la  foroe  P  n'est  pas  trop 
grande.  Alors  on  a  une  seconde  équation. 


rr 


Jf 
qui  permet  de  trouver  af.  Mais  la  présence  de  o^te  inconnue  sons  le 

signe  [  ne  permet  guère  de  traiter  la  question  autrement  que  par 

tâtoDnements. 

s*  Supposons  en  second  lieu  que  la  force  appliquée  an  point  A 
ait  une  direction  quelconque;  on  pourra  la  décomposer  en  deux 
forces  parallèles  aux  axes  OX,  OT. 

Soient  P  et  Q  ces  deux  composantes.  L'équation  de  la  lame  fléchie 
sera  alors 


El 


dx> 


['  ^  (S)T 


=  P(^-x)-.Q(y'-y). 


ffg.  ui. 


équation  plus  compliquée  que  la  précédente,  à  cause  de  la  présence 

dans  le  second  membre  des  deux 
coordonnées  x  et  y. 

Voici  comment  Poisson  procède  à 
l'intégration  : 

Posons  P(a:'— a:)— QCy*— y))  =m, 
ti  étant  une  variable  auxiliaire. 

On  en  déduit  en  différentiant 

Donc  dy=  jr'  +  -çrdx. 


1 


S82  FLEXION 

Nous  prendrons  toujours  x  pour  variable  indépendante,  et  nous 
regarderons  en  conséquence  dx  comme  constant. 
Différentiant  une  seconde  fois,  il  viendra 

AU       ^'^ 

et  substituant  dans  l'équation  différentielle,  elle  deviendra 

El  dx* 


équation  d'où  l'on  peut  chasser  dx  en  posant  '^=q. 
On  a  alors  -^  =  ^,  et  l'équation  devient 


dq 
El  dx 


'  [•  -  m] 


=  tt. 


Multiplions  le  premier  membre  par  qdx^  le  second  par  du  qui  lai 
est  égal  ;  il  vient 

El  qdq  ♦ 


équation  intégrable  par  quadrature,  qui  fait  connaître  q  en  fonc- 
tion de  u.  On  aura  ensuite  x  en  fonction  de  u  par  l'équation 

a:  =  \ — ;  enfin  y  est  connu  en  fonction  de  u  et  x^  en  supposant 

toutefois  que  a!  ^%tf  soient  préalablement  déterminés. 

3*  En  troisième  lieu,  examinons  le  cas  où  la  lame  élastique  est 
fléchie  par  un  couple  P,  F. 

Dans  ce  cas,  la  fibre  neutre  dessine  un  arc  de  cercle  conunen* 


Vig.  14S. 
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çant  au  point  0  et  finissant  au  point  A, 
premier  point  d'application  des  forces  du 
couple  ($88,  9*).  Le  rayon  p  de  ce  cercle 
est  donné  par  l'équation 

H  étant  le  moment  constant  du  couple 
(P,  F)«  £n  fiEÙsant  varier  l'intensité  du  couple,  on  fût  varier  le 
rayon  p  du  cercle;  la  longueur  OÂ  ne  change  pas,  car  les  deux 
forces  P,  F,  égales,  parallèles  et  contraires,  ont  une  projection 
nulle  sur  tout  élément  de  la  fibre  neutre. 
Cherchons  le  lieu  du  point  A. 

Ce  sera  le  lieu  de  l'extrémité  des  arcs  de  cercle  de  longueur  a 
constimte,  tangents  au  point  0  à  une  droite  OX  donnée. 
Du  point  0  comme  centre,  avec  OB  =  a  pour  rayon,  décrivons 

un  cercle  BBC. 

Considérons  sur  ce  cercle  des  arcs  BB' 
commençant  au  point  B;  soit  A  le  centre 
de  gravité  de  l'un  de  ces  arcs.  Le  lieu 
BA60  des  points  A  sera  la  courbe  cher- 
chée. 

On  a  en  efiet  OA  =  a  — g— t  en  appe* 

lant  0  la  moitié  lOB  de  l'angle  B'OB  cor- 
respondant à  Tare  BB'  considéré.  Soit  OA  =  r. 

Au  milieu  K  de  la  distance  OA  élevons  une  perpendiculaire  KO^  ; 
le  point  C,  où  elle  coupe  la  droite  OY  perpendiculaire  à  OB ,  est  le 
centre  d'un  cercle  passant  par  les  points  0  et  A,  et  tangent  en  0  à 
]a  droite  OB. 

Je  dis  que  l'arc  OA  est  égal  à  OB. 
En  effet,  on  a 


Fig.  143. 


B    X 


00'  = 


OR 


OR 


CCS  O'O  R  ~"  sin  lOB     îsînê  ' 


L'angle  OO^A  est  double  de  VOK,  c'est-à-dire  égal  à  aO. 
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Donc 

arc  0 A  =  3-4^  X  20  = -T-^  =  a  =  0 B. 
8  sin  0  sin  0 

Le  lieu  décrit  par  le  point  A  de  la  lame  élastique  OAA',  pliée  par 
un  couple  (PP')  d'intensité  variable,  est  donc  la  courbe  lieu  des 
centres  de  gravité  des  arcs  de  cercle  Bff  décrits  du  point  0  comme 
centre  avec  la  longueur  OA  rectifiée. 

Sur  les  propriétés  de  cette  courbe,  voir  le  tome  II  de  notre  Tra^e 
de  Mécanique  (Hachette,  i88i),  p.  979etsuiv.,etp.  6i3«  Nous  ajou- 
terons ici  renoncé  d'un  théorème  facile  à  démontrer. 
Soit  À  le. centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  commençant  an 
ng.  144.  point  B,  et  décrit  avec  la  longueur  OB 

pour  rayon.  Du  point  0  conune  centre 
avec  OA  pour  rayon,  décrivons  Tare  AC. 
Joignons  AB.  Le  triangle  OAB  sera  équiva- 
lent au  secteur  OAC. 


BAPPEL  D£  QUELQUES  PRINCIPES  QUI  FAGUITEin:  LB  XBACS 

DES  PARABOLES. 

iA9.  Le  tracé  de  Tépure  des  moments  fléchissants  exige  généra- 
lement la  construction  d'un  ou  de  plusieurs  arcs  de  parabole.  On 
connaît  les  équations  de  ces  paraboles,  mais  il  est  plus  simple  et  plus 
rapide  de  les  construire  par  la  géométrie.  Nous  rappellerons  quelques 
propriétés  qui  sont  utiles  pour  effectuer  ces  constructions. 
Soit  BG  une  courbe  du  second  ordre  et  A  un  point  extérieur.  Du 
Fig.  145.  point  A,  on  mène  à  la  courbe  deux  tangentes 

AD,  A£,  et  l'on  trace  la  corde  de  contact  ED. 
Puis  on  mène  la  droite  F6  qui  coupe  en  deux 
parties  égales  les  droites  AD,  AS,  et  qui,  par 
suite,  est  parallèle  à  DE.  Gela  posé  : 

i""  Si  la  courbe  BG  est  une  ellipse,  la  droite  FG 
n*a  avec  elle  aucun  point  commun  (fig.  i45)  ; 


DES  PARABOLES. 


as5 


fffB.14i. 


S*  ffi  lacouribe  BG  est  unepuabole  (fig.  146),  la  droite  F6  touche 
la  coodie  BG  en  on  point  H,  et  la  droite  AH  est  on  diamètre  de  la 

combe;  die  a  donc  un  piadléQsme  définit  quel 
qweoitlepoint  A; 

5*SilacoaibeBGe8taneh;perboIe(fig.  147)» 
ladroite  F6  la  ooopeen  deux  points  I  et  K,  et  les 
droites  AI,  AK  sont  parallèles  à  ses  asymptotes. 
Nous  ferons  nsage,  pour  construire  les  para- 
boles des  moments,  de  la  propriété  qw  noos 
venons  de  nqppeler  pour  cette  coari)e. 
Supposons  omnos  (fig.  1A8)  les  deux  points  E  et  D  de  la  courbe, 

et  les  tangentes  EA,  AD,  qui  se  coupent  au 
pdnt  A.  Joignons  ED,  prenons  le  milieu  L  de 
cette  drcMte  et  joignons  LA.  Prenons  le  milieu  H 
de  la  droite  AL.  Ce  sera  un  troisième  point  de  la 
couri)e,  et  la  tangente  en  ce  point  sera  paral- 
lèle à  ED.  Elle  coupera  les  dnûtes  AD,  AB,  en 
F  et  6;  on  pourra  répéter  sur  les  contours 
H6B,  HFD,  la  construcUon  qu'on  a  faite  pour  le  contour  primitif 


Fis*  i4t. 


EAD,  puis  la  répéter  encore  pour  les  contours  qui  s'en  déduisent, 
et  ainsi  de  suite  ;  chaque  construction  nouvelle  fournit  un  point  et 
la  tangente  en  ce  point,  et  donne  de  plus  le  moyen  de  trouver  deux 
points  nouveaux  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  aura  donc  en 
quelques  instants  assez  de  poÎQts  pour  tracer  la  courbe  avec  une 
grande  exactitude. 
Ce  procédé  de  tracé  de  la  parabole  est  très  anciennement  connu  ; 


tS6 
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il  a  été  appliqué  par  Archimëde  à  la  quadrature  de  la  courbe,  par  la 
sommation  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  l'infini,  la 
première  série  dont  on  ait  trouvé  la  somme. 
150.  On  a  quelquefois  à  constnure  one  parabole  dont  le  paramètre 

soit  donné,  dont  l'axe  soit  perpendico- 
Isdre  à  une  droite  AB,  et  qui  passe  par 
deux  points  donnés  G  et  D,  projetés  sur 
cette  droite  en  A  et  B. 

Prenons  pour  axe  des  âr  la  droite  AB, 
et  pour  axe  des  y  la  droite  G  A  prolongée. 
On  pourra  commencer  par  construire 
une  parabole  du  paramètre  donné»  mus 
passant  par  les  points  A  et  B;  l'équation  de  cette  parabole  sera 


en  appelant  a  la  distance  AB,  et  -  le  paramètre  de  la  courbe* 
Si  l'on  fait  âr  =  -  a,  on  a  y  =  -^pa*  ;  on  portera  donc  une  ordon- 
née lE  égale  à  ^  pa*^  au  milieu  de  la  droite  AB.  On  prendra  en- 
suite IF  =  lE  X  9 ,  et  joignant  FA,  FB,  on  aura  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  A  et  B.  On  retombe  donc  sur  le  problème  précédent 

La  courbe  AEB  étant  tracée,  il  suffira  d'en  composer  algébrique- 
ment les  ordonnées  avec  celles  de  la  droite  CD  pour  résoudre  le 
problème. 

En  effet,  soit  y  =  mx"\-n  l'équation  de  la  droite  GD  ;  l'équation 
de  la  courbe  obtenue  en  composant  algébriquement  les  ordonnées 

des  deux  courbes  sera 

« 

Elle  représente  une  parabole  dont  le  paramètre  est  -,  dont  l'axe 
est  parallèle  à  l'axe  des  y,  et  qui  passe  enfin  aux  points  G  et  D  j  car 
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poar  ces  pointa,  :r  =  o  ou  x  =  a,  le  terme  ^  px  (a^^x)  est  nul, 

et  l'ordonnée  de  la  courbe  se  réduit  aox  ordonnées  de  la  droite. 

On  obtiendra  par  ce  procédé  un  arc  GGD,  qui  appartient  à  la  même 
parabole  que  AEB,  mais  i  cette  parabole  déplacée  de  manière  à 
passa*  par  les  points  G  et  D,  sans  que  son  axe  cesse  d*être  perpen- 
diculaire à  la  direction  donnée  AB. 

Cette  méthode  contient  an  fond  la  solution  du  problème  de  tinter^ 
polatian  parabolique^  qui  conàste  à  tracer  une  parabole  du  second 
degré,  à  axe  vertical,  passant  par  trois  points  donnés.  G,  G,  D,  équi- 
distants  en  projection  sur  Taxe  des  abscisses» 


CHAPITRE  EL 

SOUDES  DÉGALE  RÉSISTANCE, 


161.  Dans  tons  les  problèmes  des  chapitres  précédents,  nous 
ayons  admis  que  la  pièce  avait  partout  là  même  section  transversale, 
et  que  le  moment  d'inertie  I  étdt  nne  des  données  de  la  question. 
La  théorie  générale  ne  suppose  pas  nécessairement  cette  unifor- 
mité; il  suflSt  pour  qu*on  puisse  rappliquer  que  la  section,  si  elle 
est  variable  d'un  point  à  l'autre,  soit  variable  d'une  manière  con- 
tinue (i). 


(1)  Oo  peat  aussi  appliquer,  à  titre  d'approxImatioD,  les  formules  de  la  flexion 
des  prismes  droits  aux  pièces  dont  la  secUon  Tarie  brusquement  en  certains  points  de 
leur  longueur»  à  la  condiUon  d'eiTaeer  ces  TariaUons  brusques  par  la  subsUtntion  d'un 
ptodl  eonUnu  fictif  au  profil  réel,  et  de  n'appliquer  les  formules  de  répartition  des  efforts 
looQx  qu'à  des  sections  sufllsamment  distantes  des  points  où  la  continuité  est  ainsi  in- 
terrompue [Cf.  %ttl,  in  fine]. 
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Nous  allons  traiter  dans  ce  chapitre  des  problèmes  dans  lesquels  la 
section  est  l'inconnue  à  déterminer;  on  demande,  par  exemple,  les 
dimensions  à  attribuer  en  chaque  point  à  la  section  d'une  poutre 
sollicitée  par  des  forces  données,  pour  que  la  plus  grande  charge  par 
unité  de  surface  soit  partout  égale  à  une  limite  R  fixée  d'avance. 
Un  solide  satisfaisant  à  cette  condition  porte  le  nom  de  soUdedégak 
résistance.  Cette  expression  n'est  pas  parfaitement  justifiée  pour  les 
poutres  droites  sollicitées  par  des  forces  normales;  carl'égalerésistance 
semble  indiquer  que  la  charge  de  la  matière  doit  être  la  même  en 
tous  les  points  du  solide;  or,  Taxe  neutre  d'un  prisme  sollicité  par 
des  forces  normales  ne  peut  être  soumis  aux  mêmes  efibrts  que  les 
fibres  qui  en  sont  plus  ou  moins  éloignées.  Néanmoins,  l'expression 
de  solide  d'égale  résistance  étant  consacrée  par  Tusage,  nous  n'es- 
sayerons pas  d'en  trouver  une  plus  fidèle.  Il  suffit  d'ailleiurs  d'être 
prévenu  du  sens  restieint  qu'on  y  attribue. 

Un  solide  qui  serait  soumis  en  tous  ses  points  à  la  limite  supé- 
rieure des  efforts  qu'il  peut  supporter  serait  évidemment  dans  les 
meilleures  conditions  d'économie  et  de  résistance  ;  la  résistance  veut 
que  cette  limite  ne  soit  dépassée  nulle  part  (i)  ;  l'économie  demande 
qu'elle  soit  atteinte  partout  ;  car  s'il  y  a  insuffisance  d*eifort  en  un 
certain  point,  on  peut  affirmer  qu'une  partie  de  la  matière  placée  au- 
tour de  ce  point  pourrait  être  retranchée  sans  péril  pour  la  solidité  du 
système,  et  avec  avantage  au  point  de  vue  de  l'économie. 

C'est  cette  considération  qui  a  conduit  les  constructeurs  à  rem- 
placer pour  les  profils  transversaux  les  formes  quadrangulaires  par 
des  formes  à  double  T,  où  la  matière  est  mieux  répartie,  puisqu'on 
l'enlève  à  la  région  voisine  de  la  fibre  neutre,  où  elle  serait  peu  utile, 
poui*  la  reporter  vers  les  extrémités  de  la  section  où  elle  participe  aux 
plus  grandes  charges. 

Nous  traiterons  quelques  problèmes  sur  les  formes  d'égale  rési- 
stance, en  commençant  par  supposer  les  sections  rectangulaires. 


(1)  V.  Annalet  des  mineif  4*  série,  t.  XX*  p.  462.  Article  de  M.  Coache,  Anaiyu 
des  nouvelle*  expérience*  faite*  en  Angleterre  *ur  la  ré*i*tance  de  la  fonte  et  du  fer, 
1861. 
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152.  —  I.  Une  poatre  AB  est  posée  sur  deux  appuis  A  et  B«  et  char- 
gée de  poids  également  répartis,  à 
raison  dep  unités  de  poids  par  unité 
de  longueur.  La  distance  AB  =  /  est 
donnée.  La  poutre  doit  avoir  une 
section  rectangulaire  dont  la  di* 
mension  horizontale  est  représentée 
par  a,  et  la  dimension  verticale 
par  b.  On  demande  de  déterminer  ceâ  dimensions  en  tous  points  de 
la  portée,  de  telle  manière  que  les  points  les  plus  chargés  subissent 
uoe  pression  ou  une  tension  constante,  égale  à  R  unités  de  poids  par 
unité  de  surface. 
Nous  emploierons  la  formule 


Flg.  IM 

K 

frf , 

1                             pi 

• —  ^— — 

1. 

i^ 

A" 

« 

■ 

h 

H  est  ici  égal  à 


£1  =  M5 


pi  \      , 


Pour  a\oir  la  pression  aux  points  les  plus  chargés,  il  faut  faire 


0=  -;  oBa  de  plus 


d*où  résulte  Téquation 


l  =  ^a6.. 


Rxia6t  =  Çrc-|px\ 


Cette  équation  lie  les  deux  indéterminées  a  et  6  à  Fabscisse  x. 
Toute  section  rectangulaire  variable  dont  les  dimensions  satisferont 
à  cette  équation,  assurera  au  solide  l'égale  résistance,  telle  que  nous 
l'entendons  icL 

Le  problème  est  indéterminé.  Pour  en  achever  la  solution,  on  peut 
s'imposer  une  condition  nouvelle  • 

1*  Soit  d'abord  a  constant;  l'équation  nous  donnera  entre  b^i  x 
une  équation  à  laquelle  le  profil  longitudinal  de  la  pièce  doit  satis* 
faire. 
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par  exemp)e,€iii  veut  que  ledessoas  de  la  pièce  soit  une  droite 
**«  *"•  horizontale,    b  sera  Tordonnée  de  la 


T    ""^^^--.^       courbe  formant  le  profil  de  la  face  supé- 


i^< — ,-! ^B    rieitre  ;  ce  profil  est  une  ellipse  qui  a 

pour  grand  axe  AB,  ou  /,  et  dont  le 

demi  petit  axe  est  égal  à  la  valeur  de  b  pour  x  =  -* 

2  Y  aR 

Si  l'on  veut  au  contraire  que  la  droite  AB  âoit  Taxe  neutre  lui- 
même,  il  faudra  prendre  ±-A  pour 

B  ordonnées  du   profil;   appelant  v  la 

L— TZT-IZ JimlT-J     moitié   de  6 ,  on  aura  Téquation  du 

profil,  en  remplaçant  b  par  au  dans 
l'équation  générale,  ce  qui  donne 

Cette  équation  représente  une  ellipse,  dont  le  grand  axe  est  égal  à  AB , 

et  dont  le  demi  petit  axe  est  égal  à  la  valeur  de  v  pour  a;  ==  - , 

c'est-à-dire  à 

/ 

4 

Cette  eliîpse  (fig.  i5s)  a  pour  ordonnées  les  moitiés  des  ordonnées 
de  l'ellipse  précédente  (fig.  i5i). 

Proposons-nous  de  chercher  la  flèche  prise  par  la  poutre  d'égale 
résistance  sovs  Taelion  de  la  charge  qu'elle  supporte. 

Pour  la  trouver,  nous  remarquerons  que  Ton  a 

£]  ^  FAdhj  _  RI 


r  •  • 


DE  LA  FLÈCOE. 

Donc 

d«y_  R 
dix»"*  Et?' 

et  si  Ton  attribue  à  9  sa  plus  grande  valeur  - ,  R  sera  la  limite  de 

charge  donnée  ;  on  trouvera  donc  les  valeurs  de  y  en  intégrant  Yér 
quation 

dans  laquelle  b  doit  être  remplacé  par  une  fonction  connue  de  x. 
L*équatIon  du  profil  nous  donne 


»=y^(^-x.,. 


et  l'équation  différentielle  de  la  fibre  neutre  déformée  est  par  con- 
séquent 

di*  "  E  ^  V  3p  ^  v^7î=ïî- 

Pour  intégrer  cette  équation,  mettons  le  polynôme  sur  lequel  porte 
le  radical  sous  la  forme 


i^'-ik-'ï: 


nous  aurons  à  intégrer  la  différentielle 


(i-) 


/ 

.■"' 


vw-iH'  v(5)'-a-')" 


v/Kî) 


=  o  arc  CO8  — - —  =  d  arc  ces 

1 


('-¥)• 


1! 
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Donc  enfin,  en  appelant  G  une  constante, 

Pour  déterminer  la  constante,  faisons  j;  ==  -.  Nous  devrons  avoir 

2 


donc 


C  =  — .  arc  ces  0  =  -—  -. 


Il  reste  à  intégrer  Téquation 


dij      2R  4  /ôR  /.       2x\       2R  4  /aR  ^  k 


ou  bien 


^^y=irV/^'arc  cos(l  -  y)  <^-Ç  y  ^x  j^^- 


Posons 


d'où  Von  déduit 


i-y  =  u, 


•  d«  =  —  -  dtt, 
2 


et 


arc  CCS  (i r- )  dx  =  —  =  arc cosudti. 


L'intégration  pai*  parties  donne 


\  arc  cos  udu  =  u  arc  ces  m  —  \  w  x  -~ -. 

J  J         v^  — ^ 


s=  tt  arc  cos  ti  —  \  —         - 

J2v^(l— u«) 

=  u  arc  cos  u  —  \U  —  n-   . 


y 
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Remplaçons  u  par  sa  valeur  ;  mais  observons  qoe  x  =  o  fait 
y=o;oràj;=:o  correspond  t/  =  i ,  ce  qui  annule  l'intégrale  que 
nous  venons  de  former  ;  il  n*y  a  donc  pas  de  nouvelle  constante 
à  ajouter,  et  l'équation  de  la  fibre  neutre  déformée  est 

Faisons  j;  =  -;  la  valeur  de  y,  égale  à  la  flèche  prise  négative- 
ment, est 

,       2R  4  /ÔR  /       R  4  /5R         /      R  4  /5r       l  ,^       , 

La  flèche  est  donc 


Si  on  avait  donné  à  la  poutre  une  section  constante,  égale  à  la 
section  maximum  que  nous  avons  trouvée  pour  le  milieu  de  la  portée, 
la  flèche  /'  serdt  (g  90) 

-^  ""  384  El  • 

Dans  cette  formule 

*"  12''^  --12"^oR  VaR^S' 

et  par  suite 

5x12x8  R  4  /ÔR  ,__5^R  i /?R  , 


42       R  V  aR      8 


La  poutre  d'égale  résistance  prend  donc  une  plus  grande  flèche 
qu'une  poutre  dont  la  section  serait  constante  et  égale  à  la  section 
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maximum  de  la  première.  Le  rapport  est  à  peu  près  égal  à  ^.  La 

poutre  d'égale  i  ésistance  est,  en  d*autres  termeSf  beaucoup  moins 
raide  que  l'autre  poutre. 
2""  Si  l'on  veut  que  b  soit  constant,  l'équation 

donne  la  dimension  variable  a  par  les  ordonnées  d'une  parabole  pas- 
''•i?-  <"^3. ^  sant  aux  points  A  et  B.  Les  moitiés  de  ces  or- 


données  seront  les  ordonnées  du  contour  latéral 
de  la  poutre,  en  projection  horizontale. 

8*  Enfin,  si  Ton  voulait  que  la  section  ab  fût 
partout  constante,  et  égale  à  ù  quantité  donnée, 
b  serait  exprimé  par  les  ordonnées  d'une  parabole,  et  une  fois  b  connu, 
on  en  déduirait  a  par  l'équation  ab  :=  û.  Cette  distribution  de  la 
matière  serait  très  défectueuse,  car  sur  la  culée  on  aurait  6  =  o  et 
a  devrait  eue  infini. 
163.  —  IL  Cherchons  encore  la  forme  d'égale  résistance  pour  un* 

solide  encastré  par  une  extrémité  B, et 
portant  un  poids  P  à  son  extrémité  A. 
L'cquaiion  sera 


Fig.  tu. 


T. — 


M 


"*      b 


V»* 


V  ' 


en  appelant  x  la  distance  d*un  point  M  à  l'extrémité  A, 
Si  la  section  est  rectangulaire,  on  fera 


V       6       • 


et  supposant  a  constant,  on  devra  déterminer  b  par  Inéquation 

qui  représente  une  parabole. 
Pour  donner  à  la  pièce  une  forme  symétrique  par  rapport  à  ra.\e- 
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neutre  OA,  on  fera  b  =  av^eion  aura  Téquation  du  contour  parabo- 
lique de  la  pièce  en  élévation  : 

,_  3  Px 

C'est  à  peu  près  cette  forme  que  Ton  donne  aux  bftlanders  ea  fonte 
Fig.  155.   des  machines  à  vapeur  ;  cependant,  on  substitue  en  général 
au  rectangle  un  profil  où  la  matière  est  reportée  du  centre 
au  haut  et  au  bas  de  la  section,  sauf  une  nervure  qu'on  ré- 
serve le  long  de  Taxe  neutre,  pour  nourrir  la  région  où 
s'attachent  les  tiges  articulées  du  parallélogramme,  la 
bielle,  l'arbre  tournant  du  balancier,  enfin  les  tiges  des 
pompes  mises  en  mouvement  par  la  machine. 
On  donne  encore  une  forme  parabolique  aux  manivelles  qui  trans* 
nattent  à  un  arbre  tournant  l'effort  exercé  par  une  bielle  à  leur  ex- 
trémité. 

La  forme  légèrement  effilée  que  doivent  recevoir  les  dents  d'en- 
grenage pour  satisfaire  aux  conditions  géométriques  de  la  transmis- 
sioD  du  mouvement,  est  aussi  assimilable  par  approximation  à  la 
forme  des  solides  d'égale  résistance  à  sections  rectangulaires. 

On  trouve  dans  tous  les  aide-mémoire  des  formules  dues  à  Navier, 
à  Duleau,  à  Tredgold,  et  qui  assignent  les  dimensions  à  attribuer 
dans  la  pratique  à  ces  différents  organes  de  machines. 
15i.  Cherchons  la  flèche  de  la  poutre  encastrée. 
L'équation  différentielle  de  la  fibre  neutre  déformée  sera 

Elg  =  lV-x). 

Fi;.  156. 

' 1*     /  désignant  la  longueur  OA  de  la  poutre,  et 

X  la  distance  OM. 

I  est  égal  à  —  ab*^  expression  dans  la- 

12 

quelle  b  est  variable»  et  égal  à 


4   Ail*  X  MA  .       t  / 


ep  x(/  — X) 


lia 
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On  est  donc  ramené  à  intégrer  l'équation 

^^*      ^a(Y/lB)*     à«x6P,/-x)  ^6P(/ir,j  V6P,W 

Intégrant  une  première  fois,  il  vient 


t=f\/>''-<^- 


et,  une  seconde  fois, 


»=tV^K+|i'-')»-I'4 


rfy 


Les  constantes  sont  déterminées  de  manière  à  faire  v  et  -i^  nais 

^      dx 

pour  a? = 0  ;  la  flècbe  sera  la  valeur  de  y  pour  «  =  I;  il  vient  donc 


Si  la  poutre  avait  une  section  constante,  égale  à  celle  qu  elle  a 
dans  l'encastrement,  la  flèche  f  à  l'extrémité  (S  97)  serait  égale  à 

1  P/» 
3  Er 

Dans  cette  expression  I  est  la  valeur  que  prend  —  ab*  pour  a:  =  o, 
c'est-à-dire 

1         /6?l\* 

On  aurait  donc 

f'-i  P'* 


3  _        1  6P/ 


_2R4 /Ra     jj 

V6Pf""3É  VpP^ 
Ra 


En  d'autres  termes  /est  double  de  /*• 
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155.  —  m*  Les  poutres  en  bois  d'un  seul  morceau  ne  reçoivent 
pas  ordinairement  une  forme  d'égale  résistance.  Les  bois  sont  un  pro- 
duit naturel;  leurs  fibres  ne  sont  pas  des  assemblages  fictifs  de  molé- 
cules, mais  bien  des  fibres  réelles,  et  c'est  suivant  leur  longueur 
qu'elles  résistent  le  mieux  aux  efforts  développés  dans  la  matière. 
Due  fibre  coupée  ne  ^ubit  plus  les  actions  des  autres  fibres  que  par 
l'intermédiaire  de  la  cohésion  qui  les  réunit  en  un  seul  faisceau; 
elle  n'a  plus  la  résistance  qu'elle  possédât  lorsqu'elle  ét^dt  conti- 
nue. D'ailleurs  on  ne  gagne  pour  ainsi  dire  rien,  comme  économie, 
à  enlever  de  la  matière  latéralement  à  une  piète  de  bois  de  charpente, 
car  les  déchets  n'ont  pas  de  valeur.  Aussi  emploie-t-on  les  poutres 
sans  modifier  sensiblement  leurs  formes  naturelles,  si  ce  n'est  quel- 
quefois pour  leur  donner  de  la  courbure. 

166.  —  IV.  Poutres  en  fer  laminé.  —  Proposons-nous  de  dresser 
le  projet  d'une  poutre  en  tôle,  d'égale  résistance,  destinée  à  franchir 
une  portée  donnée  /,  et  à  supporter  une  charge  de  p  kilogrammes 
par  mètre  courant. 

Le  problème  est  indéterminé,  mais  il  y  en  a  deux  solutions  prin- 
dpales;  l'une  consiste  à  faire  varier  la  hauteur  de  la  poutre,  de  ma- 
nière à  dessiner  en  élévation  les  formes  courbes  que  nous  venons 
de  déterminer  pour  les  poutres  à  sections  rectangulaires  ;  l'autre,  à 
laisser  la  hauteur  constante,  en  faisant  varier  en  conséquence  les 
épaisseurs  des  tôles.  Nous  développerons  succcessivement  ces  deux 
solutions. 

Première  solution.  —  Hauteur  variable.  —  La  poutre  en  lôle, 

dans  les  deux  solutions,  sera  supposée  avoir  pour 
section  une  forme  de  fer  à  double  T.  Appelons  a  la 
largeur  des  tables, 
c  leur  épaisseur, 

h  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  tables . 
égale  à  peu  près  à  la  hauteur  totale  de  la  poutre. 
Négligeons  dans  le  moment  d'inertie  l'âme  ver- 
ticale et  les  cornières  qui  la  rattachent  aux  tables. 

Le  moment  d'inertie  I  est  égal  kacx  — ,  et  la 


•r 


PIg.  U7. 

a 


! 
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distance  de  la  fibre  la  plus  fatiguée  à  Taxe  neutre  étant  aensiblemeot 

h  I 

égale  à  -,  le  rapport  —  est  égal  à  ach. 

Appelons  x  Tabscisse  d'un  point  M  de  la  portée,  mesurée  à  par- 
Fig.  1B8.  tir  de  Tappui  A  ;  le  moment  de  rupture 

en  M  est  égal  à  --plx pa?^  et  Fé- 

A        M  B   quation  k  laquelle  la  section  devra  sa- 

tisfaire est 

RacA  =  r  p/x  —  r  pac*. 


R  et  a  sont  des  données*,  c  et  A  peuvent  être  variables.  Dans  la  pre- 
mière solution,  on  suppose  c  constant,  et  la  variation  porte  seule- 
ment sur  h.  On  voit  que  le  dessus  de  la  poutre  doit  pour  cela  dessins 

une  parabole  ACB  (fig.  i58),  dont  l'ordonnée  maximum,  pour  â:  =  -, 


est  égale  à 


H=i 


5^ 

Roc* 


Le  volume  des  bandes  est  mesuré  approximativement  par  le  double 
du  produit  de  la  section  constante  ac  par  la  longueur  /  de  la  portée  ; 
on  a  donc  sensiblement 

V  =  2ac/. 

Seconde  solution.  —  Supposons  qu'on  laisse  h  constant,  et  égal 
à  la  plus  grande  valeur,  H,  qu'il  ait  dans  la  solution  précédente;  alors 
c  sera  variable  et  devra  satisfaire  à  l'équation 

RU  axc:^-plx-^^  pxK 

La  poutre  sera  tout  aussi  bien  un  solide  d'égale  résistance.  Cber- 
chons  quel  sera  le  volume  V  des  bandes  de  cette  nouvelle  poutre,  et 
comparons-le  au  volume  Y  correspondant  à  la  première  solution. 
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Pour  la  longueur  dx,  le  yolume  élémentaire  sera  : 
donc 

intégrale  où  l'on  doit  remplacer  c  par  sa  valeur  variable 

1  1 

^plx  —  ^px* 
^*=  RHÔ         • 

Il  vient  donc 


^'=ls£«^-&^*'^ 


■"RH2       RH3"6RH 


is  nous  avons  dans  l'autre  poutre 

^=  r5?' 

c  désignant  ici  l'épaisseur  constante  des  bandes  de  cette  première 
poutre.  Tirons  de  cette  équation  la  valeur  de  c,  et  substituons  dans 
l'expression  du  volume  Y;  il  viendra 

Donc 


(i) 


La  poutre  où  la  hauteur  reste  constante  est  donc  équivalente. 

comme  volume  ou  comme  poids  des  bandes,  aux  =  de  la  poutre  où  la 

hauteur  a  été  supposée  variable. 

La  seconde  solution  est  donc  à  ce  point  de  vue  préférable  à  la 
première.  « 
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Elle  est  également  préférable  en  ce  quelle  assure  plus  de  raideur 
à  la  poutre. 
En  eflet,  on  a  toujours   dans  une  section  quelconque 


EI_RI 

P  *■  ^' 
donc  ' 

E 

p  est  proportionnel  à  v,  et  comme  dans  l'exemple  qui  nous  occupe, 

t;  est  égal  à  - ,  p  est  proportionnel  à  h.  Les  rayons  de  courbure  sont 

donc  d'autant  plus  grands,  et  la  pièce  reste  d'autant  plus  voi^ne 
de  la  ligne  droite,  que  la  hauteur  A  est  plus  grande;  et  la  diminution 
graduelle  de  hauteur  vers  les  culées  a  l'inconvénient  d'augmenter 
très  notablement  la  flèche  que  la  poutre  tend  à  prendre. 

En  d'autres  termes,  la  hauteur  d'une  poutre  est  un  des  grands  élé- 
ments de  sa  résistance  et  de  sa  raideur  ;  et  cela  a  lieu  pour  toutes 
les  sections,  au  milieu  comme  aux  extrémités  de  la  portée.  Gela  posé, 
il  est  rationnel  de  donner  partout  à  la  poutre  la  plus  grande  hauteur 
qu'elle  puisse  avoir,  et  si  la  hauteur  H  est  admissible  au  milieu,  il 
est  utile  de  la  conserver  dans  toute  l'étendue  de  l'ouvrage. 

Des  considérations  architectoniques  peuvent  conduire  à  modifier 
cette  règle,  parce  qu'alors  l'économie  n'est  pas  le  seul  guide  à 
suivre  ;  mais  il  importe  de  bien  se  rappeler  que  pour  les  poutres  en 
fer  où  l'on  peut  faire  varier  les  épaisseurs,  l'égale  résistance  ne  de- 
mande pas  des  variations  de  hauteur,  comme  pour  les  poutres  en 
fonte  coulées  d'un  seul  morceau.  Bien  des  ingénieurs  font  cette  con- 
fusion ,  et  ils  préfèrent  pour  l'élévation  d'une  poutre  la  forme  parab-)- 
iique  à  la  forme  rectiligne,  croyant  que  la  première  seule  satisfait 
aux  conditions  d'égale  résistance,  tandis  que  la  seconde  y  satisfût 
aussi,  en  réalisant  de  plus  une  certaine  économie  de  matière,  tout 
en  donnant  à  l'ouvrage  une  plus  grande  rigidité  (i)« 

(i  )  La  iorme  parabolique  est  préférable^  au  contraire,  à  la  forme  rectiligne» lorsqu'on 
veut  donner  à  la  pièce  la  pluH  grande  flexibilité  possible.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple, 
pour  les  lames  élastiques  du  dynanoœtlre  de  Poiict^'et. 
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La  considération  des  parois  pleines  ne  modifie  en  rien  nos  con- 
clusions. Les  parois  pleines  doivent  être  déterminées  de  manière  à 
résister  à  Teflort  tranchant  ;  les  constructeurs  négligent  en  effet  la 
résistance  des  tables  à  cet  effort»  de  même  qu'ils  négligent  la  résis- 
tance de  rame  d'une  poutre  au  moment  de  rupture  (§  las).  Si  donc 
h  est  la  hauteur  et  c'  l'épaisseur  de  Fâme,  R'  la  fésistance  moyenne 
à  l'effort  trancliant  par  unité  de  surface,  on  devra  avoir  en  tous 
points 

R'  X  Ac*  =  A  =  -7-  =  ^  p/  —  vx. 

dx        2  ' 

La  section  Ac'  de  l'âme  pleine  est  par  conséquent  la  même  dans 
les  deux  solutions  ;  une  réduction  du  facteur  h  entratne  une  aug- 
mentation du  facteur  d^  et  la  poutre  à  élévation  parabolique  a  besoin 
d'une  âme  aussi  volumineuse  et  aussi  lourde  que  la  poutre  à  éléva- 
tion recti  ligne. 

Toutefois,  si  les  nécessités  de  la  construction  demandaient  une 
épaisseur  c'  beaucoup  plus  grande  que  celle  que  le  calcul  assigne, 
la  paroi  de  la  poutre  parabolique  pourrait  être  plus  légère  que  la. 
paroi  de  la  poutre  rectiligne,  parce  que  cette  épaisseur  c  se  trouverait 
la  même  dans  les  deux  poutres.  11  en  est  ain^  pour  les  petites  poutres 
en  fer  ;  l'épaisseur  de  l'âme  y  surpasse  toujours  de  beaucoup  la  limite 
indiquée  par  le  calcul  de  l'effort  tranchant  ;  mais  même  dans  ce  cas, 
la  forme  parabolique  ne  présente  aucun  avantage  qui  doive  la  faire 
préférer  à  la  forme  droite* 


POUitthb  S£MI-PABABOLIQU£S. 

157.  Nous  venons  de  comparer  les  poutres  droites  de  hauteur 
constante  aux  poutres  dont  la  hauteur  varie  depuis  zéro,  sur  les 
culées,  jusqu'à  un  maximum  qui  a  lieu  au  centre  de  la  portée.  Le 
type  de  poutre  semi-parabolique,  que  l'on  applique  souvent  aujour- 
d'hui à  la  construction  de  grands  ouvrages,  est  intermédiaire  entré 
ces  deux  solutions  extrêmes  et  peut,  dans  certains  cas,  correspon- 
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dre  à  un  meilleur  emploi  de  la  matière.  Il  faut  pour  cela  que  la  flèche 
de  Tare  parabolique  dessiné  par  le  dessus  de  la  poutre,  ne  soit  pas 
trop  grande.  Soit  AB  la  portée;  au  lieu  d'employer  pour  la  franchir 


Fig.  m. 


une  poutre  droite  habB  de  hauteur  constante,  on  obtiendra  une  poutre 
plus  légère  et  plus  raide  en  donnant  à  la  bande  supérieure  une  forme 
courbe  acb,  qui  ait  plus  de  hauteur  au  milieu  de  la  travée. 

Cette  forme  donne  encore  une  économie  si  on  la  compare  à  une 
poutre  droite  de  hauteur  constante  a'b\  qui  aurait  partout  pour 
hauteur  la  hauteur  moyenne  de  la  poutre  à  éléyation  courbe.  Théo- 
riquement, on  pourrût  rendre  la  poutre  plus  légère  en  lui  donnant 
partout  la  hauteur  maximum  cd^  ce  qui  correspondrait  an  tracé 
Ai'^dlS.  Mais  la  théorie  demanderait  alors  des  épaisseurs  de  plus  en 
plus  petites  aux  extrémités  voisines  des  appuis,  et  comme  on  ne 
peut  pas  réduire  à  zéro  Tépaisseur  des  tôles,  il  y  aurait  toujours 
un  excès  de  matière  dans  les  régions  voisines  des  sections  extrêmes 
Aa"",  Bb.  On  ne  surcharge  donc  pas  en  réalité  la  poutre  en  abaissant 
les  extrémités  des  bandes  supérieures,  de  manière  à  justifier  remploi 
de  cet  excès  d'épaisseur.  On  retombe  alors  sur  une  forme  courbe 
analogue  à  acb.  Ce  type  a  été  adopté  pour  le  pont  de  Kuylenbourg, 
sur  la  Meuse  (i),  et  pour  beaucoup  d'autres  grands  ouvrages.  Dans 
certains  cas,  il  présente  l'avantage  de  permettre  d'atteindre  vers  le 
milieu  de  la  portée  des  hauteurs  cd  plus  grandes  que  celles  qu'on 
aurait  pu  donner  à  toutes  les  sections  pour  rendre  la  hauteur  uni- 
forme. 


(I)  Le  poDt  de  Kuylenbourg  a  nne  portée  de  150  mètres;  n  havlear  tn  mUieu  eit  de 
20  mètres;  aux  extrémltée  elle  est  réduite  à  8.  Le  pont  a  été  préTu  pour  deux  Yoles, 
mais  il  n'en  porte  qn'one  Jusqu'à  présent.  Le  poids  par  mètre  courant^  déduction  blte 
4u  tablier  et  des  rails,  s'élèfe  à  13.799  kilogrammes. 
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FOBUE  GOUBBE  DB  LA    FIBRE  MOYENNE^ 


158.  Lorsqu'une  poutre  d'égale  résistance  a  une  hauteur  variable 
avec  une  semelle  rectiligne,  la  fibre  moyenne  n'est  plus  droite,  et  les 
sections  transversale?  cessent  d'être  parallèles  et  verticales,  comme 
on  le  suppose  dans  la  théorie.  De  là  une  légère  altération  des  flèches 
calculées,  qui  est  sans  importance  dans  la  plupart  des  cas,  mais 
qu'il  est  essentiel  de  corriger  dans  les  appareils  de  précision  fondés 
sur  l'emploi  des  lames  élastiques,  le  dynamomètre  de  Poncelet,  par 
exemple.  On  y  parvient  en  faisant  varier  les  épaisseurs  dans  le  voisi- 
nage des  extrémités  des  pièces,  là  où  la  courbure  de  la  fibre  moyenne 
est  le  plus  accentuée.  H.  Léauté  a  fait  connaître  ces  corrections  pour 
le  cas  d'un  solide  encastré;  on  trouvera  le  résumé  de  ses  recherches 
dans  les  Comptes  rendis  de  F  Académie  des  sciences  du  1 1  dé- 
cembre i88s« 


bechebghë  d'une  poutre  droite  qui  dessine  une  goubbe  donnée 
sous  l'action  d'une  charge  également  répartie. 


159,  Soit  a  la  dimension  horizontale,  b  la  dimension  verticale  de 
la  section  rectangulsdre  attribuée  à  la  poutre.  On  aura,  pour  le  mo- 
ment d'inertie 

l  =  -1  a6». 

La  charge  étant  uniformément  répartie,  si  /est  la  portée,  on  a  pour 
le  moment  fléchissant 

On  demande  que  la  flexion  réalise  une  forme  donnée  y  =/(x). 
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On  aura  donc 


et  par  suite 


Cette  équation  fait  connaître  en  chaque  point  l'une  des  dimensioDs 
de  la  section  transversale,  connaissant  Tauti-e. 

Si  la  courbé  donnée  est  un  arc  de  cercle  de  rayon  p,  on  prendra 
Téquation 

7= p =  2P(te-«») 

et  on  déterminera  les  dimensions  de  la  section  par  l'équation 

Voici,  dans  le  même  ordre  d'idées,  une  règle  flexible  qu'on  a 
imaginée  pour  le  tracé  des  arcs  de  cercle  de  grand  rayon. 


Fig.  -60. 


loniniQiv 


La  règle  a  un  bord  rectiligne  AB  dans  l'état  naturel,  et  un  autre 
AEB,  profilé  suivant  une  loi  qu'on  va  déterminer.  Les  extrémités  A 
et  B  sont  engagées  dans  deux  arrêts  métalliques,  faisant  corps  avec 
une  règle  en  bois  AGDB  très  large,  qui  sert  de  monture  et  qui  doit 
conserver  une  grande  raideur.  Une  vis  Y  traversant  cette  seconde 
règle  permet  d'exercer  un  certain  effort  P  au  milieu  E  de  la  po.  tée 
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p 

de  la  première.  Cet  effort  est  équilibré  par  les  réactions  -  des  deux 

appuis  A  et  B.  Le  moment  fléchissant  en  un  point  M  situé  à  la  dis- 

Par 
tance  x  de  Tappui  A  est — ;  si  donc  on  veut  que  le  cdté  AB,  primi- 
tivement rectiligne,  dessine  un  cercle  de  rayon  p,  il  faut  poser 

Px      El       E        !.. 

-â-  =  —  =  -  X  r3  ^^  i 

2         p        p       i2 

ce  qui  donne 

ePpi 


6«  = 


?^  * 


Ea 


6Po, 

équation  qui  revient  à  6*  =  Aa:,  en  posant  A  =  -=r^-  Si  Ton  choi- 
sit arbitrairement  la  constante  A,  les  courbes  AE,  BE  seront  tracées  à 
partir  des  points  A  et  B  d'après  l'équation  b^  =  Kx^  et  la  règle  se 
courbera  sous  la  poussée  de  la  vis  suivant  un  arc  de  cercle.  La  force 
P  n'a  pas  besoin  d'être  déterminée,  car  il  suffit  de  tourner  la  vis  pour 
amener  le  cercle  dessiné  par  le  côté  AB  à  passer  par  3  points  don- 
nés. La  force  P  est  en  raison  inverse  du  rayon  p. 

A  la  vérité,  le  raisonnement  s'appliquerait  à  la  fibre  moyenne,  qui 
ici  n'est  pas  droite  à  l'origine  et  ne  se  courbe  p<as  en  arc  de  cercle, 
et  c'est  par  une  hypothèse  peu  rigoui'euse  que  nous  attribuons  ce 
résultat  au  côté  AB.  Mais  l'expérience  prouve  que  l'erreur  est  insen- 
sible  dans  des  limites  assez  étendues. 


to 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  IL 


NOTE  SDR  LA  STATIQUE  GRAPHIQUE. 

IGO.  La  statique  graphique,  création  de  H.  Galmann,  profèssear  à  l*École  polytech- 
Dtque  de  Zurich,  constitue  une  méthode  particulière  ponr  réaoadre  les  problèmes  de  IV* 

quilibre  an  moyen  de 
'^E<  ^^*  constractions  géomé- 

trlquef.  Prise  dans 
toute  sa  généralité, 
cette  nouYelle  métbodt; 
repose  sur  les  doctri- 
nes de  la  géométrie 
projective,  qui  serrent 
alors  de  base  &  la 
science  de  l'équilibre. 
SI  au  contraire  on  part 
de  la  statique  établie  o 
priori,  les  lois  de  l'é- 
quifibre  peuvent  être 
employées  à  établir  cer- 
taines propriétés  géo* 
métriques  des  figures. 
La  statique  graphique, 
en  s'aidant  à  propos 
des  lois  de  l'équilibre 
et  des  théorèmes  de 
la  géométrie,  conduit 
presque  toujours  à  des 
solutions  rapides  et 
élégantes  des  problè- 
mes de  statique,  sur- 
tout lorsque  ces  pro- 
blèmes comportent 
seulement  deux  di- 
mensions, et  qu*ll  s'a- 
git de  statique  pîane^ 
ce  qui  a  lieu  générale- 
Ornent  pour  les  ques- 
tions relatives  à  Tait 
de  l'ingénieur.  Nous 
e  supposerons  dans 
tout  ce  qui  suit. 

161.  Si  Ton  a  pia* 
sieurs  forces  P,  Q>  R« 

dans  UD  plan,  et  qu^on  veuille  avoir  leur  résultante,  il  est  utile  d'employer  à  cette  com- 
position un  polygone  funiculaire,  qui  évite  à  la  fois  de  prolonger  les  forces  Jusqu'à  leurs 
points  de  rencontre  mutuels,  et  de  recourir  au  calcul  des  moments.  On  se  eervira  pour 
cette  construction  du  polygone  auxiliaire  de  Varignon» 

Si,  en  un  point  quelconque  A  du  plan,  on  mène  une  droite  AB  égale  et  parallèle  à  1« 
force  P,  par  le  point  B  extrémllé  de  cette  droite,  une  droite  BC  égale  et  parallèle  à  la 
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force  Q,  par  le  point  G  ont  droite  CD  égiie  et  parallèle  à  la  force  R,  la  droite  AD,  qui 
ferme  le  polygone  ABGD»  représentera^  en  grtmdeur  et  en  direction,  la  résultante  S  cher- 
chée. 

11  reste  à  en  trouTer  la  pantùm  TéritaUe,  c'est-à-dire  à  assigner  un  de  ses  points  i^e 
passage.  Pour  cela,  prenons  un  point  0  quelconque,  et  Joignona-le  aux  4  sommets  A,  B, 
C^  D.  Ces  droites  représenteront  lea  tensions  des  dlrers  côtés  d'an  polygone  funiculaire 
capable  de  tenir  en  équilibre  les  3  forces  données  P,  Q,  R,  et  on  construira  ce  polygone 
en  menant  la  droite  mn  parallèle  à  OH  Jusqu'à  la  rencontre  de  la  force  P,  np  parallèle 
à  OB  Jusqu'à  la  rencontre  de  la  force  Q,  pq  parallèle  à  OC  Jusqn'à  la  rencontre  de  la 
force  R,  et  enfin  qr  parallèle  à  00.  Le  polygone  foDlculalre  mnpqr,  dont  les  côtés  sont 
floumis  respectivement  aux  tensions  T«,  T^,  T,,  T,,  tient  en  équilibre  les  8  forces  P, 
Q}  l^f  appliquées  à  ses  sommets;  et  par  conséquent  les  tensions  extrêmes  T^  et  Ts,  dont 
tes  directions  se  coupent  en  un  point  H,  tiennent  en  équilibre  les  8  forces  Intermédiaires 
Pf  Q,  B.  Le  point  H  appartient  donc  à  la  résultante  de  ces  8  forces,  que  l'on  obtiendra 
en  position  vraie  en  menant  par  ce  point  une  parallèle  à  la  droite  AD* 

On  remarquera  la  réciprocité  qui  existe  entre  le  polygone  funiculaire  et  le  polygone 
auxiliaire  qui  donne  les  tensions  des  côtés.  A  chaque  sommet  ii  du  polygone  ftanicolaire 
aboutissent  3  droites,  suivant  lesquelles  agissent  trois  forces  T«,  T|  et  P;  à  ce  sommet 
correspond  dans  le  polygone  auxiliaire  le  triangle  OAB,  qui  a  pour  côtés  ces  trois  forces* 
A  chaque  sommet  B  do  polygone  auxiliaire,  aboutissent  8  forces  Pi  Tf  et  Q»  et  ces  trois 
forces  forment  on  triangle  nip  dans  le  polygone  funiculaire.  On  remarquera  aussi  que  la 
résultante  des  forces  P  et  Q  s'obtiendrait  en  position  vraie  en  prenant  l'Iotersection  K  des 
directions  des  tensions  T^  et  Ts,  et  en  menant  par  ce  point  K  une  parallèle  à  la  droite 
AC,  qui  en  donne  la  grandeur*  Cette  droite  devra  passer  par  le  point  l,  point  de  con- 
cours de  P  et  Q. 

Le  point  0  étant  arbitraire*  Il  y  a  une  infinité  de  polygones  funiculaires  qui  peuvent 
tenir  en  équilibre  des  forces  données.  Ces  polygones  sont  liés  entre  eux  par  une  relation 
géométrique  très  simple,  conformément  au  théorème  suivant. 

162.  TuÉoaÈHB.  Quand  deux  polygones  funiculaires  plans  tiennent  en  équilibre  les 
mêmes  forces,  les  côtés  homologues  de  ces  deux  polygones  se  coupent  mutuellement  sur 
une  droite. 

Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  deux  concours  polygonaux  de  trois  côtés  cha- 
cun,  tenant   en  équilibre  deux 


Figiei. 


forces  P  et  Qs  car  si  elle  est  vraie 
pour  denx  forces,  elle  sera  vraie 
pour  trois,  pour  quatre^...  pour 
un  nombre  quelconque. 

Soient  P  et  Q  deux  forces  te- 
nues en  équilibre  y  d'une  part  au 
moyen  des  fils  BA,  BC,  CD  déve- 
loppant les  tensions  T^  T,^  T,; 
d'autre  part,  au  moyen  des  flis 
B'A,  B'C,  CD',  développant  les 
tensions  T',  T'i,  TV  Les  côtés 
homologues  BA ,  B'A  se  coupent 
en  A;  les  côtés  homologues  CD, 
CD  se  coupent  en  D.  Cela  posé; 
Je  dis  que  les  côtés  homologues 
CB,  C'B'  se  coupent  en  un  point 
H  situé  sur  la  droite  ADi 

Exprimons  en  elTet  que  \h 
forces  T  et  T,  font  équilibre  à 
la  force  P;  il  viendra^  en  pre- 
nant les  moments  par  rapport 
au  point  A, 


(') 


T,  XAE  =  PxAF; 
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de  même, 

(2) 
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T'tXAE'=PxAF, 


poisqae  T»  T\  et  P  se  font  aussi  équilibre. 

Prenant  ensuite  les  moments  des  forces  T|,  T,  et  Q^  puis  des  forces  T'i^  T'i  et  Q,  par 
rapport  au  point  D,  on  aura  les  deux  équations  : 


(3) 
H) 


Ti  X  DL  :2=  Q  X  DK, 
T'iXDL'=QxDK. 


Divisant  l'équation  (1)  paDréqnatlon  (3),  l'équation  (2)  par  l'équation  (i),  pois  dlTlsaot 
encore  le  premier  quotient  par  le  second»  il  vient  la  proportion 


AE 
OL 


ae; 


Fig.  1G3. 


qui  montre  que  les  deux  droites  GB,  C'O'»  coupent  la  droite  DA  en  un  même  point  n 
satisfaisant  à  la  proportion 

AE  _  AH 

DL  ""  DH' 

On  peut  remarquer  que  les  cdtés  AB,  DG  prolongés  se  coupent  en  un  point  I  appar- 
tenant à  la  résultante  OR  de  forces  P  et  .Q.  Les  côtés  AB',  DG'  prolongés  se  coupent 
en  on  autre  point  V  de  la  même  droite.  On  retrouve  ainsi  ce  théorème  de  géométrie, dû 
i  Desargues  :  Quand  une  transversale  HBG  pivote  autour  d^un  point  fixe  H ,  les  trans- 
versales AB,  DG  pivotant  autour  des  points  fixes  A  et  D  «n  ligne  droite  avec  le  pre- 
mier, et  coupant  la  première  transversale  sur  des  droites  fixes  OB,  OC ,  se  coupent 
mutuellement  sur  une  droite  passant  par  îe  point  0. 
Construisons  les  polygones  de  Varignon  correspondants  aux  deux  contours  funiculai- 
res ABCD,  AB'C'D.  Pour  cela  par  un  point  S  \fig,  163)  me- 
nons des  parallèles  SH,  SN,  SV  aux  côtés  AB,  BC,  CD,  et 
prenons  sur  ces  parallèles  des  longueurs  égales'  aux  ten- 
sions T,  T^,  T|;  les  côtés  MN^  NY  seront  égaux  respecti- 
vement &  P  et  Q.  Pour  le  second  polygone  funiculaire,  on 
...^  se  servira  des  mêmes  forces  extérieures  P  =:  UN,  Q  =  NV; 
mais  le  point  S  sera  cliangé  en  un  autre  point  S'  tel,  que 
S'M,  S'N,  S'Y  soient  respectivement  parallèles  à  AB', 
Q\     /*>x^i  B'G',  G'D.  Les  nouvelles  tensions  T,  T't,  T',  se  déduisent 

donc  des  anciennes  en  composant  cellesHsi  avec  une  mémo 
force,  égale  k  SS'^  et  agissant  dans  le  sens  S'S. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  SS'  est  parallèle  à  la  droite  DA. 

P  ^c  AP  P  ^c  A  F 

En  eflTet,  les  tensions  Tt  et  T'i  sont  respectivement  égales  &  — -^^  et  à  — tt^t— ; 

Au  Ab 

eUes  sont  donc  inversement  proportionnelles  aux  distances  AE,  AE', et  si  Ton  preni 
deux  longueurs  As,  As'  Inversement  proportionnelles  à  AE,  A'E,  on  pourra  regarder 
ces  longueurs  comme  représentant  les  tensions  Tt  et  1\.  Les  pointa  E  et  E'  appar- 
tiennent à  la  demi-circonférence  décrite  sur  AH  comme  diamètre;  donc  les  points  c,  c' 
appartiennent  à  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  celte  circonférence 
par  rapport  au  point  A^  <:^ést-è-dire  à  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  AH. 

Le  triangle  Ae'e,  dont  les  côtés  As,  As'  sont  proportionnels  à  T|  et  à  T'i,  et  dont 
l'angle  en  A  est  égal  à  l'angle  que  fait  BG  avec  B'G',  est  semblable  au  triangle  SMS'  da 
polygone  de  Varignon.  Seulement  il  est  placé  perpendiculairement  à  ce  dernier  triangle, 
puisque  As  est  perpendiculaire  à  Tj  ou  à  SN,  et  As'  à  T  |  on  à  S'N.  Donc  SS'  est 
perpendiculaire  à  tt'^  c*est-à-dire  parallèle  à  la  droite  HAD. 

Ces  résultats  s'étendent  sans  difQculté  à  autant  de  forces  extérienres  qu'on  voudra. 

163.  Gela  posé,  nous  montrerons  par  quelques  exemples  l'usage  qu'on  peut  ftilro 
des  polygones  auxiliaires  pour  résoudre  des  problèmes  de  statique  plaue.  Nous  appli- 
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qiieroD8la  méthode  tnx  systèmes  arUcalés  formés  de  triangles  juxtaposes,  chargés  en 
leurs  sommets. 

Fif.  ICI. 


Soit  d^abord  une  ferme  formée  de  deux  arbatétrien  5.1,  1.2,  et  de  cinq  tendeurs  5,4, 
4.1,  4.3y  1.3^  3«3.  On  suppose  que  la  ferme  est  symétrique  par  rapport  à  sod  plan  Tertica'l 
moyen,  et  qn'on  applique  ta  sommet  1  le  poids  P,  agissant  par  conséquent  dans  le  plan 
de  symétrie.  On  demande  les  réactions  X  et  Y  des  appuis  5  et  2,  et  les  efforts  dévelop- 
pés dans  les  sept  pièces  qui  oonstituent  la  ferme. 

Les  réactions  des  appuis  sont  yertlcales,  et,  à  canse  de  la  symétrie  de  figure  et  de  la 
charge,  elles  sont  égales  chacune  à  la  moitié  du  poids  P.  La  réaction  X  est  tenue  eo 
éqoUihre  au  point  5  par  les  efforts  développés  dans  les  cètés  5.1,  5.4  qui  aboutissent  eo 
ce  point  Oa  obtiendra  donc  ces  efforts  en  décomposant  X  suivant  les  directions  5.1  et 
5.4.  On  connaîtra  de  même  les  efforts  développés  dans  les  côtés  2.1,  2.8,  en  décompo* 
tant  Y  suivant  les  directions  de  ces  côtés.  L'effort  connu  du  tendeur  5.4  se  transmet  au 
point  4,  où  il  est  tenu  en  équilibre  par  les  tensions  des  côtés  4.1  et  4.S.  De  même  Tef- 
ort  développé  dans  2.3  se  transmet  en  3>  où  il  est  équilibré  par  les  tensions  de  3.1  et 
3.4.  On  obtiendra  donc  les  efforts  développés  dans  4.1,  4.3,  3.1,  en  décomposant  les 
'tensions  de  5.4  et  2.3,  précédemment  déterminées,  suivant  les  directions  des  côtés  qui 
8e  réunissent  au  point  4  et  au  point  3.  Cette  méthode  fournit  deux  vérifications  :  car  U 
faut  que  la  tension  de  4.3,  au  point  4,  soit  égale  à  la  tension  de  3.4  déterminée  d*aprè8 
l'équilibre  do  point  3;  il  faut  de  plus  que  le  sommet  l ,  auquel  sont  appliquées  cinq 
forces  toutes  connues,  soit  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  cinq  forces,  savoir,  P  et  les 
clTorts  développés  dans  5.1,  4.1,  3.1  et  2.1. 
Le  polygone  auxiliaire  résout  le  problème  et  rend  ces  vérifications  intuitives. 

p.       .«  Sur  une  verticale  ab,  pre- 

^'  nons  une  longueur  ab  égale  an 

poids  P,  à  une  échelle  arbi- 
traire. Si  nous  partageons  cette 
longueur  en  deux  parties  éga-. 
les  au  point  c,  nous  aurons  en 
ac  la  force  X  et  en  cb  la  force  Y. 
P  La  force  X  étant  équilibrée  au 
sommet  5  par  les  efforts  des 
côtés  5.4  et  5.1,  nous  formerons 
le  triangle  de  ces  trois  forces  en 
menant  par  le  point  a  une  pa- 
rallèle am  à  rarbalétrier  1.5, 
^       .    j        .  p    .  et  par  le  point  c  une  parallèle 

m  su  tend-ur  4.5.  Le  triangle  amc  fera  connaître  la  compression  am  de  larbalé- 
trier  1 .5  et  la  tension  me  du  tendeur  5.4. 

Cette  tension  5.4  est  équilibrée  par  les  tensions  de  4.1  et  4.8.  11  suffira  donc  de  mener 
par  le  point  m  une  parallèle  mp  à  4.4,  et  par  le  point  c  l'horlsontale  cp,  parallèle  à  4.3. 
pour  réaliser  dans  la  figure  auxiliaire  le  triangle  cmp  des  forces  qui  se  font  équilibre  au 
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point  4.  La  droite  mp  représentera  la  tension  da  côté  4.1 ,  la  droite  pe  la  tension  do 
côté  4.3. 

Contlnnons  à  mener  des  parallèles  ani  lignes  de  la  figure  prlDcIpale,  sayoir  :  pn  paral- 
lèle à  1.3,  puis  en  parallèle  à  3.2.  Le  triangle  pnc  sera  identique  an  triangle  des  forces 
qui  se  tiennent  en  équilibre  au  point  3,  et  par  suite  np  est  la  tension  du  côté  1.3  et  ne  la 
tension  du  côté  3.2.  L'éqailibre  du  sommet  3,  sous  l'action  des  trois  forces  qui  s'y  exer- 
cent, est  Térilié  sur  la  figure  en  menant  la  droite  nb  qui  doit  être  parallèle  à  l'arbalé- 
trier 1  2,  et  qui  forme,  avec  les  droites  ne  et  c6,  le  triangle  des  trois  forces  appliquées  au 
sommet  2,  savoir,  Y  et  les  efforts  développés  en  3.2  et  1.3.  La  flgnre  auxiliaire  est  alors 
complète,  et  l'équilibre  du  sommet  1  y  est  Térifié  par  l'existence  même  du  polygone 
lormé 

aànpmc, 

dont  les  côtés, successirs 

abf  i;?,  Ttp,  p.}}.j  ma 

représentent  les  forces 

P,    compression    tension    tension    compression 
de  1.2,       de  1.3,     de  1.4,       de  1.5. 

164.  Supposons  que  la  ferme,  an  lieu  d'être  symétrique  et  symétriquement  chargée, 
soit  formée  de  triangles  quelconques,  et  qu'elle  soit  sollicitée  par  des  forces  extérieures 
P«  Q,  R,  dont  I  une  P  est  donnée  en  grandeur  et  en  direction,  et  dont  les  autres  Q,  R 
sont  connues  en  direction  seulement.  Ces  trois  forces  dorant  se  faire  équilibre ,  il  faut 
que  les  trois  directions  soient  concourantes  en  un  point  S  (flg.  166). 

On  formera  en  abc  le  triangle  des  forces  P,  Q,  R  en  équilibre  au  point  S,  en  prenant 
ûb=V  arbitrairement  et  en  menant  en  a  et  6  des  parallèles  ac^  bc  aux  directions  con- 
nues de  Q  et  de  R,  ce  qui  déterminera  les  grandeurs  de  ces  composantes;  puis  on  mènera 
par  les  points  a  et  c  les  parallèles  ad,  cd,  aux  côtés  1.5,  4.5,  qui  concourent  &  équilibrer 
la  force  Q  =  ac,  et  continuant  la  conrtruction  Indiquée  tout  &  l'heure,  on  parrlendra 
à  la  figure  auxiliaire  abcfed,  dans  laquelle  les  longueurs  des  côtés 

ad,     dCf     de,     ec,     e/,     /^,     fc, 
représentent  respectlyement  les  efforts  développés  dans  les  côtés 

1.5,     4  5,     1.4,    3.4,     1.8,    1.2,    2.3. 

Quand  on  a  à  construire  le  triangle  qui  correspond  à  l'équilibre  de  trois  forces  concou- 
rantes, de  directions  données,  mais  dont  l'une  seulement  est  donnée  en  grandeur,  on 
mène  des  parallèles  aux  directions  des  forces  inconnues  par  les  extrémités  de  la  droite 
qui  représente  la  force  connue ,  ce  qui  peut  se  faire  de  deux  manières.  S^il  n'y  a  que 
trois  forces  à  considérer,  le  choix  des  extrémités  de  la  première  force  est  à  peu  près 
indifférent.  Il  n'en  est  plus  ainsi  qnand  la  composition  dont  il  s'agit  est  le  premier  pas 
d'une  suite  de  constructions  où  chaque  force  doit  figurer  deiix  fois;  par  exemple,  la  ten- 
sion du  côté  5.4  agit  d  ns  le  sens  5.4  au  point  5,  et  dans  le  sens  4.5  au  point  i.  Il  im- 
porte donc  d'aToir  une  règle  pour  choisir  l'extrémité  de  la  force  connue  par  laquelle  il 
convient  de  mener  une  parallèle  à  la  direction  de  Tune  des  deux  forces  cherchées  dans 
la  construction  auxiliaire  Mous  avons  choisi  l'extrémité  a  de  la  force  Q  =  ac  pour  faire 
passer  la  parallèle  ad  à  l'arbalétrier  1.5,  et  non  pas  l'extrémité  c;  et  nous  avons  choisi 
l'extrémité  c,  et  non  l'extrémité  a  de  la  même  force,  pour  y  faire  passer  la  parallèle  cd 
au  tendeur  5.4.  Or,  le  choix  de  ces  extrémités  n'est  pas  indifférent  pour  la  suite  des 
constructions,  et  il  est  commandé  par  les  considérations  suiyantes.  Au  point  a  de  la 
figure  auxiliaire  se  réunissent  les  droites  représentatives  des  forces  P  et  Q.  À  ce  point  a 
correspond  dans  la  figure  principale  la  droite  5.1,  qui  réunit  les  points  d'application  de 
ces  deux  forces  P  et  Q,  et  c'est  par  conséquent  par  le  point  a  qn'on  doit  mener  la  paral- 
lèle ad  an  côté  1.5.  Alors  on  n'a  plus  l'embarras  du  choix  pour  mener  la  parallèle  cd  au 
côté  4.5,  puisqu'elle  doit  passer  par  l'autre  extrémité  de  la  force  Q.  SI  du  reste  on  se 
trompait  d'extrémités,  on  ne  tarderait  pas  à  en  être  arertl  par  rimpossiblllté  où  Ton 
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««rait  de  continuer  les  constniettons.  Il  faut  alors  remonter  Jasqu'au  triangle  où  la  méprise 
a  eu  lien  et  recommencer  les  opérations  à  partir  de  cet  endroit.  On  doit  à  M.  Fleming 
JenlLins  nne  méthode  qui  évita  en  grande  partie  cette  indécision  et  qui  consiste  essentielle- 
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ment  à  attribuer  des  noms  on  des  numéros,  non  pas  aux  forces  extérieures  elles-mêmes, 
mais  aux  espaces  pians  indéfinis  que  ces  forces  séparent,  de  manière  que  les  forces 
-extrêmes  puissent  être  considérées  comme  contiguês. 
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Les  efforts  déterminés  par  la  constrnction  aaxlliaire  pearent  être  de»  tensions  on  des 
compressions.  Pour  distinguer  ces  deux  cas ,  il  sufût  de  faire  attention  an  sens  dans 
lequel  agit  une  force  extérieure  en  particulier,  Q  par  exemple.  Elle  agit  au  point  &  dans 
le  sens  ca.  Donc  les  forces  qui  se  composent  avec  elle  ponr  produire  l'équilibre  du  point  5 
sont  la  /orce  ad  agissant  dans  le  sens  ad  iFuivant  la  direction  1.5  et  la  force  <fc,  agissant 
suivant  la  direction  5.4  dans  le  sens  de.  On  volt  tont  de  suite  que  la  première  suppose 
une  compression  de  l'arbalétrier  I.S  et  la  seconde  une  lenslon  du  tirant  5.4. 

165.  Dans  Texemple  suivant,  la  force  donnée  n'agit  pas  en  nn  sommet,  mais  bien  sur 

..     ..^  un  côté  de  It  eon- 

*^^'  *^^-  stroction  donnée. 

Soit  une  échelle 
double  1.3.5,  dont 
les  deux  montants 
sont  réunis  par  une 
tige  2.4  de  longueur 
invariable;  elle  re- 
pose sur  un  sol  MN 
sans  frottement,  par 
les  pieds  1  et  S.  SÎoU 
P  un  poids  appliqué 
en  Â  sur  le  montant 
8.5. 

Il  faut  commen- 
cer par  chercher  les 
réactions  X  et  Y  das 
nppuls,  et  Tactlon  mutuelle  H  des  deux  montants  qui  se  réunissent  an  point  3. 

Les  réactions  X  et  Y  sont  verticalps  par  hypothèse,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement. 
Le  montant  1.3  peut  être  considéré  comme  «^n  équilibre  sous  l'action  de  la  force  Y,  de  la 
tension  T  de  !a  bride  2.4  et  de  la  réaction  R  du  montant  3.5.  Ces  trots  forces  se  faisant 
équilibre  concourent  en  un  point.  Or  on  connaît  les  directions  de  T  et  de  Y.  qui  se 
coupent  en  F.  On  sait,  de  plus,  que  la  force  R  passe  au  point  3.  Donc  cette  force  R  a  la 
direction  3.P. 

L'équilibre  du  montant  3.5  a  de  même  lieu  sous  l'action  des  quatre  forces  suivantes  : 
R,  dans  le  sens  montant,  P,  X  et  T  dans  le  sens  4.2.  Si  Ton  considère  la  résultante  de  X 
et  de  Tau  point  E,  et  la  résultante  de  P  et  de  R  au  point  G,  ces  deux  résultantes 
doivent  être  égales  et  opposées  suivant  la  même  droite.  Elles  ont  donc  pour  direction 
commune  la  droite  GE. 

La  recherche  des  valeurs  des  forces  inconnues  X»  Y,  R,  T,  se  fait  ensuite  avec  la  plus 
grande  facilité  par  la  construction  d'une  ligure  auxiliaire.  Prenons  sur  une  veiticale  une 
longueur  ah  =  P,  menons  au  point  a  une  parallèle  ac  à  GE^  et  au  point  h  une  parallèle 
bc  à  FG.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  c.  Par  ce  point  menons  cd  parallèle  à  2.4.  Il 
est  facile  de  voir  que  ac  représente  la  résultante  commune  de  P  et  de  R,  ou  de  X  et  T; 
que  bc  est  la  réaction  mutuelle  R  des  deux  montants  ;  que  ad  et  db  représentent  respec- 
tivement les  réactions  verticales  X  et  Y. 

Tant  que  le  poids  P  sera  appliqué  sur  le  montant  8.5,  la  réaction  mutuelle  R  des  deux 
montants  aura  la  direction  8.F  ;  si  le  poids  P  passait  de  l'autre  côté  de  l'échelle,  la  réac- 
tion mutuelle  prendrait  la  direction  3.E  De  là  un  changement  brusque  dans  l'équilibre 
intérieur  de  l'échelle  double,  lorsque  le  poids  franchit  le  sommet,  il  y  a  un  cas  singulier 
d'équilibre  lorsque  le  poids  P  est  pla  é  au  sommet  même  de  l'échelle.  Alors  X  et  Y 
deviennent  égales  à  la  moitié  de  P,  R  et  T  sont  égales  et  parallèles,  et  l'équilibre  de  chaque 

montant  entraine  l'égalité  des  couples  (^  P,  Xj  et  (R,  F). 

Ces  changements  brusques  de  l'équilibre  intérieur  sont  très  sensibles  pour  celui  qui 
monte  sur  l'échelle  double  et  en  franchit  le  sommet. 

166.  Jusqu'ici  nous  nous  sommes  occupés  exclusivement  de  questions  de  statique  pure. 
Le  théorème  suivant  rattache  la  théorie  des  courbes  de  moments  fléchissants  à  celle  des 
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courbes  funiculaires,  et  fait  comprendre  remploi  des  figures  auxiliaires  pour  la  résolu- 
tion des  problèmes  de  résisistance  des  matériaux. 

Lorsqu'une  poutre  droite  est  chargée  de  poid»^  le  polygone  des  moments  fléchissants 
fteut  être  considéré  comme  uri  polygone  funiculaire,  qui  aurait  une  tension  T©  horizon- 
^  '^    "         '  taie  égale  à  l'unité, 

Fig.  1S8.  ft   qui    tiendrait    en 

équilibre  les  charges 
de  la  poutre. 

Soit  A6  U  poutre 
droite,  posée  horizon* 
talement  sur  deux  ap- 
puis A,  B. 

Soient  P^,  P„...  P» 
tes  poids  que  1a  poutre 
supporte;  ils  sont  don- 
nés en  grandeur  et  en 
position.  Construisons 
un  polygone  ftinicu- 
laire  qui  tienne  res 
poids  en  équilibre.  Pour  cela,  commençons  par  prendre 
sur  une  Terticaie  indéfinie,  ZZ\  dès  longueurs  por* 
tées  bout  à  bout,  et  proportionnelles  à  P|,  P^...  Pm. 
Puis  prenons  arbi  irai  rement  un  point  0,  en  dehors  de 
la  droite,  à  une  distance  OH  égale  à  Yunité,  de  sorte 
qne  la  distance  OH  représente  l'unité  de  force  à  l'échelle 
qui  a  servi  à  déterminer  les  longueurs  représentatives 

de  Pf,  P^y Ph.  Joignons  le  point  0  aux  points  de 

division  m,  n,  p r  de  la  verticale.  Les  droites 

Om,  On,  Op,  Or  seront  respectivement  parallèles  aux 

côtés  successifs  d'un  polygone  funiculaire  acde.^n  6, 

qu'on  peut  concevoir  comme  limité  aux  verticales  Aa, 

'      B6  des  appuis,  et  comme  ayant  ses  sommets  sur  les 

•^    verticales  des  poids  donnés. 

!  Cela  posé,  1*  si  l'on  Joint  ab,  et  qu'on  mène  par  le 

!      point  0  une  parallèle  01  à  cette  droite  ab,  on  partage 
fa  verticale  mr,  qui  représente  la  somme  des  poids^  en 
deux  segments  ml,  Ir,  qui  représenteront  respective- 
ment les  charges  X  et  Y  de»  appuis  A  et  B  ;  2**  de 
plus,  en  un  point  K  quelconque  de  la  poutre,  le  moment  fléchissant  M  est  représenté  par 
la  portion  MN  de  la  verticale  du  point  K,  comprise  entre  le  polygone  funiculaire  et  la 
droite  ab. 

En  effet,  I*  la  tension  Tdu  côté  extrême  ca  est  donnée  sur  la  figure  auxiliaire  par  la 
longueur  Om.  On  peut  concevoir  cette  tension  T  décomposée  suivant  les  directions  des 
droites  Aa  et  ah;  soit  X  la  composante  verticale,  et  S  la  composante  suivant  ab.  Décom- 
posons de  même  en  b  la  tension  T' du  dernier  côté  fb,  tension  égale  à  Or,  suivant  les 
directiors  Bb  et  ab ,  et  soient  Y  et  S  les  deux  composantes.  L'équilibre  du  polygone 
exige  que  les  deux  forces  S,  qui  agissent  suivant  la  droite  ah,  se  détruisent  et  soient 
égales,  et  que  la  somme  X  +  Y  des  composantes  veriicales  des  tensions  extérieures  soit 

égale  à  la  somme  P|  +  P,-f +  Pn  des  poids  donnés.  L*équlllbre  ayant  lieu,  on  peut 

prendre  les  moments  par  rapport  à  un  point  b  quelconque,  et  cela  donne,  en  appelant  / 
la  portée  AB,  et  pj,  p^ pn  les  distances  des  forces  P^,  Ps Pn  au  point  B, 


Xx/  =  PiP,H-P,p,+ 


+  PnP». 


Or  cette  équation  est  exactement  celle  dont  on  se  serait  servi  pour  déterminer  la  réac- 
tion verticale  X  de  l'appui  A.  If  y  a  donc  Identité  entre  la  composante  X  de  la  tension  T, 
et  II  réaaion  X  de  l'appui  A  sur  la  poutre.  Mais  aTX  est  semblable  au  triangle  0ml  de 
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la  flgare  auxiliaire,  puisque  les  cdtés  sont  respectivement  parallèles;  et  comme  on  a 
T  =  Om,  il  s'ensuit  qu'on  a  aussi  X  =  ml  et  S=:  01. 

De  même  Y=lr. 

2*  Coupons  le  fil  en  M,  à  l'aplomb  du  point  K  poar  lequel  on  cherche  le  moment  flé- 
chissant; soit  \K  =  x,  et  MN  =  y.  Prenons  les  moments  des  forces  qui  agissent  sur  le  fll 
dans  la  partie  acc/M  par  rapport  au  point  H,  ce  qui  élimine  la  tension  du  côté  dU.  Nous 
pourrons  substituer  au  moment  de  T  par  rapport  à  M  le  moment  des  composantes  S 
et  T;  puis,  sans  troubler  les  moments,  nous  pouvons  supposer  la  forc«  S  transportée  au 
point  N|  et  décomposée  en  ce  point  en  deux  composantes,  l'une  NN',  verticale  et  passant 
par  le  point  M,  l'autre  horizontale  et  égale  à  T^.  On  voit  donc  que  le  moment  de  T  équi- 
vaut par  ces  diverses  décompositions  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  X  et  de  T«, 
c'est-à-dire  à  la  somme 

Xop  — Toy. 

Il  fànt  y  ajontor  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces  Pi,  P^,  .  .  .  comprises 
entre  le  point  A  et  le  point  K  ;  si  Ton  appelle  Çi,  9i%  •  .  •  gn  les  abclsses,  comptées  à  par- 
tir de  A,  des  poids  donnés,  on  voit  qu'on  aura,  en  définitive,  en  se  bornant  anx  poids 
compris  dans  le  tronçon  considéré, 

Xaj  -  Toy  -  Pj  (« — 7i)  -  Pt  («  -  ^t)  =  o, 
•ou  bien 

Toy  =  Xx-Pi(n-70-Pt(JP-?t)-       • 

Or  le  moment  fléchissant  au  point  K  est  représenté  par  la  somme 

Xx—  \\  (jc  —  Çi)  —  P,(«  — ^,)  ; 

Il  l'est  donc  aussi  par  le  produit  Tq^,  c'est-à-dire  par  y,  puisque  la  tension  To  a  été  prise 
-égale  à  l'unité. 

En  d'autres  termes,  le  moment  fléchissant  en  nn  point  K  quelconque  est  donne  sur  la 
figure  par  la  portion  de  la  verticale  du  point  K  compris  entre  le  polygone  funiculaire  et 
la  droite  ab, 

167.  M.  Bresse  t  fait  connaître  nn  procédé  élégant  et  rapide  pour  résoudre  graphique- 
ment le  problème  du  $  95,  qui  consiste  à  déterminer  la  position  sur  le  tablier  d'un  pont 
-d'une  série  donnée  de  charges  discontinues,  de  manière  à  réaliser  le  maximum  du  mo- 
ment fléchissant  en  un  point  quelconque  de  la  portée.  Commençons  par  tracer  (flg.  169} 
un  polygone  fnnicultire,  avec  une  tension  horisontale  To  =  l,  qui  tienne  en  équilibre  tous 
les  poids  donnés,  dont  l'espacement  horizontal  est  connn.  Au  lieu  de  déplacer  les  charges 
par  rapport  au  pont  sopposé  flxe,  on  peut  imaginer  que  les  charges  restent  fixes  et  que 
le  pont  occupe  successivement  diverses  position?.  Pour  chacune,  le  polygone  funicnlalre 
fera  immédiatement  connaître  les  moments  fléchissants  en  tout  point  de  la  portée,  et 
l'inspection  de  la  flgure,  après  nn  petit  nombre  d'essais  rapides,  suffira  généralement 
pour  déterminer  la  combinaison  qui  réalise  le  plus  grand  moment  fléchissant  en  un  point 
quelconque  de  la  portée. 

.  Par  exemple,  soita^yScX  un  polygone  funiculaire  faisant  équilibre  aux  poids  P^  P,,  P|, 
P4...  Si  AB  est  la  portée,  on  volt  que  les  moments  fléchissants,  {quand  elle  occupe  la  posi- 
tion AB,  et  qu'elle  supporte  les  poids  P^,  P,,  P»,  sont  représentés  par  les  intervalles  verti- 
caux entre  le  polygone  et  la  droite  ab;  le  maximum  du  moment  fléchissant  t  lieu  au 
point  K,  et  est  proportionnel  à  mn.  Si  l'on  fait  avancer  la  travée  en  A|  B|,  de  manière 
à  abandonner  le  poids  P|  et  à  soutenir  au  contraire  le  poids  P4,  les  moments  fléchissants 
sont  donnés  par  les  intervalles  verticaux  compris  entre  le  même  polyeone  et  la  droite  aj6|, 
•et  l'on  voit  tout  de  suite  que  le  moment  maximum  a  lieu  au  point  K|  de  la  portée  A|  B|, 
et  qu'il  est  proportionnel  à  m'  n';  qu'il  est  par  conséquent  pins  grand  qne  le  moment 
déterminé  dans  la  précédente  hypothèse.  Cette  méthode  est  très  ingénieuse  au  point  de 
vue  de  la  théorie,  et  très  satisfaisante  au  point  de  vue  de  la  pratique. 

168.  Le  théorème  que  noua  venons  de  démontrer  sur  l'identité  géométrique  des  lignes 
"funiculaires  et  des  lignes  représentatives  des  moments  fléchissants  rend  compte  d'ana- 
•loglea  qui  avaient  été  depuis  longtemps  aperçues;  par  exemple,  les  paraboles  des  mo- 
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ments,  pour  les  charges  oniformément  réparties,  sont  analogues,ou  pour  mleox  dire  iden- 
tiques aux  paraboles  des  ponts  suspendus  ;  et  le  problème  de  la  distribution  des  efforts 
dans  one  pontre  à  plnsieurs  travées  continues,  chargée  uniformément  dans  chaque  tra- 
Tée,  est  le  même  problème  que  celui  de  rétablissement  d'un  pont  suspendu  à  cftbie  con- 
tinu, qui  aurait  les  mêmes  charges  et  les  mêmes  ouvertures.  Remarquons  aussi  que  Ta- 
nalogle  des  courbes  funiculaires  et  des  trajectoires  de  pointe  mobiles  permettrait  d'établir 
un  nouveau  rapprochement  entre  les  courbes  des  momente  fléchlssantA  et  les  tra^jec- 
toires,  et  de  ramener  à  des  problèmes  de  dynamique,  convenablement  interprétés,  cer- 
taines questions  de  résistence  des  matériaux. 

169.  Terminons  cet  aperqu  des  méthodes  de  la  stetique  graphique  par  la  solution  du 
Drobième  de  la  charpente  Polonceau,  étudiée  plus  haut  d'après  d'autres  méthodes. 

Soit  (flg.  170)ÂB  rarbalétrier,  EG  la  jambe  de  force  qui  en  soutient  le  point  milieu,  AE, 
£B,  EF  les  tendeurs,  dont  les  tensions  sont  représentées  par  Ti,T,  et  X.  La  force  X,  appli- 
quée horizontelement  en  B,  est  aussi  la  réaction  mutuelle  des  deux  demi-fermes.  La  force 
verticale  pa,  appliquée  en  A  de  bas  en  haut,  est  la  réaction  de  l'appui.  Soient  enfla  Y|, 
Y„  Yt  les  composantes  normales  à  l'arbalétrier  des  trois  appuis  A,  G,  B,  sur  lesquels  II 


Fig.  1C9. 


repose;  on  suppose  donnée  la  loi  de  répartition  de  la  charge  totale,  estimée  normale- 
ment, entre  les  trois  appuis. 

Sur  une  verticale  quelconque,  prenons  à  une  échelle  arbitraire  une  longueur  ab  égale 
au  poids ;m  de  l'arbalétrier.  Par  le  point  6  menons  une  parallèle  à  l'arbalétrier  AB,  et  pro- 
jetons le  point  a  en  b.  Les  deux  cêtés  ae,  bc,  représenteront  à  la'même  échelle  la  com- 
posante normale  et  la  composante  tangentieile  de  la  charge.  On  devra  donc  décomposer 
la  charge  normale  ae  en  trois  tronçons,  proportionnels  aux  nombres  qui  représentent  le 
partage  de  cette  charge  entre  les  trois  appuis  A,  G,  B;  cela  donnera  les  valeurs  des  réac- 
tions normales» 

Y,  =  a//,  Y,=rfe,  Y,  =  ee. 

Ces  segments  doivent  êlre  pris  proportionnels  aux  nombres  3,  10  et  3,  pinr  retrouver 
llivpothèse  faite  plus  haut  dans  la  solution  algébrique  du  problème. 

On  mènera  ensuite  une  parallèle  df  au  tendeur  AE,  jusqu'à  la  rencontre  en  f  avec  la 
parallèle  bf  à  l'arbalétrier;  par  le  point  f  on  mènera  fg  parallèle  à  BE, jusqu'à  la  ren- 
contre avec  ey,  menée  par  le  point  e  parallèlement  à  EF,  c'est-à-dirc  horixontalement.  La 
figure  auxiliaire  ainsi  construite  résout  entièrement  la  question,  car  elle  fait  connaître 
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en  df\9.  tpnftfon  Ti,  en  ig  la  tension  T,,  en  eg  la  tension  X,  égale  à  la  réaction  des  denx 
moitiés  de  la  ferme  en  B,  en  fb  la  compression  H  de  l'arbalétrier  au  pied  A,  en  /c  la 
compression  H'  d»  IVbalétrler  au  sommet  B;  en  ecf  :=Ytla  compression  de  laiimbedo 
force  EG.  L^équilibre  des  trois  nœuds 

A,  B,  Eî| 

est  a«sDré  sur  la  figure  auxiliaire  par  l'existence  des  polygones  fermés^ 

abfday  eefge,  edfge, 

qui  sont  les  polygones  de  composition  des  forces 

pa,H,T„Yt;  Y„H',T,,X;  Y„T„T»,X. 

170.  Si  l'on  compare  les  deux  méthodes,  la  méthode  analytique  et  la  méthode  gra- 


Fig.  170. 


pliique,  on  reconnaît  que  la  première  con?lent  surtout  pour  la  discussion  des  résultats, 
et  fait  connaître  les  solutions  avec  tout  le  degré  de  généralité  qu'elles  comportent;  elle 
doit  être  préférée  par  conséquent  dans  les  problèmes  compliqués  et  difficiles.  La  méthode 
graphique  conduit  an  contraire  à  des  constructions  rapides  et  élégantes,  mais  elles  sup- 
posent un  dessin  correct,  et  parfois  donnent  lieu  à  des  indécisions  assez  embarrassantes, 
et  ft  des  essais  qui  n'aboutissent  pas  toujours  du  premier  coup.  La  statique  graphique 
est  un  art  qui  exige  beaucoup  d'exercice  et  une  grande  habileté  de  dessinateur.  Pouf 


GRAPHIQUE.  317 

cette  raison  elle  nous  parait  tnrtout  de  mise  dans  les  problèmes  simples,  où  les  résultats 
obteoos  peuTont  être  aisément  contrôlés.  Il  serait  dn  reste  impossible  de  décider  dV 
Taooe  les  cas  dans  lesqaels  il  Ciut  recoorir  à  la  statique  graphique  de  préférence  aux 
autres  méthodes;  et  nous  pensons  qu'il  y  a  toujours  avantage  à  les  employer  simuitané- 
meoL  C'est  un  moyen  de  vérification  (1). 

Noos  retrouverons  plus  loin  la  statique  graphique,  pour  la  solution  de  certains  problè- 
mes particuliers. 


(1)  A  tàiïé  des  mètkoâi»  de  rtcktrckt,  qui  peavent  serrir  à  ringénieiir  peur  Tétade  de  ses  projets, 
il  y  a  i  considérer  les  méthode»  i'exfMitio»,  qui  lai  servent  à  mettre  en  relief  les  résnltats  trouvés  et 
i  jastifler  les  mesures  prises.  A  ce  point  de  vue  la  méthode  graphique,  si  l'on  se  homiit  i  produire 
une  épure  sans  l'accompagner  d'explications,  parait  moins  satitfaisante  que  la  méthode  analytique,  où 
les  calculs  et  les  raisonnements  s'enchaînent  soiTant  un  ordre  linéaire  obligatoire  ;  tandis  qn'une 
coustniction  géométrique  une  fois  liuta,  pour  peu  qu'élie  soit  complexe,  présenta  i  la  lecture  la  difft- 
colté  d'oa  écheveaa  i  débrouiller. 


LIVRE    TROISIÈME, 


CHAPITRE    UNIQÏÏE. 

TORSION  DES  PRISMES. 


171 .  La  torsion  se  produit  Iorsqu*une  pièce  prismatique»  fixée  in* 
vaiiablement  par  une  de  ses  extrémités,  est  soumise  à  des  forces  ré 
ductibles  à  un  couple,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction 
du  prisme.  Ce  couple  tend  à  faire  tourner  dans  leur  plan  les  sections 
transversales,  et  à  dévier  les  fibres  rectilignes  pour  leur  faire  prendre 
une  forme  hélicoïdale. 

Les  lois  de  la  torsion  des  fils  métalliques  ont  été  étudiées  expéri- 
mentalement par  Coulomb  (i  )  ;  il  a  reconnu  que  la  quantité  angulaire 
dont  une  section  transversale  tourne  par  rapporta  une  autre  section, 
éloignée  de  la  première  de  T  unité  de  longueur,  est  proportionnelle  au 
moment  du  couple  appliqué  au  fil,  et  inversement  proportionnelle  à 
la  quatrième  puissance  de  son  diamètre;  plus  généralement,  si  l'on 


(1)  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  ta  force  de  torsion  et  sur  Cela» 
licite  des /Us  de  métal,  1784. 
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opère  sur  un  cylindre  dont  la  longueur  totale  soit  égale  à  L,  et  dont 
le  rayon  soit  r,  et  qu'on  appelleB  l'angle  total  dont  la  torsion  déplace 
la  section  transversale  à  l'extrémité  libre  de  cecylindre  par  rapport  à 
l'autre  extrémité,  laquelle  reste  fixe  par  hypothèse,  qu'enfin  P/>  soit 
le  moment  du  couple  appliqué  dans  le  plan  de  la  section  mobile,  on 
aura  Téquation 

L"       r^' 

A  désignant  un  coefficient  constant,  qui  dépend  seulement  de  la  ma- 
tière dont  se  compose  le  cylindre  considéré. 

Au  rapport  y  on  peut  substituer  l'angle  0,  qui  mesure  la  dévia- 
tion rapportée  à  l'unité  de  longueur,  ainsi  que  nous  l'avons  définie 
dans  l'énoncé  de  la  loi  de  Coulomb. 

Si  le  cylindre  était  creux,  et  que  r^  fût  le  rayon  du  vide  intérieur, 
on  aurait  l'équation 


V ^'k' 


Ces  lois  ont  servi  à  Coulomb  à  l'étude  de  divers  problèmes  de  phy- 
sique :  sa  balance  de  torsion  est  l'instrument  le  plus  commode  pour 
la  recherche  des  lois  des  attractions  magnétiques  ou  électriques.  Il 
s'en  est  servi  aussi  pour  évaluer  les  actions  mutuelles  des  fluides 
et  des  solides  dans  le  mouvement  relatif. 

On  suppose  d'ailleurs  que  le  rapport  y-,  ou  que  l'arc  O,  soit  très  petit; 

au  delà  d'une  certaine  limite,  la  proportionnalité  de  Oau  couple  Pp 
n'est  plus  en  effet  vérifiée  par  l'expérience. 

172.  Voici  comment  on  peut  justifier  par  un  raisonnement  de 
statique  les  lois  que  Coulomb  a  déduites  de  1  observation  directe. 
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Coupons  le  cylindre  MN  par  un  plan  ÂB  perpendiculaire  à  la  direc- 
Fip.  171.  ^QQ  (Je  ggg  arêtes,  et  éloigné  de  son  extrémité  libre 

'  N  d'une  quantité  X  quelconque.  La  portion  de  cy- 
lindre ÂBN  est  en  équilibre  sous  l'action  du  couple 
extérieur  Pp  agissant  dans  le  plan  N,  et  des  forces 
moléculaires  développées  dans  le  plan  sécant  AB. 

"  Ces  dernières  forces  sont  réductibles  à  un  couple  de 
même  moment  que  P/),mais  dirigé  en  sens  contraire. 

.  La  déviation  angulaire  totale  de  la  section  N  par 
rapport  à  la  section  AB  étant  représentée  par  9,  la 
déviation  par  unité  de  longueur  du  cylindre  est 

\^J   ^     mesurée  par  le  rapport  y  =  8. 

Appelons  p  et  ci>  les  coordonnées  polaires  d'un  point  G  quelconque 
delà  section  AB,  rapportées  au  centre  0  de  cette  section,  et  à  un  axe 
OX  arbitraire.  Prenons  au  point  G  un  élément  de  surface,  dont  l'aire 
sera  mesurée  par  pdWp  ;  nous  admettrons  que  cet  élément  développe, 
perpendiculairement  au  rayon  OG,  une  résistance  proportionnelle  à 
l'aire  pcbodp  de  l'élément,  proportionnelle  à  Tangle  0  de  déviation  par 
unité  de  longueur,  et  enfin  proportionnelle  à  la  distance  p.  Le  produit 
de  ces  derniers  facteurs,  pet  0,  mesure  en  effet  le  déplacement  relatif 
que  subit  dans  la  torsion  l'élément  considéré  par  rapport  à  l'élément 
correspondant  pris  dans  la  section  vobine  ;  et  la  direction  de  la  force, 
perpendiculaire  à  OG,  a  la  direction  même  de  ce  déplacement 
relatif.  Appelons  donc  6  une  nouvelle  constante  spécifique.  La  ré- 
sistance totale  de  l'élément  à  la  torsion  sera  exprimée  par  le  produit 

et  son  moment  par  rapport  à  l'axe  projeté  en  0  sera 

GOp^dwdp 

Prenons  la  somme  de  tous  ces  moments,  en  l'étendant  à  toute  la 
section,  que  nous  supposons  limitée  extérieurement  à  un  .cercle  de 
rayon  r,  et  intérieurement  à  un  cercle  de  rayon  *  i^  ;  nous  devrons 
trouver  uu  moment  ^al  au  couple  Pp.  Nous  aurons  ainsi  Téquation 
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«^  î-ZZl  =  ^  GO(»*-r'*)  =  Pp. 
ou  enfin 

La  ooDBtante  A  est  liée  à  ia  nouvelle  ooostanle  6  par  la  relation 

qui  permet  de  pno^  de  Tune  à  l'autre. 

La  résistanœ  à  la  torsion  par  unité  de  sarfiM»  est  représentée  par 
GOp,  et  par  suite»  à  une  distance  du  point  0  égale  à  Tunité,  elle  est 
égale  à  60. 

Les  fSorces  molécalaires,  dans  cet  exemple,  ee  fiMit  équilibre  en 
projection  sur  un  Éxe  quelconque  et  se  réduisent  par  suite  à  un  cou- 
ple ;  car  deux  âéments  syra^riquement  placés  par  rapport  au  point  0 
déreloppent,  d'après  nos  liypotbèses,  des  forces  égales,  parallèles  et 
de  sens  contndves. 

178.  La  eomtunte  6  a  été  déterminée  par  «SLpéiieDce  (i). 

En  prenant  po«u*  unité  de  force  le  kilogramme,  et  pour  unité  de 
surface  le  métré  carré,  on  a  trouvé  pour  G  les  videurs  suivantes  : 


irer*  •  «  •  •  • 


Acier  fondu.  .  .  .  10000000000 

Acier.. seMOOOOOO 

jde  6000000000 

j  à  6600000000 

Cuivre. , isesooeooi 

Fonte. 2S0O00O0OO 

Bronze 1066000000 

Sapin 433000000 

Chêne 400000000 


On  a  pu  de  même  détominer  par  Tobservation  la  limite  d'élasti 


(1)  11  est  facile  de  voir  que  rhomogênéitë  de  la  formule 

e       2       Pp 

on  de  la  fennole  plw  sMrals  qa'on  établira  plue  loUi 


•  et  Pi 


exige  fine  la  constante  6  Teprésente  une  force  rapportée  à  Itaiti  ae  «nrfset. 
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cité  des  corps  à  la  torsion.  Pour  le  fer  forgé,  on  Ta  trouvée  égale  à 
14,000,000  de  kUogrammes  par  mètre  carre. 

17&.  Nous  venons  de  voir  qu'en  un  point  éloigné  du  centre  0  d*une 
quantité  égale  à  p,  Feffort  développé  dans  la  matière  par  unité  de 
jsurface  est  égal  à  60p  ;  il  est  maximum  pour  le  maximum  de  p,  c*est- 
à-dire  pour  p  =  r,  et  si  Ton  suppose  que  le  cylindre  soit  plein,  on 
aura  par  conséquent 


r  r 


Cette  quantité  doit  resler  au-dessous  de  la  limite  d'élasticité  ;  d'où 
résulte  cette  règle  pratique  :  les  arbres  cylindriques  pleins,  soumis 
à  des  efforts  de  torsion,  doivent  recevoir  des  diamètres  proportion- 
neb,  pour  une  même  matière,  à  la  racine  cubique  du  moment  du 
couple  de  torsion. 

Les  formules  que  l'on  trouve  dans  les  aide -mémoire  pour  le 
calcul  des  dimensions  des  arbres  tournants,  des  tourillons,  et  des 
autres  pièces  de  machines  qui  doivent  résister  à  la  torsion,  dérivent 
de  l'équation  précédente.  On  se  sert  habituellement  de  l'équation 

T 

nr 

daas  laquelle  T  exprime  en  kilogrammètres  le  tnnraii  trutsmis  pif 
mîfliite  à  Tarbre  toomant,  n  le  nombre  de  totuv  q«e  feit  rarbre  en 
une  minute,  K  un  coefficieot  empirique  qui  varie  a^ec  la  destination 
de  l'arbre  et  la  matière  dont  il  est  formé,  et  d  le  diamètre  de  l'arbre, 

T 

en  centimètres.  H  est  facile  de  reconDaitre  que  -  est  proportionnel 

au  couple  appliqué  à  l'arbre. 
175.  On  a  cherché  à  étendre  aux  prismes  quelconques  les  lois 

de  la  torsion  des  cylindres. 
Soit  AB  la  section  du  prisme,  supposée  la  même  en  tous  les  points 

de  sa  longueur.  Par  le  centre  de  gravité  0 
menons  deux  axes  rectangulsdres  OX ,  OY. 
Puis  considérons  au  pdnt  G  on  éiément  de 
surface  compris  entre  deux  rayons  vecteurs 
menés  sous  les  angles  o)  et  u>  -f-  dtù,  et  deux 
circonférences  tracées  autour  du  point  0, 
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aux  distances  p  et  p+dp.  Admettons  que  dans  la  torsion,  Télément  G 
se  déplace  par  rapport  à  Télément  correspondant  de  la  section  infi 
niment  voisine,  d'une  quantité  proportionnelle  à  (^0,  dans  une  direc- 
tion CD  normale  à  OG.  La  résistance  à  la  torsion  développée  par  ce 
déplacement  relatif  est  donc  dirigée  dans  le  sens  CD,  et  oo  peut 
l'exprimer  par  le  produit  6  x  p8  x  prfwrfo  ;  décomposons-la  parallèle- 
ment aux  axes  OX,  OY  ;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  ce  produit  par 
coso)  et  sincoyce  qui  donnera,  en  appelant  x  eiy  les  coordonnées  rec- 
tangles du  point  G, 

G2O  X  pdcodp    parallèlement  k  Taxe  des  y, 
et 

Oyd  X  pdcodp    parallèlement  k  Taxe  des  x. 

Pour  l'équilibre  de  toutes  ces  forces  moléculaires  et  du  couple  fp^ 
on  doit  donc  avoir,  en  étendant  les  sommations  à  toute  la  section  9 

GO  U  rc  X  pdcodp  =  0, 
GO  \\yxpdMdp  =  0» 
GO  \  \  p«  X  pdci>(f p  =  Pp. 

Or  la  première  équation  et  la  seconde  sont  satisfaites  d'elles- 
mêmes  ;  car  les  doubles  sommes  expriment  les  sommes  des  moments 
des  éléments  de  surface  par  rapport  aux  axes  OY,  OX;  et  ces  moments 
sont  nuls,  puisqu'on  a  pris  pour  origine  le  centre  de  gravité  de  la 
section. 

La  troisième  équation  contient  une  double  somme  qui  est  la 
somme  des  produits  des  éléments  de  section  par  le  carré  de  leur  dis- 
tance à  Taxe  mené  perpendiculairement  à  la  section  en  son  centre 
de  gravité  0.  C'est  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  i 
Vaxe  central  de  la  pièce  prismatique.  Représentons-le  par  I,  et 
nous  aurons  Téquation 

G    i  ' 

L'effort  par  unité  de  surface  à  une  distance  p  du  point  0  sera  encore 
donné  par  l'expression 
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Flf.  173. 


et  l'oD  devra  fsdre  p  égal  à  son  maximum  pour  avoir  le  plus  granà 
effort  développé  dans  la  matière. 
Par  exemple,  prenons  pour  section  droite  du  prisme  un  carré  de 

côté  c  =  ÂB. 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
Taxe  projeté  en  0,  on  peut  prendre  les  moments 
d'inertie  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  puis 
Y   f&ire  la  somme  ;  on  aura  donc 


T 

e 


»A 

A 


/ 


I 


B 


^  =  Â«*  +  Â'^  =  i«*' 


et  la  plus  grande  valeur  de  p  sera  égale  & 


OA  =  |cv^; 


-  a  donc  pour  valeur  limite 


1" 


*       /S~6 


=  i<^^. 


et  la  charge  par  unité  de  surface  aux  points  les  plus  fatigués  est 
égale  à 

6Pp 

176.  Cette  théorie  suppose  que, dans  un  prisme  de  forme  quelcon- 
que, la  torsion  dévie  de  quantités  angulaires  égales  à  tous  les  rayons 
vecteurs  menés  dans  chac^ue  section  par  le  centre  de  gravité,  etsans 
les  faire  sortir  de  leur  plan.  Si  la  section  est  très  voisine  du  cercle, 
cette  hypothèse  est  encore  admissible  ;  mais  elle  ne  Test  plus  du 
tout  n  la  section  a  des  rayons  vecteurs  de  dimensions  très  différentes  ; 
il  serait  tout  à  fait  faux,  par  exemple,  d'appliquer  la  formule  géné- 
rale 

Gl 


326  TORSION 

à  une  section  rectangulaire  longue  et  mince.  L'expérience  est  d'acord 
avec  la  théorie  générale  de  rélastidté  pour  montrer  covibien  est 
grossière  dans  ces  caa  généraux  la  théorie  élémentaire  de  la  torsion 
des  prismes.  De  savants  calculs,  dua  à  M.  Barré  de  Saint-Venant,  ont 
commencé  &  combler  cette  lacune*  en  tenant  compte  du  gauchisse* 
ment  des  sections  planes  (i].L' auteur  ena  faitTapplication  à  diverses 
formes  de  solides^  au  cylindre  elliptique,  k  la  règle  plate,  au  prisme 
triangulaire.  Il  est  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  ce  sujet  et  a  donné 
en  dernier  lieu  des  formules  approximatives  pour  un  certain  nom- 
bre de  cas  particuliers  {Comptes  rendus  de  F  Académie  des  sciences 
du  27  janvier  1879.)  • 

Considérons  un  cylindre  elliptique  dont  ^b  et  se  soient  les  deux 
axes  principaux  ;  soit  0  Tangle  de  torsion  par  unité  de  longueur,  Pp  le 
moment  du  couple  de  torsion  et  6  le  coefficient  d'élasticité  à  la  tor- 
sion ou  coefficient  de  glissement^  supposé  le  même  dans  tous  les 
sens. 

On  a,  d'après  M.  de  Saint- Venant, 

'^  6*  -H  c* 

Si  l'on  observe  que  l'aire  Q  de  la  section  est  égale  à  ic6c,  et  que  le 
moment  d^nertîe  polaire  I  est  égal  à  -  «de  x  (6*  +  O ,  on  pourra 
mettre  cette  équation  sous  la  forme 

et  l'on  voit  que  le  moment  de  torsion  Vp  est  en  ndson  inverse  du 
moment  d'inertie  polaire  I,  et  non  en  raison  directe  comme  le  voudrait 
la  théorie  de  Coulomb  étendue  aux  sections  non  circulaires. 

177.  La  même  formule  s'i^lique  à  des  sections  de  toute  forme, 
nooyennant  qu'on  fasse  varier  le  coefficient  numérique.  Voici  quelques 


(1)  De  la  torsion  deêjprismes,  t.  XIV  des  Mémoires  de  Savants  étraDgers.  —  Navier, 
Résumé  des  leçons  de  PÉcole  des  ponts  et  chaussées,  8*  édition,  1 1;  art.  V.  Notes, 
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valeurs  de  ce  coefficient  données  par  M.  de*Saîiit«VeDaDt  : 

Rectangles» 

Rapport  des  oftiés.     6  s  e,      6  sas  Se,      6  a  4c,     6  s  8c, 
Coeffîdeat.  ....      0.0234        0,023S,        0|0249        0|0260; 

Section  carrée  à  angles  arrondis. 

Coefficient  0,023S; 
Section  de  rail  à  double  champignon. 

Coefficient  variable  de  0,0232  à  0,0239; 
Triangles  isoseètês^  secteurs  circuiaires^  pleins  ou  étidèi* 
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Coefficient  variable  de  0,0jt33  à  0,0245. 

178,  M*  Bousaiiiesq,  rqpreiuiDt  la  queslira,  a  signalé  une  analogie 
intéressante  entre  le  problème  de  la  torâon  dea  prismes  et  le  pro- 
blème du  moavemeiit  régulier  d'un  liquide  qm  aurait  pour  section 
iotérieure  la  aeetipu  du  prisme,  lorsqu'on  tient  compte  dd  la  fiscosité, 
et  des  vitesses  relaUves  des  filets.  Les  deux  problème»  se  traiteiit 
|iar  les  mêmes  équations*  Si  sur  la  aecttoo  droite  du  tuyau  oa  ccm-' 
struit  la  surface  représentative  des  viiesses^  cette  surfine  s*appuiera 
sur  tout  le  pourtour  de  la  section,  là  où  ks  viteasea  sont  sensiUe- 
ment  nulles,  etamra  one  ordonnée  maximum  à  l'endroit  du  filet  cen- 
tral. Le  glissement  mutuel  des  filets  est  représenté  en  chaque  point 
par  la  pente  de  la  sor&ce  par  rapport  au  plan  de  la  section.  Le  glis* 
sèment  est  plus  grand,  par  conséquent,  là.  o&  la  pente  est  plus  raide, 
c'est-à-dire  là  où  le  bord  de  la  section  est  plus  voisine  du  filet  cen* 
tnd.  La  môme  cbose  a  Mea  dans  la  tornon  du  prisme.  Considérons, 

par  exemple,  une  sec- 
tion rectangulaire,  dé- 
finie par  ses  médianes 
AB,  CD.  La  surface  re- 
présentative des  glis- 
sements mutuels  aura 
daos  le  plan  AB  une 


Fiff.  174 
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coupe  ao'h  de  forme  parabolique,  et  il  en  sera  de  même  pour  le 
plan  CD,  sauf  que  la  parabole  co"'à,  aura  la  même  montée  pour  une 
base  moindre.  Il  en  résulte  que  les  points  les  plus  fatigués  dans  la 
torsion  sont  les  points  G  et  D  du  pourtour  qui  sont  les  plus  rappro- 
chés de  Taxe  central  0,  et  non  les  points  A  et  B,  pour  lesquels  les 
glissements  mutuels  des  fibres  sont  moindres. 

La  formule  de  la  section  elliptique,  lorsqu'on  y  fait  b  =  c^  ra- 
mène la  formule  de  la  section  circulairOi  et  les  deux  théories  sont 
â*accord  dans  ce  cas. 

i  79.  Remarquons  d'ailleurs  que,  lorsqu'une  pièce  est  destinée  à 
subir  des  efforts  de  torsion,  on  est  instinctivement  conduit  à  lui  don- 
ner une  forme  voisine  de  la  forme  circulaire,  et  qu'alors  la  théorie  élé- 
mentaire de  la  torsion  fait  connaître  les  limites  de  sa  déformation 
avec  une  suffisante  exactitude. 

Les  lacunes  de  la  théorie  ont  donc  plus  d'importance  au  point  de 
vue  sdentifique  qu'au  point  de  vue  des  applications. 

180.  La  torsion  est  la  dernière  déformation  élémentaire  que  nous 
ayons  à  étudier,  et  nous  pouvons  résumer  comme  il  suit  Fensemble 
des  opérations  à  fiEÛre  pour  trouver  la  répartition  principale  des  efforts 
dans  un  solide  soumis  à  des  forces  quelconques,  et  les  déformations 
élémentaires  que  ce  corps  a  à  subir. 
Soit  ABCD  une  pièce  prismatique  en  équilibre.  Goupons-la  par  nn 

plan  transversal  AB,  et  soit  A'B'  la  section  de 
la  pièce  par  ce  plan  rabattue  sur  le  papier. 
Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, l'un  OZ,  mené  par  le  centre  de  gravité 
P  de  la  section  perpendiculairement  à  son  plan, 
les  autres  O'X,  OT,  menés  par  le  centre  de 
gravité  dans  le  plan  de  la  section,  suivant 
la  direction  des  axes  principaux  de  l'ellipse 
d'inertie. 

Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  por- 
tion du  corps  située  au-dessus  du  plan  AB,  sont 
tenues  en  équilibre  par  les  forces  moléculaires 
développées  dans  ce  plan  AB.  Nous  pouvons  réduire  les  forces  exté- 
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rieures  à  trois  forœs  X,  Y,  Z,  appliquées  au  point  0  et  dirigées  sui- 
vant les  trois  axes,  et  à  trois  couples  L,  M,  N,  situés  respectivement 
dans  les  plans  coordonnés,  YOZ,  ZOX,  XOY.  Nous  n'avons  considéré 
jnsqu'à  présent  que  deux  espèces  de  forces  moléculaires  développées 
dans  une  section  plane:  Tune  est  une  résistance  à  l'effort  tranchant, 
qui  se  développe  dansleplan  delasectionparallèlementàunedirection 
définie  ;  l'autre  est  une  force  provenant  de  l'extension  ou  de  la  corn* 
pression  des  fibres,  et  on  l'introduit  dans  le  calcul  eu  admettant 
qu'elle  est  en  chaque  point  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  de 
ce  point. 

Décomposons  les  résistances  à  l'effort  tranchant  développées  par 
chaque  élétnent  de  section,  en  deux  forces  parallèles  aux  axes  OX  et 
OY,  et  appelons  T.  la  somme  des  composantes  dirigées  suivant  l'axe 
OX,  et  Ty  la  somme  des  composantes  dirigées  suivant  l'axe  OY. 

La  résistance  R  par  unité  de  surface,  normale  à  la  section  AB,  est 
par  hypothèse  exprimable  par  une  fonction  linéaire  des  coordonnées 
du  point  d'application,  et  nous  poserons  par  conséquent 

R  =  Aa;+By+C, 

A,  B,  G  étant  des  coefiicients  indéterminés. 

Écrivons  les  tàx  équations  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures 
et  les  forces  moléculaires  : 

T«  =  X  éqaation  des  composantes  parallèles  à  Taxe  des  x, 

Tf  =  Y  id.                                  des  y^ 

JJ  Hdxdy  =r  Z  '           ûî.                                   des  z, 

l^Rydady=z  L  éqaations  des  moments  autocrr  de  Taxe  OX, 

J J  Kedxdf/  =  M  id.                        de  Taxe  OY, 

V,— T,ry,  =  N  id.                       de  Taxe  OZ. 

Les  coordonnées  ^por^i  sont  celles  de  l'un  des  points  de  passage  de 
la  résultante  des  efforts  tranchants. 

« 

Les  cinq  premières  équations  nous  donnent  les  composantes  de 
l'effort  tranchant  total,  et  les  trois  coefficients  A,  B,  et  G  de  la  pres- 
sion normale  par  unité  de  suiface.  La  sixième  est  l'équation  de  la 
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• 

droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  de  tous  les  efiorts  tran- 
chants ;  si  le  moment  des  forces  par  rapport  à  l'axe  OZ  est  nul,  de 
telle  sorte  qu'il  n'y  ait  pas  torsion,  la  résistance  à  l'effort  tranchant, 
ou  la  résultante  des  forces  T.»  T^,  passe  par  le  centre  de  gravité  0  de 
la  section. 

Si  N  n'est  pas  mil«  il  y  a  torsion  ;  dans  ce  cas  les  forces  T.,  T,,  an 
lieu  d'être  appliquées  an  point  0,  sont  appliquées  en  un  point  âP,«  y^ 
et  en  les  transportant  au  point  0  parallèlement  à  eiles-mëmea,  on 
donne  naissance  à  deux  couples,  qui  se  composent  en  un  seul 

faisant  équilibre  ao  couple  N* 

Introduisons  la  valeur  deB  dans  nos  équations.  Nos  hypothèses  sur 
la  position  et.  la  direction  des  axes  OX,  0T«  nous  doonenti 

\\xdxdy  =  0,  \\ydxdy=:0,  \\xydxdy  =  0. 

Posons  de  plus  s 

)i  viendra  pour  déterminer  nos  iDOomiues  les  rix  équations  ré- 
duites : 

c:û  =  z 

BI«  =  L 

Aly   =   M  • 

Dans  le  cas  où  les  forces  X  et  Y  senûem  nulles  ensemble,  T«  et  T, 
seraient  aussi  nuls,  et  les  efforts  tranchants  se  réduinâent,  non 
pas  à  une  force,  mais  à  un  couple  dont  le  moment  soraii  ^al  à  N. 
Ce  cas  narticolier  n'a  donc  rien  d'embarrassant. 
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Cherchons  la  déformation  subie  par  le  solide.  Pour  cela,  consi- 
dérons, dans  le  prisme  à  Fétat  naturel,  la  tranche  comprise  entre  le 
plan  de  la  section  ÂB  et  un  plan  A"B^\  parallèle  et  infiniment  voisin. 
Les  forces  X  et  Y  tendent  simplement  à  faire  glisser  la  tranche  sur 
le  plan  AB.  On  admet  que  ce  déplacement  est  négligeable. 

La  force  Z  produit  une  compresaioo  on  une  extension,  c'est-à- 
dire  rapproche  ou  éloigne  le  plan  k!'Yl'  du  plan  AB. 
I    Les  couples  L  et  M  domiem  cbacuD  use  flexion  particulière,  et 
^ces  deux  déformations  élémentaires  se  composent  pour  &dre  bascu* 
1er  autour  d^une  certaine  droite  le  plan  A^B^. 

Le  couple  N  produit  une  torsion  autour  de  Taxe  du  prisme,  et 
taid  à  changer  Torientâtion  de  la  section  t^  par  rapport  à  la  sec- 
tion AB,  en  lui  faisant  décrire  dans  son  plan  un  petit  angle  autour 
de  son  centre  de  gravité» 

Nous  a¥ons  montré  comment  on  pouvait^  &  l'aide  des  deux  coeffi« 
cients  d'élasticité  E  et  G,  calculer  les  déformations  élémentaires 
provenant  de  ces  efforts  de  compression»  de  flexion  A  de  torsion  ; 
après  les  avoir  déterminées  séparément,  on  les  composera  enseail)le 
par  les  règles  de  la  cinématique  ;  le  calcul  intégral  pemeitra  ensuite 
de  trouver  la  forme  d'une  portion  finie  du  solide*  On  peut  reoiarquet 
que  la  déformation  des  pièces  courbes  se  prêterait  à  une  décompo* 
BtioB  .tout  à  fiât  identique* 


SUPPLÉMENT  AU  LIVIŒ  Ifl. 


nOTI  SUR  l'ÉCOCLBMBMT  DBS  CORPS  SOLIDBS* 


181.  La  théorie  de  Y4couiement  des  corps  solides^  récemment  fondée  par  les  recberchea 
de  M.  Tresca,  parait  étrangère  à  la  résistance  des  matériaux,  puisqu'elle  a  en  ^ae 
des  déformations  permanentes,  qui  s'opèrent  en  dehors  des  limites  de  l'élasticité.  Il  con- 
fient toutefois  d'en  dire  un  mot  ici,  parce  qu'elle  Jette  un  grand  Jour  sur  les  phéno- 
mènes observés  dans  diverses  opérations,  telles  que  le  cisaillement,  le  poinçonnage,  la 
préparation  des  méUux  à  la  forge  ou  au  laminoir,  le  passage  à  la  filière  (^  S),  et  qoe 
de  plus  elle  conduit  à  la  détermination  précise  de  certaines  constantes  spécifiques 
qu'on  ne  pourrait  pas  définir  exactement  en  considérant  seulement  les  déformations 
infiniment  petiles. 

Si  l'on  Imagine  un  corps  solide  dont  la  surface  est  soumise  à  des  pressions  graduel- 
lement croissantes,  la  limite  d'élasticité  est  bientôt  dépassée,  et  le  coefficient  d'éias* 
ticité,  qui  s'était  Jusque-là  maintenu  sensiblement  constant  décroît  de  plus  en  plus 
rapidement  à  mesure  que  la  pression  extérieure  s'élève.  Le  corps  entre  alors  dans  une 
période  d'élasticité  Imparfaite.  Si  l'on  augmente  encore  la  pression,  l'éiasticlté  dispa- 
raît entièrement,  et,  sous  l'influence  des  pressions  qu'il  subit,  le  solide  se  comporte 
comme  un  réritabie  liquide  :  il  devient  susceptible  de  couler.  M.  Tresca  a  donné  le 
nom  de  période  de  fluidité  à  cet  état  moléculaire,  dans  lequel  le  coefficient  d'élasticité 
est  réduit  à  téro,  et  où  toute  trace  d'élasticité  a  effectivement  disparu.  La  pression 
de  fluidité  est  lapins  petite  pression  par  unité  de  surface  nécessaire  pour  produire  uo 
telrémlUt. 

Le  principe  général  de  la  théorie  de  l'écoulement  des  solides  peut  étie  formulé  en 
«es  termes: 

Toutes  les  fois  qu'une  pression  est  exercée  sur  un  corps  solide,  cette  pression  tend 
à  déterminer  un  écoulement  relatif  des  molécules,  qui  doivent  se  mouvoir  chacune  dans 
ia  direction  où  la  résistance  à  son  mouvement  est  la  moindre, 

182.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  de  cette  théorie,  nous  traiterons  le 
problème  suivant,  que  nous  empruntons  au  cours  de  M.  Tresoa  à  PËcole  centrale  des 
arts  et  manufactures. 

Soit  Aâ'B'B  on  cylindre  très  résistant,  dans  lequel  se  meut  un  piston  P.  Sous  le 
piston  on  place  un  bloc  de  plomb  remplissant  exactement  le  cylindre;  une  ouverture 


Fig.  176. 


circulaire  CD  est  pratiquée  au  centre  de  ia  paroi  infé- 
rieure AA',  de  sorte  qoe  le  piston  P,  en  refoulant  le 
bloc  de  plomb,  force  les  molécules  à  s'échapper  par  cet 
orifice  CD,  sous  forme  d'un  Jet  cylindrique  GDEF,  con- 
centrique au  cylindre  AA'B'B. 
Désignons  par 

a  le  rayon  du  cylindre  AA'; 
5  le  rayon  de  l'orifice  circulaire  CD; 
H  la  distance  de  la  (àce  Inférieure  BB'  du  piston  au 
fond  AA'^  quand  on  commence  à  comprimer  le 
bloc  de  plomb; 
«  la  distance  de  la  même  face  an  fond  AA'  quand 

le  piston  a  parcouru  un  certain  chemin; 
y  la  longueur  CE  du  Jet  qui  correspond  à  cet 
pace  décrit  par  le  piston. 
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L'expérieDce  montre  que  le  poids  spéciflqae  de  la  matière  comprimée  reste  constant 
malgré  la  comitresslon  subie,  grftce  à  Fécoulement  incessant  qui  s'opère  par  i'orlflce  CD. 
Si  donc  le  piston  descend  de  la  quantité  Bà^=z—da,  le  Jet  doit  s'allonger  d'une  quaiitité 
Jùessdy,  telle  que  Ton  ait  Téquation 


TlMff  +  «a%fx^  0. 


(0 


Mais  il  est  clair  que  le  inouvfmont  des  molécules  s'est  opéré  de  proche  en  proche  : 
les  molécules  de  la  tranche  BB'6&'  n'ont  pas  traversé  la  massa  entière  pour  aller  se 
ranger  dans  la  tranche  EFe/*.  En  réalité,  rahaissemeot  Bb  du  piston  fait  rentrer  dans  le 
bloc  les  molécules  de  la  tranche  BVbb'i  ces  molécules  y  exercent  une  compression  qui  se 
transmet  au  pourtour  du  cylindre  central  CGEb^  c'est-Â-dlre  du  cylindre  obtenu  en  pro- 
longeant à  l'intérieur  du  bloc  le  cylindre  formé  par  le  Jet;  et,  conformément  ao  prin- 
cipe ci-dessus  posé,  la  compression  subie  par  le  cylindre  central  fait  Jaillir  au  dehors, 
par  l'orlflce  libre»  un  volume  de  matière  égal  au  Yolume  qu'elle  lui  fait  perdre  par 
réduction  de  son  rayon.  L'abaissement  B6  produit  donc  la  transformation  du  cylindre 
GGDH  dans  le  cylindre  plus  petit  gcdh,  et  révacuatlon  d'une  tranche  Cïkfd'  de  volume 
égal  à  l'anneau  cylindrique  compris  entre  les  deux  cylindres.  La  condition  de  constance 
do  poids  spécifique  donne,  en  appelant  -~  db  la  diminution  G^  du  rayon  du  cylindre 
centra],  l'équation 


2iM6  X  X  =  ic(a*  —  6*)cfx. 


(2) 


Or  le  cylindre  eentral  pent  être  considéré  comme  formé  d'une  infinité  de  cylindres 
de  même  axe,  qui  subissent  tous  une  compression  latérale  transmise  de  proche  en 
proche.  Désignons  par  r  le  rayon  d'un  de  ces  cylindres;  ce  rayon  subira  une  diminution 
représentée  par  —  dr,  et  l'on  est  conduit  à  admettre  que  la  contraction  simultanée  de 
tous  les  rayons  concentriques  n'altère  pas  les  rapports  de  leurs  rayons^  ce  qui  revient  à 
exprimer  que  la  diminution  de  chaque  rayon  est  proportionnelle  au  rayon  lui-même. 
On  a  dans  cette  hypothèse 


efr^db 
T""  b' 


W 


183.  Ces  équations  permettent  de  résoudre  le  problème  suivant,  qui  servira  à  vérifier 
perdes  observations  direetes  les  hypothèses  sur  lesquelles  la  solution  est  éuhlle  t  Que 
devient  dans  le  jett  arréié  à  un  inêlant  quelconque^  le  cylindre  eentral  qu'en  pouvait 
concevoir  dans  le  bloc  au  commencement  de  Vexpérienee? 

Au  commencement  de  l'expérience,  la  longueur  du  Jet  est  nulle,  et  le  cylindre  eentral 
primitif  est  projeté  sur  la  figure  entre  les  lignes  CG,  DH.  Lorsque  le  piston  est  descendu 

en  B|B'|,  ceeylindre  primitif  C6HD  s'est  transformé 
en  nn  volume  ECiG]IIiD|Fy  dont  une  partie,  6ilI|D|C], 
encore  comprise  dans  rintérienr  du  bloc,  a  conservé 
la  forme  cylindrique,  tandis  que  Tantre,  G,D|lfE, 
comprise  dans  le  Jet,  a  des  diamètres  gradneliement 
croissants  de  l'orifice  au  bout  du  Jet  EP,  point  où 
le  diamètre  variable  est  égal  an  diamètre  de  l'orifice. 
Soit  r  le  rayon  de  la  partie  cylindrique;  x  étant 
la  dislance  ABt,  on  pourra  appliquer  an  cylindre 
C,G,fI|Di  et  au  cylindre  eenUal  actuel,  GGH'D  les 
équations  ())  et  (3);  il  viendra,  en  éltminant  db 
entre  ces  deux  équations,  la  relation 


on  bien 


dx  dr 
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dont  rintégntieD  domn 

en  obserrant  quc^  poar  a;  s  H,  on  a  r  as  5. 


Done 


Cette  égaatton  fait  connaître  la  position  de  la  gënératrtoe  drdlte  CiG|.  \ 

Pour  trouver  l'équation  de  la'  courbe  G|E  qui  y  liait  suite»  olMflrîons  que  chaqœj 
déplacement  —  <fo  du  piston  accroît  le  Jet  d*nne  longueur  dy  donnée  par  féqiu- 
tlon  (1).  Or  dans  ce  Jet  élémentaire  le  transformé  du  cylindre  central  primitif  fournit - 
un  petit  cylindre  de  rayon  r  et  de  longueur  dy.  Rapportons  la  courbe  EC^  aux  axes  W 
et  OEy  le  premier  serrant  à  compter  les  abscisses  y^OL,  le  second  les  ordonnées 
r  =:  LC^.  Il  suffira  pour  avoir  Tëquatlon  cherchée  d'exprimer  r  en  fonction  de  y,  on  de 
remplacer  dans  l'éipiation  (4)  x  par  sa  valeur  en  y  déduite  de  l'équation  (1).  Il  vient,  en 
effet,  en  intégrant  réqoation  (1  ),  aoas  la  condition  que  l'on  ait  à  la  fois  y = 0  et  a;  =  V, 

finmlnaftl  «  entre (4)  «t^,U  vient 


='-a 


pour  l'équation  de  la  méridienne  EGi. 

On  peut  aller  plus  loin,  et,  en  exprimant  l'égalité  des  volumes»  tronver  quelle  fbrme 
RFMN  prend  daas  le  Jet  me  tranche  qneIcMiqae  ODmii  du  cgrlindm«entsal  primitif. 

Peur  fértfter^s  tésullata,  «a  te  aerTin  d'wi  bloc  de  ploMb  àéom^é  d'avance  aal- 
ittnt  la  fome  ezftérienre  4u  eylindre  oentml  primitif;  rexpérianoi  Jaatifle  le  eainil  en 
faisant  retrouver  au  centre  du  J«tla  matière  de  «•  «yHsrfndsianBfe  «nivant  la  aar- 
face  éè  FévotolkMi  kMlIqaéa  par  la  théorie. 

M.  Tnsea  avarié  eél  «ipérIeiMeB  de  bien  des  annlàrek  H  a  apéié  anr  éee  >e^«  crens, 
et  a  nconnu  la  fénsatkm  de  vidas  oanune  eeox  que  produit  Tentrainement  de  l'air 
dams  r^coulenBeot  des  llqoldea  par  des  trompée  otttUanes,  L'éeonlement  dea  solides^ 
scMM  des  presaiMsasBflB  gnmdes  pour  le  proveqMr,  est  en  résumé  tout  à  fait  analogue 
à  l'^oaulemeat  d«s  fluides;  on  y  vstiwive  toslas  les  clrcomtances  aoeeseoires,  Jusqu'au 
pbéneiéiie  de  la  oontnoefiM  de  /a  veimê. 

184.  L'application  du  principe  de  la  moindre  résistaneennd  compte  de  certaines  par- 
Ucidarités.  Far  esLemple,  al  l'on  peroe  avec  an  potaçon  une  plaque  de  plomb  prise  entre 
deux  Futaoea  tésIstanSes,  ful  laiasent  seuleaieot  libre  le  passage  de  routil  perfolrateor, 
la  débmichare  sÉdenaa  n'aaum  paa  l'épati^seur  de  la  plaque;  les  molécules  supérieures, 
rafonlécs  directement  par  la  petoçon,  rencontrent  la  résistance  dea  moiéculea  situées 
au-dessas»;  eUea  tendent  à  glisser  latéralement,  et  à  rentrer  dans  le  bloc;  les  molécules 
inférieures,  au  contraire,  n'ont  paa  à  vaincre  la  même  résistance  et  sont  chassées  diree- 
tement  à  l'extérieur.  Aussi  lorsqu'on  substitue  au  bloc  une  pile  de  plaques  d'égale  épais- 
seur et  de  même  érpalsaeor  totale,  la  déboochure  te  compose  d'on  égal  nombre  de 
disqqes,  dont  les  supérieurs  sont  très  amincis  par  la  compression,  tandis  que  les  Infé- 
rieurs conservent  sensiblement  leur  épaisseur  primitive.  Il  faut  tenir  compte  de  ce 
phéDomène  quand  on  vent  oMsurar  la  résistance  d'un  métal  au  cisaillement.  Si  Ton 
enfonce,  par  exemple,  un  poinçon  dans  une  pièce  métallique,  la  première  résistance 
rencontrée  par  l'outU  est  uniquement  due  à  la  compression  de  la  matière.  La  résistance 
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ao  clnlllement  ne  commence  à  Intervenir  que  lorsqu'une  déboucbure  commence  à 
ippenltre  sur  la  face  inférieure  de  la  pièce,  et  elle  a  pour  mesure  le  produit  de  la 
lorfaee  réellement  cisaillée  au  pourtour  de  la  déboucbure  par  une  constante  spécifique, 
qui  n'est  autre  que  la  pretnon  de  fluidité. 

On  choisit  le  plomb  de  préférence  aui  autres  métaux  pour  cette  série  d'expériences 
parce  que  c'est  de  tous  les  métaux  usuels  celui  qui  a  la  pression  de  fluidité  la  plus 
basse  aux  températures  ordinaires.  Elle  est  égale  à  2  x  10"  kilogrammes  par  mètre 
carré,  soit  2  kilogrammes  par  millimètre  carré. 

186.  On  trouYcra  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadémie  des  sciences  du  29  oc- 
tobre i88S,  une  étude  de  M.  Tresca  sur 


Fîg.  i7S. 


OlBRSSS^^^^ 


la  déformation  géométrique  d'un  parallé- 
lépipède rectangle,  écrasé  entre  deux  cales 
planes  couYertes  de  stries  et  soumis  à  l'al- 
longement dans  une  seule  direction. 

Soient  OX  et  OY  les  pians  médians 
du  bloc  rectangulaire,  dont  le  quart  est 
représenté  en  OQMN. 

Si  l'on  écrase  le  bloc  en  rapprochant  le 
plan  strié  MN  du  plan  moyen  OQ  jus- 
qu'à la  position  mn,  le  point  L  de  la  base 
supérieure  descend  verticalement  en  L, 
et  les  molécules  situées  à  l'origine  sur  la 
droite  L/S  se  répartissent  sur  une  ligne 
brisée  In'rs,  formée  de  /  en  n'  par  un  arc 
d'hyperbole  équilatère,  de  n!  en  r  par 


one  borisuutale,  et  de  r  en  «  par  une  verticale  :  de  sorte  que  la  surface  OSLN  se 
tiansforme  eo  une  surface  équivalente  Oam7n.  La  base  MN  s'est  transportée  paral- 
lèlement en  mn^  et  le  volume  du  bloc  n'a  pas  sensiblement  changé. 

Quand  on  emboutit  une  surface  métallique  plane,  sans  faire  varier  son  épaisseur, 
les  aires  se  conservent ,  puisque  la  densité  ne  change  pas;  si  la  déformation  ne  va 
pas  Jusqu'à  la  déchirure  du  métal,  on  aura  résolu  mécaniquement  le  problème  de  la 
conservation  des  soperflcies  ao  passage  de  la  forme  plane  à  la  forme  courbe.  Si, 
par  exemple,  on  réalise  une  portion  de  surface  sphérique  d*égale  épaisseur,  et  qu'on 
la  déforme  Jusqu'à  la  rendre  plane,  en  évitant  toutefois  les  déchirures  des  bords,  on 
■ara  réalisé  sur  le  plan  le  système  de  cartes  isosphériques  de  Lambert  ou  de  Lorgna. 

Signalons  encore,  dans  les  Comptes  rendus  du  H  Janvier  1878,  une  application  Ingé- 
nieuse, faite  par  M.  Maurice  Lévy,  du  théorème  de  Gauss  sur  la  courbure  totale 
des  surliiees  â  la  déformation  d'une  feuille  de  tèle  emboutie.  SI  l'on  a  une  feuille 
de  tèle  courbée  en  cylindre,  et  qn'on  l'emboutisse  légèrement^  de  manière  à  lui  donner 
deax  courbures,  on  pourra  observer,  en  ouvrant  la  surface  suivant  la  transformée 
d'ooe  des  génératrices  primitives,  que»  si  l'on  réduit  la  courbure  des  parallèles,  on 
augmente  du  même  coup  la  coarbnre  des  méridiens,  et  cet  effet  se  produit  sans 
eifort  sensible,  au  moins  tant  qu'on  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite  de  déformation. 

M.  Mauriee  Lévy  remarque  qu'il  y  a  là  un  fait  géométrique ^  et  non  un  fait 
dépendant  de  rélastlcité  do  métal.  En  eflét,  puisque  l'effort  développé  est  sensi- 
blement nol,  les  sorfaces  successives  que  Pon  obtient  sont  telles,  que  les  longueurs 
des  lignes  qu'on  peut  eoneevoir  tracées  sur  la  surface  ne  subissent  aucune  variation. 
Tontes  ces  snrftioes  sont  done  applicables  les  unes  sur  les  autres,  et  d'après  le  théo 
rème  de  Gaoss,  le  produit  RB'  des  rayons  de  courbure  principaux  reste  le  même  pour 
toutes.  Si  donc  l'un  des  rayons  R  augmente,  l'autre  R'  doit  diminuer. 

Si,  par  exemple,  on  cherche  à  redresser  par  un  petit  effort  un  tuyau  cylindrique  courbe, 
k  section  du  tnyau  ne  peut  conserver  sa  forme  circulaire,  et  prend  une  forme  elliptique. 

On  trouvera  une  démonstration  du  théorème  de  Gauss  dans  les  Comptes  rendus  du 
2  mal  1881  ;  elle  est  due  à  M.  Paye  et  repose  sur  la  considération  de  récraseineut  sur  un 
plan  du  cène  formé  par  les  cordes  d'une  surface,  aboutissant  à  findlcatrice. 


I  •  • 
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IDÉE  GÉNÉRAL!  DU  PROBLÈMI   R  DES   MtTHODSS  lllPU>YÉEf 

POUR  LB  RÉSOUDRE» 

186.  Les  méthodes  exposées  dans  notre  livre  second  permettent 
à  la  rigaeur  de  résoudre  tous  les  problèmes  relatifs  à  Téquilibre  et 
à  la  flexion  d'une  poutre  droite  posée  sur  plusieurs  appuis.  Mais 
elles  conduiseot  à  des  calculs  extrêmement  pénibles  lorsque  le 
nombre  des  appuis  est  très  grand.  On  possède  aujourd'hui,  poor 
résoudre  les  questions  de  ce  genre,  qui  se  rencontrent  très^fréquem- 
ment  dans  la  pratique  des  grands  travaux,  une  méthode  beaucoup 
nlus  él^ante  et  beaucoup  plus  rapide,  dont  les  principes  ont  été 
posés  par  CSapeyroo,  et  qui  a  reçu  de  M.  Bertot,  ingénieur  civilt 
une  transformation  des  plus  heureuses,  adoptée  immédiatement  et 
développée  par  Qapeyron  lui-même. 

Rappelons  d*abord  Tancienne  méthode. 

Considérons  une  poutre  droite  de  n  travées,  c'est-à-dire  posée  sur 
n  +  1  appuis  sensiblement  de  niveau,  et  sollicitée  dans  chaque 

23 
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travée  par  une  charge  également  répaitie.  Les  réactions  des  appuis 
sont  inconnues;  elles  sont  au  nombre  de  n  +  i.  On  partagera  la 
poutre  en  autant  de  tronçons  qu'il  y  a  de  travées,  et  Ton  aura  pour 
chacune  une  équation  di£férentielle  délinissaùt  la  forme  de  la  fibre 
neutre  après  la  déformation.  L'intégration  de  ces  n  équations 
différentielles,  qui  sont  du  second  ordre,  introduira  2n  constantes 
arbitraires,  qui  restent  à  déterminer.  Le  nombre  total  des  inconnues 
est  donc  : 

Réactions n  +  i 

Constantes  arbitraires 2  n 


En  tout.  •  •    3n+  I 

Pour  trouver  les  valeurs  de  ces  3n  +  i  incQnniies,  on  a  3n  +  i 
équations.  En  effet,  dans  chaque  travée  la  fibre  neutre,  après  la  dé- 
formation, doit  passer  par  les  deux  appuis  qui  limitent  la  travée; 
cette  double  condition  à  laquelle  chaque  travée  est  assujettie,  four- 
nit deux  équations  par  travées,  ce  qui  fait  sn  équations  pour  la 
poutre  entière.  De  plus,  deux  travées  consécutives  se  raccordent 
tangentiellement  sur  l'appui  commun,  ce  qui  introduit  encore  n  —  i 
équations  de  condition.  Enfin  il  faut  joindre  les  deux  équations 
fournies  par  la  statique,  et  qui  expriment  que  la  somme  des  réac- 
tions des  appuis  est  égale  à  la  somme  des  charges  de  la  poutre,  et 
qu'il  y  a  égalité  entre  les  moments  de  ces  deux  groupes  de  forces. 
On  a  ainsi: 

Pour  les  points  connus  de  Taxe  neutre %n  équations 

Pour  le  raccordement  sur  les  appuis  intermédiaires.  .  .    n — 1 
Pour  réqoilibre  des  forces  extérieures. % 

En  tout.  .  •    3n  +  1 

Le  problème  est  donc  déterminé  ;  on  peut  observer  de  plus  que 
les  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  toutes  les  incon-i 
nues,  de  sorte  que  la  détermination  de  leurs  valeurs  rentre  dans  les 
problèmes  que  l'algèbre  élémentaire  permet  de  résoudre.  Mais  ce 
qui  rend  inapplicable  cette  méthode  si  simple  au  point  de  vu» 
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abstrait,  c'est  le  nombre  des  équations  à  résoudre.  Par  exemple 
pour  n  =  7,  nombre  qui  n'est  pas  bien  grand,  3n  +  i  est  égal  à  ss  ; 
de  sorte  que,  pour  faire  le  projet  d'une  poutre  de  sept  travées,  on 
lerait  conduit  à  résoudre  vingt-deux  équations  du  premier  degré  à 
vingt-deux  inconnues,  opération  extrêmement  laborieuse. 

Parmi  les  travaux  faits  pour  simplifier  cette  méthode,  on  doit 
;n3entionner  une  étude  très  remarquable  de  H.  Piarron  de  Mondésir, 
ngénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  qui  est  parvenu  à  poser 
des  formules  générales  donnant  directement  les  valeurs  des  réac- 
tions des  appuis  (i). 

Les  méthodes  de  Ciapeyron  réduisent  de  beaucoup,   par   un 
choix  convenable  des  inconnues,  le  nombre  des  équations  simulta^ 
nées  à  résoudre.  Son  ancienne  méthode  consistait  à  prendre  pour 
inconnues  les  moment^  fléchissants  sur  les  appuis,  et  les  angles  très 
petits  formés  aux  mêmes  points  par  la  fibre  neutre,  après  sa  défor- 
mation, avec  Taxe  neutre  primitif.  Les  angles  sont  au  nombre  de 
^  +  I,  tandis  que  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis  sont 
seulement  au  nombre  de  n  —  j ,  car  les  moments  fléchissants  sont 
nuls  sur  lee  appuis  extrêmes.  Le  nombre  des  inconnues  s'abaisse 
ainsi  de  3n  +  i  à  sn«  Les  équations  prennent  dans  ce  système  une- 
forme  simple,  qui  se  prête  à  une  résolution  facile. 

Le  théorème  des  trois  moments^  découveit  par  M.  Bertot  en  i855, 
a  fait  faire  un  nouveau  progrès  à  la  méthode,  en  éliminant  les  angles 
de  déviation  de  la  fibre 'neutre  sur  les  appuis,  et  en  réduisant  le 
nombre  des  inconnues,  et  le  nombre  des  équations,  au  nombre  n  —  i 
des  moments  fléchissants  sur  les  appuis  intermédiaires.  Ce  théorème 
est  d'ailleurs  susceptible  de  généralisation  et  peut  s'appliquer  à  une 
distribution  quelconque  de  charges  dans  l'étendue  des  travées. 

Nous  assimilerons  quelquefois  dans  ce  qui  suit  la  poutre  droite 
continaé  à  un  pont  jeté  sur  une  rivière,  et  par  suite,  nous  donnerons 
le  nom  de  cuUes  aux  deux  appuis  extrêmes,  et  le  nom  de  piles  aux 
appuis  intermédiaires.-  Le  nombre  des  tracées  étant  égal  à  n,  il  y 

a  fi  ^  1  appuis  ;  nous  les  numéroterons  de  i  à  n  +  i ,  en  allant  de 

— • 1—  '  I  -        -         *  -  -    ■ 

(I)  L*ouTrage  de  M.  de  Mondésir  a  été  publié  en  1860,  diei  Danod.  JDnê  seconde ', 
édiUoo  a  para  en  WZ,  chei  GaaUiier*Viliars, 
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gauche  à  droite  sur  l'élévation  de  la^poutrc;  de  sorte  que  l'appui 

n*  1  sera  la  première  culée,  les  appuis  n*  s ^  n*  5, n*  (n)  seront 

les  n  —  1  piles  successives,  et  enfin  l-appui  n*  (n  +  i)  sera  la  der- 
nière culée.  Nous  conviendrons  de  donner  à  la  travée  le  même  nu- 
méro qu'à  son  appui  de  gauche,  ce  qui  donnera  aux  n  travées  les 
numéros  de  i  à  n.  Les  deux  travées  extrêmes  n*  (i)  etn*  (n)  sont 

appelées  les  travées  dérive;  les  autres,  n*  »,  n*  5, n»  (n  —  i), 

sont  les  travées  intermédiaires^  ou  travjées  centrales.  ' 


LE  THÉORÈME   DES  TROIS   MOMENTS. 


187.  Le  théorème  des  trois  moments  peut  s'énoncer  comme  il 

suit  : 
Si  Ton  considère  trois  appuis  consécutifs  A,  B,  G,  et  qu'on  s^pelle 
Fiff.  179.  /,  /,  les  portées  AB,  BG  comprises  entre 

^ ^  le  premier  appui  et  le  second,  entre  le 

*  "  ^    second  et  le  troisième; 

M,  H',  H''  les  valeurs  des  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
A,  B,  G; 

Enfin  p,  p'  les  charges  par  unité  de  longueur  supposées  réparties 
également  dans  les  deux  travées  AB,  BG; 
Les  moments  M,  M't  H"  sont  liés  par  la  relation  linéaire 


j||>f«(i  +  r)M'  +  i'M"  + jpP+ jf/n^o. 


Ce  théorème  donne  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour  déter- 
miner dans  chaque  cas  particulier  les  valeurs  des  moments  fléchissants 
Wi*  1^  appuis,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  la  distribution  des 
charges  entre  les  diverses  travées.  On  remarquera  que  les  longueurs 
/  et  /  entrent  seules  dans  les  coeiTicients  des  moments  inconous 
M»  M  9  M  • 
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Avant  de  démontrer  le  théorème,  il  est  utile  de  poser  un  lemme 
préliminaire  plus  général,  qui  peut  être  regardé  comme  la  base  de 
la  première  méthode  de  Clapeyron. 

Nous  suivrons  la  marche  qui  nous  a  déjà  servi  à  résoudre  le  pro« 

blême  de  la  flexion  d'une  poutre  droite  sur  trois  appuis  (§  94). 

488.  Considérons  une  travée  quelconque  AB,  comprise  entre  deux 

Fig.  180.  appuis  A  et  B;  nous  supposons  que  les  forces 

i  extérieures  et  les  réactions  des  appuis  sont 

verticales.  Après  avoir  coupé  la  poutre  sur 


£ z ? a 

A  ^  **  B 


u  ^   l'appui  A,  on  rétablira  l'équilibre  en  appli- 

quant a  la  poutre  dans  la  section  A  un  couple  égal  au  moment  flé- 
chissant M  qui  existait  avant  la  coupure.  Appelons  A  la  portion  de  la 
réaction  de  Tappui  A  qui  s'exerce  sur  la  travée  AB»  enfin  représentons 
par  une  lettre  |jl  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  don- 
nées qui  s'exercent  sur  la  poutre  du  point  A  à  un  certain  point  G, 
défini  par  son  abscisse  x^  cette  abscisse  étant  mesurée  sur  Taxe 
neutre  de  la  poutre  AB  à  partir  du  point  A  pris  pour  origine  ;  |jl  est 
donc  une  fonction  connue  de  x. 

Le  moment  fléchissant  de  la  poutre  au  point  G  sera  donné  par 
l'équation 

Soit  f  Tangle  que  fait  en  A  avec  l'horizon  l'axe  neutre  déformé  ; 
nous  aurons,  en  intégrant  une  première  fois  l'équation  qui  précède , 

El(^-tang9)=Mx  + Jjuix+ÎAx«. 

L'intégrale  T  \kdx  est  une  nouvelle  fonction  de  x  que  nous  repré« 

senterons  par  p  ;  et  nous  aurons  par  suite,  en  intégrant  une  seconde 
fois  , 

EI(y — X  Ung  9)  =  i  Mx«  +  Ç'  fxfac  +  1  ax». 

Dans  ces  équations,  faisons  a;  =  I,  et  appelons  N,  Q,  S,  les  valeurs 
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que  prennent  pour  cette  valeur  particulière  de  la  variable  les  fonc- 
tions (JL,  p  =  \  jjL(te,  et  \  pdUc  ;  pour  cette  même  valeur  a?  =  l,  on  a 

cPy 
y  =  A,  et  El  ^  =  M',  M' désignant  le  moment  fléchissant  au  point  B, 

et  h  la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  poinf  A  ;  soit  encore  f' 
l'angle  que  fait  l'axe  neutre  déformé  avec  l'horizon  au  point  B,  de 

sorte  que,pour  x  =  l^on  ait  -^  =  tang  <p'  ;  il  viendra  les  trois  équar 

tions  : 

M'=M  +  N  +  Ai, 
El  (tang ?'-  tang  .p)  =  M/+  Q  +  I AP, 

EIA  — El/  tang<p  =  5  M/«  +  S  +  1  A/«. 

Éliminons  A  entre  la  première  de  ces  équations  et  la  troisième, 
puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  ;  il  vient 

M' ^  +  EH tangç  =  — i  M/«  +  I NP-> S +  EIA, 
El  ^  tang ç'  +  jEIZ tang (p  =  -iM/»+iû/-S  +  EI^, 

Les  quantités  N,  Q,  S,  qui  dépendent  des  forces  extérieures,  sont 
connues;  au  contraire  M,  M',  tg(p,  tgf'  sont  inconnues,  et  ces  deux 
équations  font  voir  que  M'  et  tgf  '  sont  (Us  fonctions  linéaires  conr 
nues  de  VL  et  tangf,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  distribution  des 
forces  extérieures. 

Pour  revenir  au  cas  ordinaire  où  les  forces  extérieures  données  se 
réduisent  à  des  poids  uniformément  répartis  par  unité  de  longueur, 
à  raison  de  p  kilogrammes  par  mètre  courant ,  il  suffit  d'observer 
qu'on  a  alors  : 
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et  par  suite,  en  faisant  x  =  l  ^ 

D*oû  résultent  enfin  les  deux  équations 

M'  =  -8M-«5îtang,-5pP+5^, 

,  a.  1     ^    u  1    pP    .    3A 

Les  angles  (p  et  ^ \  étant  très  petits,  peuvent  être  pris  pour  leurs  tan- 
gentes, et  Ton  parvient  sdnsi  au  lemme  suivant  : 

«  Le  moment  fléchissant  sur  un  appui  quelconque,  et  Tangle 
«  très  petit  que  forme  en  ce  point  avec  Thorizon  Ja  tangente  à  l'axe 
«  neutre  déformé,  sont  exprimables  par  des  fonctions  linéaires  du 
^  moment  fléchissant  sur  l'appui  précédent,  et  de  l'angle  de  la  tan- 
«  gente  à  l'axe  neutre  avec  l'horizon  sur  ce  même  appui  précé- 
«  dent.  » 

Ce  lemme  fournit  une  méthode  générale  pour  trouver  les  moments 
fléchissants  sur  les  appuis  d'une  poutre  posée  sur  tant  d'appuis 
qu'on  voudra.  En  effet,  appliqué  au  second  appui,  il  conduit  à  expri- 
mer le  moment  sur  cet  appui  et  l'angle  d'inclinaison  de  l'axe  neutre 
déformé,  par  des  fonctions  linéaires  du  seul  angle  f  ^  de  l'axe  neutre 
avec  l'horizon  sur  le  premier  appui  ;  car  le  moment  fléchissant  sur  fe 
premier  appui  est  nul.  Passant  au  troisième  appui,  on  pourra,  par  de 
simples  substitutions,  exprimer  aussi  les  deux  inconnues  M  et  ^ ,  cor- 
respondantes à  cet  appui,par  des  fonctions  linéaires  de  ff^;  et  opérant 
de  la  même  manière  pour  tous  les  appuis  successifs,  on  finira  par 
exprimer  le  moment  fléchissant  sur  le  dernier  appui  par  une  fonc- 
tion linéaire  de  f  j.  Qr  ce  moment  doit  Être  nul.  Il  sufiira  donc  d'éga- 
ler à  zéro  la  fonction  qui  le  représente  pour  avoir  la  valeur  de  <p^  qui. 


344  DÉMONSTRATION 

substituée  dans  toutes  les  expressions  précédemment  troiiTées,  don* 
nera  la  valeur  de  chacune  des  inconnues. 

189.  Le  théorème  des  trois  moments  se  déduit  facilement,  par 
Télimination  des  angles  f,  du  lemme  que  nous  venons  d'établir. 

Soient  A,B>G,  trois  appuis  consécutifs,  et  M,M',M"  les  moments  flé- 
Pi^  181.  chissants  sur  ces  appuis;  appelons 

^ L ^ ï : ^     9'  Tangle  de  Taxe  neutre  avec  l'ho- 

f  B  c     rizon  sur  V  appui  intermédiaire  B.  En 

vertu  du  lemme,  on  poorraezprimer 
M"  par  une  fonction  linéaire  de  If  et  de  f '  ;  par  la  même  raison, 
on  pourra  exprimer  M  par  une  fonction  linéaire  de  M'  et  de  ^ ',  car 
il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  travées  dans  l'ordre  inverse;  le  même 
angle  f  '  se  retrouve,  avec  un  signe  contraire,  pour  les  deux  travées 
qui  aboutissent  au  point  B,  parce  qu'elles  se  raccordent  tangentielle- 
ment  sur  cet  appuL  Entre  les  deux  équations  résultantes,  on  élimi- 
nera (p',  et  l'équation  finale  sera  une  relation  linéaire  entre  VL^W.W* 

Appliquons  cette  méthode  à  une  poutre  continue  posée  sur  des 
appuis  de  niveau,  et  sollidtée  dans  chacune  de  ses  travées  par  des 
poids  uniformément  répartis  ;  p^pf  sont  les  charges  par  unité  de  lon- 
gueur dans  chaque  travée  ;  pour  la  seconde  BG,  nous  n*avons  qu'à 
appliquer  la  relation  trouvée  plus  hau,t: 

Pour  la  première  travée,  on  devra  changer  f'  en  —  9',  puisque 
pour  exprimer  M  en  fonction  de  M',  dh  prend  les  appuis  dans  l'ordre 
rétrograde  ;  au  lieu  -de  l'angle  que  fait  avec  l'horizon  la  tangente  à 
f  axe  neutre  dans  la  travée  BG,  on  doit  prendre  l'angle  que  fait  avec 
l'horizon  le  prolongement  de  cette  tangente,  angle  qui  est  égal  au 
premier  changé  de  signe;  on  aura  donc  la  seconde  équation  : 

■ 


MulUplions  la  première  par  f,  la  seconde  par  I  et  ajoutons  ;  Tan- 
gle  f'  s'éliminCt  nous  obtenons  l'équation 
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M/+2M'(/  +  Z')  +  M'Z'+ JpZ«  +  Jp7'»=:0,  (I) 

et  le  théorème  des  trois  moments  est  démontré. 

On  trouverait  une  relation  linéaire  de  forme  analogue  entre  les 
trois  moments  M,  M\  M",  d^s  le  cas  général  où  les  forces  seraient 
répartie?  d'une  manière  quelconque,  et  où  il  y  aurait  de  petites 
différences  de  niveau  entre  les  divers  appuis  (i)«  Hais  nous  nous 
bornerons  à  examiner  dans  ce  qui  suit  le  cas  de  la  répartition  uni- 
forme des  charges  dans  chacune  des  travées. 

100.  Au  lieu  d'éliminer  les  angles  f ,  on  pourrait  chercher  une  re- 
lation liné^re  entre  ces  angles  pris  sur  trois  appuis  .consécutifs.  Pour 
cela  appliquons  la  formule 

^  *"      ''^      2  El  "      24  El  "*■  T  ' 

d'abord  à  la  travée  BC,  puis  à  la  travée  ÂB  prise  dans  le  sens  BA; 
nous  trouverons  les  deux  équations 

T  —      *''       S  El  84  El  ^    f  ' 

Divisant  la  première  par  f,  la  seconde  par  ),  et  retranchant,  on  ob- 
tient la  relation  cherchée  : 

Lorsque  les  deux  travées  sont  égales  et  également  chargées,  et  que 


(1)  Soit  A'  la  hanteor  de  Tappnl  Baa-detsos  deTappnl  A,  at  A^  la  hauteur  de  l'appui  G 
aii*deflaiia  de  l*appol  B.  La  lenle  modification  à  introduire  dans  l'équatloD  (1)  consiste- 
rait à  remplacer  dans  le  serond  membre  léro  par  le  terme     - 

oe  terme  devient  nul  quand  les  trois  points  A,  B,  C  ^nnt  en  ll^ne  droits. 
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les  trois  appuis  sont  de  niveau,  on  a 

l=zl\    p=p'    et    h'=zhrssO; 
l'équation  prend  alors  la  forme  très  simple 

9  +  4?'  +  ?"  =  0.    '    . 
kÉSOLUnON  DU  SYSTÈME  d' ÉQUATIONS  AUQUEL  GONDUn    LE  THÉOBÈMB 

DES  TROIS  xoxEirrs. 

'  191.  Considérons  une  poutre  droite  continue  de  n  travées,  re- 
posant sur  n  +  1  appuis  du  niveau. 

Appelons  ^i,  If, /»  les  longueurs  de  cliaque  travée,  et  p,t 

Pt  9*  •  •  P<t  l^s  poids  par  unité  de  longueur  dans  chacune  d'elles. 

Le  numéro  d'une  travée  sert  d'indice  à  la  fois  à  la  longueur  /de 
cette  travée,  et  au  poids  p  qui  y  est  uniformément  réparti  ;  il  est  égal 
au  numéro  de  l'appui  de  gauche  de  la  travée. 

Appelons  enfm  H, ,  H, , M«  les  n  —  i  moments  fléchissants 

inconnus  sur  les  appuis  n^^'it,  3......  n;  nous  omettons  le  moment 

fléchissant  sur  l'appui  n^"  i ,  ou  sur  la  première  culée,  et  le  moment 
fléchissant  sur  l'appui  n*  (n  -f  i)  ou  sur  la  seconde  culée,  parce  que 
ces  moments  sont  nuls,  la  poutre  reposant  sans  encastrement  sur  ses 
appuis  extrêmes. 

'  On  aura  pour  déterminer  les  n  —  i  moments  inconnus,  le  groupe 
suivant  de  n  —  i  équations  du  premier  degré,  qui  ne  sont  que  l'ap 
plication  de  l'équation  (i)  à  trois  appuis  consécutifs  quelconques: 

2(/i  +  /JM.  +  ZA  =  -  J  (Pi^*  +  P.V). 


/,_  M,-,  +  Hln^  +  l^  M,^  +  I,^  M,  =  —  I  (p»^  J»»_,  +  pn-,  ^—i). 


^^M»_,  +  S(/,_  +  gM,  c=—  i  (piK.,i'«_i  +p./'J. 
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Nous  poserons,  pour  âtft*éger  , 

P.  =  J(M»+PsV). 


P«  =  î(p*-.^-i  +  p«^A 


les  équations  deviendront  : 


(M) 


/,M.  +  2(/,+  y  M,  +  /,M,  =  -  P., 
^M,  +  2(/,  +  /J  M,  +  /,M,  =  --  P4 , 

/n-i  M._,  +  2(/^j  + /,)  M.  =-Pn. 


Soit  proposé  de  trouver  M,;  on  y  parviendra  en  appliquant  la  mé^ 
tbode  connue  sous  le  nom  de  méthode  de  Bezout^  et  qui  consiste  à 
faire  disparaître  toutes  les  inconnues,  moins  une,  en  multipliant  les 
équations  par  des  coefficients  indéterminés.  Ici  nous  multiplierons  la 
dernière  équation  par  l'unité,  Tavant-dernière  par  un  coefficient  in- 
déterminé a^,  la  précédente  par  un  autre  coefficient  indéterminé  a,, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première  équation, qui  sera  multipliée 
par  un  coefficient  a^,. 

Faisons  ensuite  la  somme  de  toutes  les  équations  ainsi  transfor- 
mées, et  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  M,,  M^,...,  M^  dans  l'é- 
quation résultante.  U  viendra,  pour  déterminer  M,i  l'ëquation 

Mt [2a^i(Zi  +  /s)  +  «»_,/,)]  =  —  Pi«»-i  -  P»«*-, —  P— la,  —  P«  , 

et  pour  déterminer  les  n  —  1  coefficients  inconnus  (a) ,  le  groupe 
suivant  de  n —  s  équations  : 


^^'  ^   V«^ +  »«t(^n-, +  /»-,)  +  « A-t=0, 


a,/^j  +  2(/^  + /,)  =0. 
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Or  ces  équations  sont  immédiatement  résolubles  ;  on  tire  a,  de  la 
dernière;  cette  valeur  de  a^,  substituée  dans  la  précédente, 
donne  a,  ;  Tantéprécédente  donne  a,  au  moyen  de  a,  et  de  a^ ,  et 
ainsi  de  suite,  chaque  coefficient  se  déduisant  des  deux  précédents, 
ajoutés  ensemble  après  avoir  été  multipliés  par  des  nombres  connus. 
L'analogie  conduit  à  poser 

et  l'introduction  de  ce  nouveau  coefficient  0^.^  permet  d'exprimer 
M,  par  la  formule 

On  remarquera  que  si  Ton  écrit  en  tête  du  groupe  (A)  Téquation 
qui  définit  a,.^  on  obtient  un  groupe  qui  ne  diffère  du  groupe  (H) 
qu'en  ce  que  les  moments  inconnus 

M|,  M}, Mm— I,  Miit 

sont  remplacés  par  les  coefficients 

^^»-t«  "«-i» *i>  ^f 

et  les  quantités  connues 

*li   »ti Pn-l  •    P»?  • 

sont  toutes  remplacées  par  zéro,  sauf  la  première,  Ptt  qui  ^^  i^^^ 
placée  par  a^^  1^. 

Les  coefficients  (a)  sont  donnés  par  les  équations 
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Il  est  facile  de  8*a8surer  que  les  coefficients  a^,  a,,  a„...  a^,,  a^^ 
ODt  des  valeurs  absolues  qui  sont  croissantes»  à  partir  du  premier  a^ 
dont  la  valeur  absolue  excède  le  nombre  s,  et  qu'ils  sont  altemati- 
vement  positifs  ou  négatifs,  à  partir  de  a^,  qui  est  toujours  négatif. 

On  obtient  donc  H,  par  la  formule 

rindice  t  recevant  dans  cette  somme  toutes  les  valeurs  entières  de 
1  à  fi  ;  pour  que  cette  expression  soit  générale,  il  faut  admettre  que 
\  est  égal  à  l'unité  ;  c'est  un  premier  coefficient  constant  qu'on  peut 
mettre  en  tête  de  la  suite  des  coefficients  (a). 

La  même  marche  sert  à  déterminer  M».  On  calculera  une  série 
T«9  ït'  •**  Yii>t*^^°^^  oncalculela  série  a^,  •••  a^^«  mais  en  com- 
fflençant  par  l'autre  bout  de  la  poutre  ;  on  trouvera  de  cette  manière  : 


et  H.  sera  donné  par  l'équation 


Nous  verrons  plus  loin  qu'au  moyen  des  deux  séries  (a)  et  (Y),on 
peut  calculer  directement  un  moment  fléchissant  quelconque.  Ob- 
servons d'ûUeurs  que^quand  la  poutre  est  symétrique  par  rapport  à 
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son  milieu',  les  deux  séries  (a)  et  (y)  sont  composées  respective- 
ment des  mêmes  nombres. 


GOIfSTRUGTION    GÉOMÉTRIQUE   DES   MOMENTS  SUR  LES   APPUIS. 


A-« 


i4« 


192.  Connaissant  M,,  on  en  déduira  successivement  M,,  M^,...  M,; 
cette  recherche  se  fait  aisément  par  des  constructions  géométriques. 
Lorsqu'une  poutre  repose  sur  un  certain  nombre  d'appuis,  les 
moments  fléchissants  sur  les  appuis  intermédiaires  sont  tous  néga- 
Fig.  m.  tifs.  Sur  les  verticales  Aa,  B6,  Ce  pas- 

sant par  les  appuis  A,  B,  G,  dont  les 
numéros  sont  k — i,  A,  A+  i,  pre- 
nons des  longueurs  Aa,  Bb ,  Gc,  égales 
aux  valeurs  absolues  de  M^.!,  H^ 
M|^4.i;  doublons  la  longueur  intermé- 
diaire en  prenant  B^=iBfr;  joigoons 
ap^  c^;  nous  formons  ainsi  deux  trapèzes  dont  la  surface  totale  est 
égale  à 

AB  X j— ^  +  BC  X  — g —  =  —  «jh-i g- /* ^ 

=  -  J  [/»-4M»-t  +  2(Zk-,  +  h)  M»  +  /fcMk+i]  =  I  P». 

Le  théorème  des  trois  moments  donne  donc  là*  mesure  de  l'aire 
formée  par  la  somme  de  deux  trapèzes  AB^a,  BGc^,  dont  les  bases 
sont  égales  aux  longueurs  des  travées,  et  dont  les  hauteurs  ont  des 
rapports  simples  avec  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis.  On 
peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  construire  géométriquement 
la  valeur  absolue  de  Mj^.,,  au  moyen  des  valeurs  absolues  de  Mm  et 
de  Mj. 
'    Soit  en  valeur  absolue  (fig.  i83) 


i  t 
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prenons 


=  B6xa. 


Fig.  183. 


U  s'agit  de  construire  la  valeur  absolue  Ce  de  Hj^.,.  Supposons 

le  problème  résolu,  et  pre- 
nons les  milieux,  S  et  c, 
des  côtés  a^,  ^;  par  ces 
deux  points  menons  la 
droite  8e,q[ui,  prolongée, 
rencontre  en  p  et  q  les 
*+'  verticales  Aa,  Ce;  le  tra- 
pèze hpqC  est  égal  à  la 
somme  des  trapèzes  Aâf^B,  B^cC,  et  par  suite  il  a  pour  mesure 

-Pv.  Par  le  milieu  I  de  la  distance  AG,  menons  la  verticale  IK,  qui 

coupe  p^en  H  vie  trapèze  kpqC  a  aussi  pour  mesure  le  produit 


▲GxIH. 


et  par  conséquent 


IH=r 


"AT* 


Le  point  H  est  donc  connu  de  position  sur  la  droite  IK  t  on  connaît 
d'ailleurs  le  point  5,  milieu  de  a^  ;  le  point  c  se  trouve  donc  à  l'in- 
tersection de  la  droite  8H  avec  la  verticale  EE'  élevée  sur  le  milieu 
de  BG. 
Au  lieu  de  déterminer  la  longueur  IH  par  l'équation  . 


IH  = 


AC  » 


on  peut  l'obtenur  par  une  construction  géométrique.  Sur  les  verti- 
cales DD',  SB'  âevées  au  milieu  des  portées  ÂB,  BC,  prenons  des 


zi% 
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quantités  Dd^  Ee  respectivement  égales  à 


i  1 


c*est*à-dire  aux  valeurs  des  moments  fléchissants  qui  existeraient 
au  milieu  des  portées  AB,  BG,  si  elles  étaient  coupées  sur  leurs  ap- 
puis; par  les  points  d  et  e,  menons  la  droite  mn^  qui,  prolongée, 
forme  le  trapèze  AmnC  ;  ce  trapèze  a  pour  surface 


ou  bien 


A6  X  D<2  +  BC  X  Ee, 


d  4  1  i 


Donc  il  est  équivalent  au  trapèze  ApçC^  et  la  droite  mn  passe  par 
le  point  H  comme  la  droite  8e. 

En  résumé,  voici  la  suite  des  constructions  à  faire  pour  trouver 
Hj^j  connaissant  H|^  et  M^^. 
Sur  les  verticales  Aa,  B(,  passant  par  les  appuis  A  et  B,  pre- 
nons ka  égale  à  la  valeur 
absolue  de  Hft.t,et  B^  égale 
au  double  de  la  valeur  ab- 
c  solue  de  M|  ;  joignons  â^ 
et  prenons  le  point  8  mi- 
lieu de  o^  Par  les  points  D, 
E,    I,  milieux  de  AB,  de 
BC  et  de  ÂG,  élevons  sur  AG  des  perpendiculaires  indéfinies,  et  pre- 
nons 


Dd  =  g  pfc-iZ«*_, .       E«  =  ^  pkPk; 


joignons  <2e,  qui  coupe  IK  en  H,  joignons  8H,qui,  prolongée,  coupe  E^E 
en  e;  enfin  joignons  ^«qui,  prolongée,  coupe  en  c  la  verticale  pas- 
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sant  par  le  point  G.  La  longueur  Ce  sera  la  valeur  absolue  du  mo- 
ment fléchissant  Ma^.^. 

On  pourra  appliquer  cette  construction  aux  deux  premières  tra- 
vées, en  observant  que  le  moment  sur  le  prenuer  appui  est  nul  ;  on 
connaît  H,  par  le  calcul  ;  on  peut  donc  en  déduire  M,.  La  même 
construction  appliquée  à  la  seconde  et  à  la  troisième  travée  donnera 
H^,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  dernières  travées.  Appliquée  aux  deux 
dernières  travées,  la  construction  devra  donner  zéro  pour  le  mo- 
ment sur  le  dernier  appui;  c'est  une  vérification. 


MÉTHODE   DE   M.    POURËT. 


193.  H.  Fouret  a  donné,  dans  les  Annaks  des  ponts  et  chaussées 
(avril  1876,  n*fii),  deux  méthodes  entièrement  graphiques  pour  la 

détermination  des  moments  M,,  M^, M«.  Ces  méthodes  reposent 

sur  remploi  du  lemme  suivant  : 
Soient  donnés^  sur  deux  droites  parallèles  AX ,  BY,  deux  points 

fixes  k  et  Bf  à  partir  desquels  on  compte  sur 
chacune  des  longueurs  AM  =  j:,  BN  =  y.  Cela 
poséj  si  l'on  fait  varier  la  position  des  points  H 
et  îi  de  telle  sortCy  qu'il  existe  constamment 
entre  x  et  y  une  relation  linéaire 


Fig.  185. 


M:  +  Py  =  Tf 


(0 


a,  p  6/  Y  étant  des  nombres  donnés  constants^  la 
droite  mobile  MN  pivote  autour  dun  point  fixe. 
Cette  proposition  est  très  facile  à  démontrer  géométriquement. 
Oa  peut  aussi  l'établir  par  des  considérations  mécaniques.  Attri- 
buons au  point  H  une  masse  a  et  au  point  N  une  masse  p,  et  soit  D 
le  centre  de  gravité  des  deux  masses  M  et  N.  Ce  point  sera  situé 
sur  la  droite  HN,  et  si  l'on  mène  par  le  point  D  une  parallèle  aux 
droites  AX,  ET,  elle  partagera  la  distance  AB  en  deux  segments  AC, 

23 
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GB,  tels  qu'on  ait 

AC       p 

cB"";* 

Pour  avoir  l'ordonnée  CD  =  z  da  point  D»  on  appliquera  le 
théorème  des  moments,  en  prenant  les  moments  des  masses  a,  ^  et 
+  p,  situées  respectivement  en  H,  N  et  D,  par  rapport  au  plan 
projeté  en  AB.  On  aura  donc 

et  comme 
il  en  résulte 

::  =  — T~A«  quantité  couBtaûte. 

Donc  le  point  D  est  fixe,  et  la  droite  MN  pivote  autour  de  ce  point 
Remarque  L  Si  l'on  prend  sur  la  droite  AX ,  à  partir  du  point  A,  une 
quantité  AM'  =  AM  X  0,  0  étant  un  nombre  constant,  donné  ou  pris 
arbitrairement,  et  qu'on  appelle  af  la  nouvelle  ordonnée  AM',  on 
aura,  entre  les  segments  AM'  =  af  et  BN  =  y,  une  relation  linéaire 

qu'on  déduit  de  la  relation  (i)  en  y  remplaçant  x  par  -^,  ce  qui 

■ 

donne 

2a?'  +  Py==Tf  (s) 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (i),  et  qui  ne  diffère  de 
celle-ci  que  par  l'altération  d'un  des  coefiScients  donnés.  Donc,  en 
vertu  du  temme,  la  droite  M'N  pivote  autour  d'un  certain  point  fixe 

J ,  défini  par  le  rapport  z^  =  —-^  et  par  la  distance  C'J  =     *^    . 

Or  ce  point  I  est  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  une 
masse  ^  placée  en  M',  et  une  masse  ^  placée  en  N.  Pour  passer  du 
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point  J  ainsi  défini  au  point  D,  pivot  de  la  droite  HN,  remarquons 
qu*à  la  masse  a,  placée  en  H,  on  peut  substituer,  sans  altérer  les 

centres  de  gravité,  une  masse  -r  placée  en  M',  et  une  masse  ^—\ 

placée  en  A;  caria  somme  de  ces  masses  équivaut  à  a,  et  le  rap- 

.A  .  MM'        ^    ,  .  (0— i)AM      .  '    ^  . 

port  des  segments  -rj^  est  égal  à  ^ — — —  =  8  —  i ,  rapport  m- 

verse  des  masses  adjacentes.  Connaissant  le  centre  de  gravité  J  des 
masses  en  M'  et  N,  on  aura  le  centre  de  gravité  D  des  masses  M  et  N 

en  composant  la  masse  r  +  Pi  placée  en  J,  avec  la  masse  ^  T 

placée  en  A.  Donc  /e»  trois  points  A,  D,  J  sont  en  ligne  droite. 

Remarque  II.  Le  rapport  j;^  est  égal  à  °,  c'est-à-dire  égal,  an 

signe  près,  à  ia  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -  lorsque  xeiy 

grandissent  indéfiniment.  Pour  trouver  la  position  de  la  parallèle  CD 
sor  laquelle  se  trouve  le  pivot  de  la  droite  MN,  il  suffit  donc  de  sup- 
poser  xety  infinis  dans  l'équation  (i),et  de  chercher  la  limite  d3 
leur  rapport  On  aura  eu  effet 

lim.  *  =  —  i, 
y         a 

relation  qu'il  est  aisé  d'interpréter  sur  la  figure* 

194.  Première  méthode  de  M.  Fouret.  — -  De  ces  considérations. 
H.  Fouret  a  déduit  une  méthode  graphique  pour  résoudre  un  système 
quelconque  d'équations  linéaires  (i).  Cette  méthode  se  simplifie  quand 
il  s'agit  du  système  des  équations  M.. Comme  on  commence  dans  la 
méthode  par  attribuer  une  valeur  arbitraire  à  M,,  les  équations  (M) 
ne  seront  satisfaites  qu'à  la  condition  de  compléter  la  dernière  par 
une  inconnue  de  plus,  M«^.i,  qui  doit  être  nulle  pour  que  l'on  ait 
les  valeurs  exactes  cherchées.   Nous  considérerons  donc  d'abord 


(1)  ÂMsodaîiwi  française  pm/rt avancement  des  seienees^  eongrès  de  Nantes,  I875< 
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le  système 


( 


(M')  \ 


2{/j  +  /,)M,+  /,M,=:— P, 

/,M,  +  2(/,  +  /,iM,  +  /,M,  =  -  P, 


et  Ton  voit  clairement  que  ce  système,  dans  lequel  les  M  sont  des 
variables,  impose  des  relations  linéaires  de  la  forme 

«Mk  +  pM*+i  =  r 

à  deux  moments  consécutifs  quelconques.  Les  coefficients  a  et  ^  ne 
dépendent  que  des  rapports  des  travées,  et  la  distribution  des  charges 
influe  seulement  sur  le  terme  tout  connu  y.  Donc  si  Ton  construit 
sur  répure  les  moments  fléchissants  de  la  poutre  sur  ses  appuis,  en 
partant  d'une  valeur  quelconque  attribuée  à  M,,  chaque  droite 
M^Hik+i  pivote  autour  d'un  point  fixe  Dj^*  clont  la  position  est  donnée 

dans  la  travée  n*  k   par  le  rapport  r;^  =  lim.  p^,  laquelle  limite 

est  facile  à  déduire  du  groupe  M'  en  y  supposant  tous  les  M  infinis; 
ce  rapport  ne  dépend  que  des  longueurs  des  travées  /^,  /,, ...  C 
Ayant  construit  dans  chaque  travée  la  verticale  qui  contient  le  pivot, 
on  déterminera  la  position  du  pivot  sur  cette  verticale  en  construisant 
le  polygone 

0  M|  M)  •••  Un  Mn+i, 

en  partant  d'une  valeur  «arbitraire  pour  M,.  Puis,  les  pivots  une  fois 
déterminés,  on  construira  le  vrai  polygone  des  moments  en  partant 
d'une  valeur  nulle  attribuée  à  M«^,,  et  en  faisant  passer  par  les  pi- 
vots successifs  les  divers  côtés  de  ce  nouveau  polygone. 

195.  Seconde  méthode — La  seconde  méthode  de  M.  Fouret  est  un 
perfectionnement  de  la  méthode  géométrique  exposée  tout  à  l'heure 
(§  19*2).  Elle  consiste  à  observer  que,  quand  on  fait  varier  H,,  le 
groupe  (M)  étant  toujours  complété  par  l'adoption  d'une  variable 
nouvelle  M^,,  et  devenant  ainsi  le  groupe  (M'),  les  droites  o^,  Pc  des 
fig.  182,  i83f  184,  pivotent  dans  chaque  travée  autour  de  points 
lixes. 
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La  droite  cp  est  définie  de  position  par  les  ordonnées  Ka  =  Mj^^  et 
B^  ==  allt  On  déduit  donc  la  droite  a^  de  la  droite  ab^  qui,  comme 
on  vient  de  le  voir,  pivote  autour  d'un  point  fixe  0^^.^  en  doublant 
l'ordonnée  M^  =  B^;  donc,  en  vertu  de  la  première  remarque  et  en 
supposant  0=  i,  op  pivote  autour  d*un  point  fixe  I^^.  De  même  la 
droite  ^  pivote  autour  d'un  point  fixe  J*.  Il  existe  ainsi  dans  chaque 
travée  deux  pivots  I  et  J,  le  premier  qui  correspond  à  la  droite  joi- 
gnant le  point  M»  au  point  Mi^t^  lé  second,  à  celle  qui  joint  le  point 
sHk  au  point  M^^^.  On  voit  de  plus  que  les  droites  AJ,  BI  se  cou- 
pent mutuellement  au  point  D,  pivot  de  la  di*oite  Mi^Mj^^.  Cette  der- 
nière remarque  est  due  à  M.  Sacheri,  de  Tuiûn. 

Lorsqu'on  fait  varier  M,,  les  autres  variables  M,,  •••  Mn+i  varient-, 
mais  les  droites  a^,  ^  de  la  construction  graphique  passent  con* 
stamment  Tune  par  le  point  Ij^,,  l'autre  par  le  point  J^^.  En  même 
temps  la  droite  8e  passe  constamment  par  le  point  fixe  H,  dont  la  po- 
sition ne  dépend  que  des  surcharges  et  des  longueurs  des  travées. 
Le  triangle  variable  8^  a  ses  trois  sommets  assujettis  à  parcourir 
trois  droites  parallèles  DIV,  BB,  EE",  et  ses  trois  côtés  pivotent 
autour  de  trois  pomts  fixes,  I^^j,  H,  Jf^.  Donc,  en  vertu  du  théorème 
dt  Dtsargues  (i),  /es  trois  points  I^,,  VLet  iusont  en  ligne  droite. 

La  recherche  des  moments  inconnus  consiste,  en  définitive,  à 
construire  les  verticales  des  pivots  I  et  J  dans  chaque  travée;  puis  à 
construire  les  points  H  relatifs  à  deux  travées  consécutives;  à  appli- 
quer ensuite  la  construction  du  §  i64  en  partant  d'une  valeur  arbi- 
tndre  de  M,,  ce  qui  achève  de  déterminer  les  pivots,  et  ce  qui  conduit 
à  un  moment  M^^^  sur  le  dernier  appui;  enfin  à  refaire  cette  même 
construction  dans  l'ordre  inverse,  en  réduisant  à  zéro  le  moment 
M,^,  et  en  s'aidant  des  pivots.  Les  propriétés  des  points  I,  J,  D 
dans  chaque  travée  donnent  de  nombreuses  vérifications. 


(1)  Lorsque  deux  triangles  ont  leurs  sommets  respectifs  situés  deux  à  deux  sur  trois 
droites  cùncourantes  ou  parallèles^  les  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants 
sont  en  ligne  droite.  Ce  ihéoréme  est  évident  s'il  s'agit  d'une  flgore  dans  l'espace  ;  quant 
A  là  figure  plane,  on  peat  la  regarder  comme  la  perspective  d'un  tétraèdre  on  d*un  prisme 
triangulaire  coupé  par  nn  plan»  ce  qui  démontre  la  proposition.  —  La  réciproque  est 
rraie.  Voir  plus  haut,  §  146. 
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On  trouvera  dans  le  mémoire  de  M.  Fouret  les  développements  de 
cette  méthode,  et  Tapplication  qu'il  en  a  faite  à  un  projet  de  pont 
métallique  de  quatre  travées. 

On  peut  consulter  aussi  sur  le  même  sujet  une  note  insérée  par 
M.  Maurice  Lévy  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
sciences,  t.  LXIII,  p.  749  ;  et  une  note  de  M.  Gunq  dans  le  cahier 
de  février  1879  des  Annaks  des  Ponts  et  Chatissées» 

PARABOUS  DES   MOMENTS 

196.  Supposons  que  tous  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
soient  déterminés,  et  proposons  -nous  d^en  déduire  le  moment  flé- 
chissant dans  une  section  quelconque  de  la  poutre. 

La  section  donnée  est  située  dans  une  travée  AB,  comprise  entre 
le  (A  — !)"•  et  le  Af«  appui;  elle  est  définie  dans  cette  travée  par 
son  abscisse  AN  =  x. 

Nous  aurons  en  ce  point»  en  appelant  M  le  moment  fléchissant  va- 
Kg.  180.  fiable  avec  a:. 


M 


A  est  l'eflbrt  tranchant  en  A  dans  la. 
trav'ée  AB;  faisant  xss  Z^^^,  M  devient  égal  à  M^,  et  par  suite 

Entre  ces  deux  équations  éliminons  A,  nous  obtiendrons  Téquation 
finale 

ou  bien 

Le  moment  M  en  un  point  quelconque  de  AB  se  compose  donc  der 
deux  parties;  l'une, 
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est  la  valeur  qu'aurait,  le  moment  fléctûssant  au  point  défini  par 
Tabscisse  a;,  si  la  travée  ÂB  était  coupée  sur  ses  deux  appuis;  cette 
portion  est  représentée  par  les  ordonnées  d'une  parabole  AGB,  dont 
Taxe  coïncide  avec  la  droite  élevée  perpendiculairement  au  milieu 
de  AB  (fig.  i69).  L'autre  partie, 

est  représentée  par  les  ordonnées  d'une  droite,  passant  par  le  point 


et  par  le  point 


s  =  0,     M^Mjk^, 


s^/i-^,     M  =  Mft; 


en  d'autrestermes,  parles  ordonnées  d'une  droiteofr  (fig.  187)  joignant 

les  extrémitrs  des  longueurs  Aa,  B^, 
proportionnelles  aux  moments  flé- 
chissants en  A  et  en  B;  M»_i,  M» 
sont  des  nombres  négatifs,  et  Taddi- 
tion  des  deux  portions  de  la  valeur  de 
M  revient  à  soustraire  de  la  première 
partie  la  seconde  partie  prise  positivement.  Prenons  donc  sur  les  ver- 
ticales Aa,  BÂ,  passant  par  les  appuis,  des  quantités  Aa,  B^  égales  aux 
valeurs  absolues  de  Mi^.i,  Mi^,  et  joignons  ab  ;  nous  aurons  le  nouvel 
axe  par  rapport  auquel  il  faut  prendre  les  ordonnées  de  la  parabole 
AGB  pour  avoir  la  valeur  complète  de  M.  Ainsi,  au  point  A,  M  est  égal 
à  — Aa;  M  est  nul  en  D',  projection  du  point  D  où  la  droite  ab  coupe 
la  parabole;  M  est  maximum  au  point  (/,  projection  du  point  G  où  la 
tangente  à  la  parabole  AGB  est  parallèle  à  ad;  il  se  retrouve  nul 
en  E',  projection  du  point  E  ;  enfin ,  en  B  il  est  égal  à — Bb  ;  la  courbe 
des  moments  a'D'GEb'  s'obtient  ainsi  (§  i5o)  en  prenant  pour  ordon- 
nées la  différence  des  ordonnées  des  deux  contours  ACB  et  ab.  G'est 
la  parabole  AGB  elle-même,  déplacée  de  manière  que  son  axe  reste 
toujours  vertical  et  qu'elle  passe  par  les  deux  points  donnés  a'  et  b'. 
On  peut  remarquer  que, des  deux  lignes  ACB,  ad, qui  concourent 
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à  former  la  courbe  défiDitive  cidU  des  moments,  Tane,  ACB,  est 
eDtiërement  définie  par  la  longueur  4.i  et  le  poida  p*.!,  tandis 
que  la  position  de  la  droite  ab  dépend  des  charges  uniformément 
réparties  dans  toutes  les  travées,  y  compris  la  travée  AB  eUe-mème. 
Chaque  travée  doit  être  considérée  successivement  comme  pleine  et 
comme  vide;  on  n'aura  donc  à  admettre  pour  chacune  que  deux  con- 
tours paraboliques,  AGB,  l'un  correspondant  au  poids  de  la  travée 
pleine,  l'autre  à  son  poids  propre  sans  addition  de  surcharge  ;  il  y 
a  au  contraire  autant  de  droites  ab  à  considérer,  qu'il  y  a  d'hypo* 
thèses  distinctes  à  fsdre  sur  la  distribution  des  surcharges  entre  le<« 
diverses  travées. 
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SDR  UN  APPUI  QUELCONQUE. 


107.  Une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
déterminer  M,  ou  M,,,  conduit  à  la  détermination  directe  d'un  mo- 
ment M|^  quelconque.  Avant  de  l'exposer,  il  est  bon  de  former  avec 
toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  problème,  connues,  incon- 
nues et  coefficients  auxiliaires,  un  diagramme  où  chacune  soit 
attribuée  sans  ambiguïté  à  une  travée  ou  à  un  appui.  C'est  l'objet 
de  la  figure  suivante  : 

Fig.  188. 

Mè-i       Mfe    Mfe^i  •••  M»^  M» 


Hanirot  dM  tnvéM.  • 

1              2 

Maairw  dM  «ppoli.  •     \ 

2 

3 

/T 

A 

A 

■•■nts  JBg— an.  •  •  •  : 

• 

H. 

Ml 

LtngvMr  des  tmtéML  • . 

• 

h    :  l. 

• 
• 
• 

P»ldi  fépwtii  pv  o^ti  : 
à»  loaf  Mw : 

• 
• 

Pi    :  Pt 

• 
• 
• 
• 
• 

Séri.  (a) «n- 

■1     «*-i 

«*-•         • 

Séri*  (y) 0 

T*=l 

Ti       • 

• 


.  •  •  •  •  • 


:   P»-i  :P»    :  '-P—ti  Pm 

T*-i       T*-«   T*-i  ...  T»-iT«-iT»-i 

WwaonMAnébuf».  P,         P,         Pj^  p^     p^^^  ...  p^^   p^ 
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On  voit  par  ce  tableau  qu'à  chaque  appui  correspondent  un  coeF* 
ficient  (a)  et  un  coefficient  (y) ,  et  que  la  sdmme  des  indices  de  ces 
deux  coefficients  est  constante  et  égale  an  —  a. 
^     Revenons  aux  équations  (H). 

Le  moment  inconnu.  M*,  se  trouve  dans  la  {k  —  a)"*  équation  de 
ce  groupe  avec  le  coefficient  4_  i,  dans  la  (A  —  i)"*  avec  le  coeffi- 
cient a  (4 . 1  +  4)«  et^dans  la  k^  avec  le  coefficient  4.  Multiplions 
la  première  des  équations  M  par  a».jk,  la  seconde  par  a^^i^  y,,  la 
troisième  par  0^-*  Y,  ••-  jusqu'à  la  {k  —  i)""*  que  nous  multiplie- 
rons par  o^^ft  Yfc-.t;  puis  continuons,  en  multipliant  la  A"'  par 

a»_»«i  Y*-i»  J*  (*  +  »)■*  P^  «i»-»-t  Y*-»i  ®^  *^^  ^®  ^^^ 
jusqu'à  la  (n  —  1)"*  et  dernière,  qui  sera  multipliée  par  y^-i;  faisons 
la  somme  des  équations  ainsi  préparées,  et  tous  les  moments  incon- 
nus disparaîtront,  sauf  M*^  nous  trouverons  comme  résultat  fioai  : 

Le  dénominateur  du  second  membre  peut  se  simplifier,  en  obser- 
vant que  l'on  a  entre  les  trois  coefficients  consécutifs 

T*-i»    7i^-*>    1f»-»i 

la  relation 

Multipliant  par  o,^,  il  vient 

et,par  suite,le  dénominateur  de  M*  se  transforme  en 

OU,  avec  la  suppression  du  signe  —  devant  le  second  nombre, 

Cest  le  produit  de  la  longueur  4  de  la  *■•  travée,  par  la  différence 
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des  produits  en  croix  des  coefficients  (a)  et  (y)  qui  correspondent 
aux  appuis  sur  lesquels  porte  cette  travée.  Le  dénominateur  de  la 
valeur  de  M*  est  ainsi  relatif  à  Tune  des  deux  travées  qui  abou- 
tissent à  l'appui  auquel  s'applique  le  moment  Mj^;  le  numérateur, 
au  contraire,  ne  contient  que  des  termes  relatifs  aux  divers  appuis. 
De  cette  simple  remarque  il  est  permis  de  conclure  que  le  dénomina- 
teur pourrait  aussi  bien  se  représenter  par  le  produit 

formé  au  moyen  de  la  longueur  /^^^  de  la  travée  précédente  et  des 
coefficients  (a)  et  (y)  pris  dans  cette  travée,  que  par  Je  produit 

auquel  nous  sommes  parvenu  :  et  de  là  résulte  ce  théorème  :  Le 
produit  de  la  longueur  dune  travée  par  la  différence  des  produits 
en  croix  des  coefficients  (a)  et  (y)  qui  correspondent  aux  appuis 
comprenant  cette  travée^  est  constant  dans  toute  t  étendue  de  la 
poutre. 

On  démontre  directement  cette  proposition  en  se  reportant  aux 
équations 

qui  établissent  la  relation  entre  Y*-|f  Y*.,»  Y»-!»  d'une  part,  et  entre 

an-*+i»  «n-k»  a^»-ii  de  l'autre. 
Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  ot,^,  la  seconde 

par  Yk_,  »  ôt  qu'on  retranche,  il  vient 

Appelons  L  ce  produit  constant  ;  pris  dans  la  première  travée,  il 
est  égal  à  l^^^^\  dans  la  dernière,  à  /^Ym-i*  ®^  ^  ^^  définitive 
la  formule  générale 

M»  = =2 -. =i^ . 


• » 
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Le  dénominateur  commun  L  a  le  signe  a^^  ;  il  est  positif  si  le 
nombre  n  des  travées  est  impair,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 


PROPRIÉTÉS  DES  NOMBRES  (a)  ET    (y). 


Propriétés  générales. 

198.  Les  nombres  (a)  et  (y)  ont  quelques  propriétés  intéres- 
santes que  nous  allons  indiquer.  On  vient  de  reconnaître  que  le  pro- 
duit de  la  longueur  /  d'une  travée  par  le  déterminant^  a-f  —  a'y, 

des  coefficients  ]  ,  |    qui  correspondent  à  ses  appuis,  est 

une  quantité  coifstante,  quelle  que  soit  la  travée  considérée.  On 
peut  aussi  poser  entre  ti^ois  coefficients  (a)  consécutifs,  et  les  trois 
coefficients  (y)  relatifs  aux  mêmes  appuis,  une  équation  dans  laquelle 
n'entre  aucune  longueur  de  travée  ;  il  suffit  pour  cela  d'éliminer  le 

rapport  j —  entre  les  deux  équations  qui  lient 

T»-t»    T»-«»    T*-i 

d'une  part,  et 

» 

de  l'autre. 

Pour  cela  on  donnera  à  ces  équations  la  forme 

et  la  division  éliminei'a  les  longueurs  de  travées  : 

loa  Les  nombres  a.,  y.,  sont  positifs  ou  négatifs,  suivant  que  n  est 
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pair  ou  impair,  et  ils  ont  une  valeur  absolue  d'autant  plus  grande 
que  n  est  plus  grand.  Il  résulte  de  là  : 

1"*  Que  la  somme  ou  la  différence  a^d:  a^^,  de  deux  termes  con- 
sécutifs d' une  même  série  (a)  a  toujours  le  signe  de  celui  des  deux 
termes  qui  a  le  plus  grand  indice,  c'est-à-dire  le  signe  de  a^,  et  que 
la  valeur  absolue  de  la  somme,  a^  +  a^,,  est  moindre  que  celle 
de  a^,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  la  différence,  a^  —  o^^  est 
plus  grande  ; 

2*  Que  les  produits  a^  a^,  ou  a^  y^  de  deux  termes  pris  comme  on 
voudra  dans  une  des  séries  (a) ,  (y) ,  ou  dans  les  deux,  sont  positifs 
si  les  indices  n  et  k  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  et 
négatifs  si  Tun  des  indices  est  pair  et  1  autre  impair;  ce  qui  revient 
à  dire  que  les  produits  a^  a^,  ou  a^  y^  sont  positifs  ou  négatifs,  sui- 
vant que  la  somme  n+k  des  indices  est  paire  ou  impaire,  ou  encore 
qu'ils  ont  toujours  le  signe  de  ( —  i)***. 

Il  en  est  de  même  des  quotients 


—      OU      — , 


et  plus  généralement  encore,  le  nombre 


«nT* 


«ii»T»' 


est  positif  OU  négatif,  suivant  que  la  somme  n+A+n'+A'+  ...  des 
indices  des  facteurs  du  numérateur  et  du  dénominateur  est  paire  ou 
impaire. 


Propriétés  particulières  quand  les  travées  sont  égcdes. 

200.  Supposons  que  toutes  les  travées  soient  égales  et  qu'elles 
soient  en  nombre  indéfini.  Les  deux  séries  (a)  et  (y)  se  réduiront  k 
une  seule  et  même  série,  savoir  : 
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«1  = 
«1  = 

«8  = 
«4  = 
«8  = 


-A. 

15, 

—  66, 
809, 

—  780, 


Chaque  terme  se  forme  du  précédent  en  multipliant  celui-ci  par 
le  nombre  négatif —  4*  ^^  ^^  retranchant  du  produit  le  terme  anté- 
précédent  ;  en  d'autres  termes,  la  série  (gt)  est  une  série  récurrente 
dont  técheUe  de  relation  est  ( — 4>  —  0*  H  est  facile  d'en  déduire 
la  forme  générale  du  terme  a^. 

On  a  généralement,  quel  que  soit  A, 


et  par  suite 


Avec  les  nombres 


«*  =  —  A«»-i — «»-t» 


au  +  4afc_j  +  a».,  =  0. 


*f>         "l»  *2»  •••••    *» 


formons  le  polynôme  indéfini 


a,  4-  a|X  +  a,**  +  a^  + ai«*  -f- ...... 


et  multiplions-le  par  le  trinôme 


!+*«  +  «•. 


Il  viendra  pour  le  produit 


I  +«0 


x^  + 


+  *«*-! 


x*  + 


Les  coefficients  des  termes  en  a?%a;',...a?*,  étant  tous  nuls,  le 
produit  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes 


«•  +  («1  fW«. 
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6t  après  la  substitution  pour  a^  et  a,  de  leui*s  valeurs  numériijues, 
1  et  —  4)  on  obtient  pour  résultat  final  l'unité. 
La  série 

s'obtient  donc  en  divisant  l'unité  par  le  trinôme 

1  +  4«  +  x". 

Pour  avoir  le  terme  général  de  la  série,  décomposons  en  fractions 
simples  la  fraction  rationnelle 

1 


1  4- Ax  +  x*' 


Pour  cela,  égalons  à  zéro  le  trinôme  ;  nous  aurons  pour  ses  racines 


«=— 2db  v/3, 


et  nous  poserons 


1  ^    _+        N 


1+4x  +  x«      .T+2— v/3      x  +  î+v'a' 

M  et  N  étant  des  nombres  à  déterminer. 
On  en  déduit. 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  x,  donne 

M  +  N  =  0 

et 

(M-N)v/3  =  1. 

Donc 

^"«v/3* 


N  = ^, 
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et  Ton  a  identiquement 

1       •  i 

Chacune  des  fractions  simples  se  développe,  par  la  division,  en  una 
progression  géométrique,  et  par  suite 

1       _         i  /  g  g»  g>  \ 

""2s/3(2+v^3)  V      i+^"^  (2+v/3)''*"""'*'(2-^v5)'"^"V 

Les  termes  des  deux  séries  sont  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, et  le  signe  du  coefficient  de  x^  est  donné  par  Texpression  ( — i)*. 
Le  coefficient  de  x*  est  donc  égal  à 

(-1)»  / ! î__\ 

oa  bien  à 

et  l'on  a  par  conséquent  d'une  manière  générale 

2V^3 

nombre  qui  est  nécessairement  rationnel  et  entier. 

On  obtiendrait  des  résultats  analogues  si  les  longueurs  des  tra- 
cées successives,  /|f  /,»  /, «  au  lieu  d'être  égales,  formaient  les 

termes  d'une  progression  géométrique. 

201.  On  démontre  en  arithmétique  (i)  que, si  x=:p^j/^=  çr,for- 


(I)  V.  Legf'ndre,  Théorie  des  nombres,  première  parUe,  §VI.  L'équation  x*—  Ay*=  1 
est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers,  quand  A  est  un  entier  non  carré;  ceitn 
proposition,  connue  de  Fermât,  a  été  démontrée  pour  la  première  fols  par  Lagraoge 
(Mém.  de  Berlin,  1767). 
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ment  la  moindre  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéter- 
minée x^ — Ay'  =  1,  A  étant  un  entier  donné  non  carré  (la  solu- 
tion X  =  1 ,  y  =  o  étant  écartée),  on  obtient  toutes  les  autres  solu- 
tions au  moyen  des  iormules  générales 

«-  2 , 

^ Wï  • 

Si  l'on  fait  A  =  3,  la  moindre  solution  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion x*  —  3y*  :=  1  est  jD  ==  2,  ^  =  1 ,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
l'expression  précédente  de  y^  il  vient 

Comparons  ce  résultat  à  la  valeur  générale  des  termes  de  la 
série  (a)  ;  nous  voyons  qu'on  a  en  valeur  absolue 

donc  les  valeurs  successives  de  a  sont  respectivement  égales  aux  va- 
leurs successives  de  y,  et  par  suite  i  +  3a'^^  est  toujours  un  carré. 
Exemples  : 

1+3x1=      4=2% 
1  4-  3  X   A»  =    49  =  7% 

1  +  3X15*=  676  =  26*, 

l+3x66*=9409  =  97\ 

202.  Lorsque  toutes  les  travées  sont  égales,  si  n  est  leur  nombre, 
la  série  (a)  se  termine  au  terme  a^_^  ;  et  la  série  (y)  comprend  les 
nombres  a  eux-mêmes,  de  telle  sorte  que 


Donc  le  produit 


•••• 
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devient  dans  ce  cas  ^gal  à 

«tjaissant  de  côté  le  facteur  Ij^  qui  est  constant,  on  voit  quoipour 
une  valeur  donnée  de  n,  le  produit 

est  le  même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k. 

En  d'autres  termes,  si  on  écrit  sur  une  ligne  horizontale  tant  de 
termes  successifs  qu'on  voudra  de  la  série  (a) ,  puis  au-dessous  les 
mêmes  termes  dans  l'ordre  rétrograde,  les  déterminants  des  groupes 
de  quatre  termes  voisins  pris  dans  les  deux  lignes  sont  constants, 
quel  que  soit  le  groupe  considéré.  Exemple  : 

1,    —4,        +45,    —  B6,     +«09,    -780, 
—  780,     +209,    —66,     +15,    —4,        +4, 
4x«09—(—4x—780)=(—4x— 66)  — 45x209  =  4?  — 56*=  — 2914. 

On  peut  supposer  que  dans  la  série  (a)  l'unité  soit  précédée  du 
terme  o  (i)  ;  si  on  prolongeait  la  série  d'un  terme,  on  ti*ouverait  donc 
4-  291 1  ;  car  le  déterminant  du  groupe 

—  780        («) 
+    4  0 

doit  être  égal  au  déterminant  constant  des  autres  groupes  de 
4  termes  ;  or  il  se  réduit  au  terme  —  (a) .  Donc  (a)  =  991 1  ;  ce  qui 
est  vérifié  par  le  calcul  direct 

On  peut  tirer  de  là  une  conclusion  intéressante  pour  les  termes  a^ 
dans  lesquels  l'indice  k  est  pair;  prenons  les  séries 

0,         i,        —4,         +45,     afc_  ,         «fc,     afc_j,         «j, 

5  î 

Oi,      afc«4,      afc_,,         a*.,,      ai,         *i_-i   *»  0. 

ï  s 


(l)  L'équation  générale  a»+4ak_j+a|^=sO  permet,  en  elTet^de  prolonger  la  série 
dans  le  lena  rétrograde;  «4=— 4,  et  «4_|=t  font  «^^,=0. 
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liC  déterminant  du  premier  groupe  est  égal  à  — a^^;  et  le  détermi- 
nant du  groupe  central 


est  égal  à 


Donc  on  a  l'égalité 


V' 

i 

ï 

1- 

«•»  . 

-«%. 

»-• 

î 

«s- 

«»i  f 

«» 

t 

î-« 

c'est-à-dire  tout  terme  oi|  d'indice  pair  (ou  tout  terme  impair)  est 
égal  à  la  difiérence  des  carrés  de  deux  termes  consécatt&  de  la 
même  série. 
Nous  avions  déjà  trouTé 

2911=5?  — Ï5*; 
on  aurait  de  mfime 

»)9=Ï6'— 4*, 
15  =  4*  —  1. 

203*  Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante* 
On  a  en  même  temps  les  deux  équations 


et 

Multiplions  la  première  par  a^^^ ,  la  seconde  par  a,. ,  et  retranchons; 
il  viendra 

c'est-à-dire  que  l'excès  du  carré  d'un  terme  de  la  suite  (a)  sur  le 
produit  du  terme  précédent  et  du  terme  suivant,  est  constant  pour 
tous  les  termes  ;  et^en  faisant  le  calcul  pour  le  terme  a^  =  —  4«  on 
voit  que  cet  excès  est  partout  ^al  à  l'unité.  On  a  en  effet  ; 

4*—  Ix  15=  16—  15  =  1, 
I5«—  4X  56=  226—  224  =  1, 
56*  — 15  X  209  =  3135  —  3135  =  1,  etc. 
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Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  toutes  les  séries  récurrentes 
dont  l'échelle  de  relation  est  (a,  —  i),  quel  que  soit  (u 


rOBMULES  APPROXIHITIVES. 

20i.  La  méthode  fondée  sur  remploi  du  théorème  des  moments  est 
très  simple,et  l'application  en  est  facile;  cependant, lorsque  le  nom- 
bre de  travées  est  un  peu  grand»  il  est  préférable  d'employer  des  for- 
mules approximatives^qui  font  connaître  les  moments  demandés  avec 
une  préciâon  bien  sufQsante  pour  la  pratique  des  constructions.  En 
général,  les  poutres  que  Ton  a  à  traiter  ont  des  travées  centrales 
toutes  égales  entre  elles  ;  les  travées  extrêmes,  un  peu  moindres  que 
les  travées  centrales,  sont  aussi  égales  l'une  à  l'autre.  On  a  donc 

/j=4,  et  /,  =  /, =  /h_,*   Dans  ce  cas  la  poutre  est. symétrique 

par  rapport  au  milieu  de  sa  longueur,  et  les  séries  (a)  et  (y)  sont 
composées  des  mêmes  nombres.  Les  valeurs  absolues  des  coefficients 
a|^  croissent  rapidement  avec  l'indice  A,  de  sorte  qu*t)n  peut  se  borner 
i  prendre  dans  les  formules  complètes  les  termes  du  numérateur  dont 
les  coefficients  ont  les  plus  forts  indices.  Nous  n'en  conserverons  ici 
que  trois. 

Il  y  a  alors  trois  cas  à  distinguer. 

1*  S'il  s'agit  de  détenmner  M,»  nous  DTadmettrons  dans  la  for- 
mule que  les  termes  en  P,,  P,  et  P^. 

Reprenons  ks  formules  générales 

Négligeons  0^5,  et  remplaçons  y ,  ^  par  l'unité,  il  viendra 

o^/,  =—  30a^J/i  H-  /,)  +  k%n-Ji^y 
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et,  par  suite,  le  facteur  commun  a^^  disparaît  aux  deux  termes  de 
la  fraction  qui  donne  H,  : 

M  _      ISP. -4P, 4- P4 
La  même  formule  s'appliquerait  à  M^.  : 

M  -      iBPi."-4P^  +  P.>-^ 

30/,  4-26/.-,        • 

Nous  pouvons  remplacer  dans  ces  équations 

P„  P„  ...  P«,      par     R^  +  R„  R,  +  R„  ..,  R^,  +  R,, 

en  désignant  d'une  manière  générale  par  R^  le  produit 

l  ?*/•*. 
Il  vient  après  ces  substitutions  : 

u  _      <5(R,  -h  Rt)  ~  4(R,  +  R,)  4-  (R,  +  R.) 
•  30/1  +  26/, 

45li,  +  iiR,-3R.  +  R, 

30/1  +  26/, 

m__      iS(R«.  +  Ri>>il-4(R,,^4-R^)+(Rn.^4-R^>) 
'  30/„  +  26/,^,  ; 

_      iBR«>4-iiRn-i"-3R>^  +  R,^. 

30/n  +  26/^., 

«•  Proposons-nous  de  déterminer  approximativement  M, ,  en  ne 

conservant  de  même  que  les  termes  en  P,,  ?^ei  P^.  La  formule  réduite 
sera 


et  Ton  aura, comme  tout  à  l'heure, 


avec 


«1»-,  =  —  4ci^^, 
«»-,=  46«^^, 
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et 

Donc 

„  _  _  -4P,^  +  8(^  +  /,)(iP>-P>) 

OU  bien 

•"*  /,(  30/4  4-26/,) 
4R,(a/,  +  /,)  +  6(/,  +  /8)R,-4Rt/.-aR,(/t  +  ^) 

3*  Enfin,  soit  proposé  de  trouver  une  valeur  approximative  de  Ma, 
en  n'employant  que  Pfc_p  F»  et  P^+p  k  étant  >  3  et  <  n —  i.  Dans 
l'étendue  de  la  poutre  qui  correspond  à  ces  trois  valeurs  de  F,  toutes 
les  travées  sont  égales.  On  a,  en  effaçant  tous  les  autres  termes  de 
la  formule  générale , 

H  _  Pfc>i«ti~fcT>--^  +  P>«n-^T>--f  -H  ^*>^-l<*1»~^--^T*"-^. 

Hais 

o^,_4  =  —  4oc»_k-| 

enfin 

/  étant  la  longueur  d'une  travée  centrale  quelconque. 

Substituant  ces  valeurs  approximatives,  et  supprimant  le  facteur 
commun  a„.^,XYk-»»  îl  vient 


M    _  -  4Pit-,  +  46Pfc  -  4Pt.H  _       4Pt  -  (Pfc-1  +  P>+.) 
"*""  —66/  -  44/ 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

«  _      4(Rfc^  +  Kk) — (Rfc-,  +  Rt.t  +  R>  +  Rfc-n) 
**""  44/ 

_       3(R^-|  +  R>)  — (R>-,-f  Rfc+0 

""  44Î  • 

Ces  formules  très  simples  feront  connaître  en  général  les  valeurs 
des  inconnues  avec  une  exactitude  suffisante. 


374  AETHODB 


CORRECTION  D*UNE  VALEUB  FAUTIYE  ATTRIRUÉB  ▲  M,. 


206.  Si,  au  lieu  de  calculer  M,  par  la  formule  exacte 

2Pa 

on  détermine  M,  par  mie  formule  approximatiTB,  ou  même)  si  Y  on 
prend  pour  M,  une  râleur  arbitraire  M',»  et  qu'on  s'en  senre  pour 
calculer  les  valeurs  successives  de  M,*  M^ ,•.•••  M.»  au  moyen  des 
équations  (M) ,  il  arrivera  généralement  que  la  dernière  équation  de 
ce  groupe  ne  sera  pas  satisfaite,  et  que,  pour  la  rendre  identique,  on 
devra  ajouter  à  son  premier  membre  un  terme  t/^,  dans  lequel  e 
représenterait  le  moment  d'encastrement  de  la  poutre  sur  le  (n+ 1)"' 
appui,  qui  assurerait  au  moment  fléchissant  la  valeur  M',  sur  la  pre* 
mière  pile. 

Appelons  H',,  IT,,  M\, M'.,  les  valeurs  trouvées  pour  les  mo- 
ments fléchissants  par  cette  méthode,  et  S,,  S,» 8»  les  correc- 

tioos  qu'il  faut  y  ajouter  pour  obtenir  les  vraies  valeurs  ;  nous  au- 
rons à  la  fois  les  deux  groupes  suivants  d'équations,  savoir  s 


i 
( 


M',i, + aM',(/, + g  +  M\/,  =  -  p. 


w^i^  +  «M'»(/^,+/,)  +  «/.  =  -  p. 

m't  +  8.)  Cl  +  ^i)  +  (M'.  +  8.)^  =  -  p, 

(M',  +  8JI, + ï(M', + 3.)  (/, + y  +  (m; + 8,)/, = -  p, 


On  tire  de  là,  en  retranchant  le  premier  groupe  du  second,  un 
troisième  groupe  qui  ne  contient  plus  que  les  S  : 
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(A) 

Ce  groupe  (A)  tfest  autre  chose  que  le  groupe  (M)  où  Ton  aurait 
remplacé  les  M  par  les  8  de  même  indice,  où  Ton  aurait  mis  0  à 

la  place  de  P,,  P, Pm-i»  et  «4  au  lieu  de  — P„.  On  aura  donc,  en 

appliquant  la  formula  : 

Cette  correction  est  rigoureuse,  quelque  valeur  qu'on  ait  prise 
pour  M'g,  et  Ton  a  toujours  exactement 

Une  valeur  arbitraire  quelconque  attribuée  à  M^  cteduit  ainsi  à  la 
valeur  exacte  de  cette  inconnue.  Connaissant  M,,  les  valeurs  exactes 
•de  M^,  M^,....,  H»  se  tireront  des  équations  (M),  ou  se  construbront 
géométriquement  comme  on  Fa  indiqué. 

Si  le  nombre  des  travées  est  très  grand,  a^^  a  une  très  grande 
valeur  absolue,  et  par  suite  une  faible  erreur  8^,  commise  sur  M,, 
peut  entraîner  dans  la  suite  du  calcul  un  écart  e  très  considérable  ; 
mais  cet  écart,  si  grand  qu'il  soit,  peut  servir  à  trouver  les  vé- 
niables  valeurs  des  iiKUMmues. 

On  pourrait  aussi  calculer  directement  la  correction  8^  à  faire  su- 
bir à  M' »;  en  effet,  dans  la  formule 

M»  = =2 j^ =i±i , 

il  suffirût  de  remplacer  P,,  P,, P.»,  par  zéro,  et  Pnpar — d^. 


1 
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de  sorte  qae  la  valeur  exacte  de  M^^  est  donnée  par  la  formule 

M»  =  M  »  -  ^*-«''* 


'i*»-t 


EFFORTS  TBANGHANTS  ET  RÉACTIONS  DES  APPUIS. 


206.  Soii  Aft  refibrt  tranchant  qui  s'exerce  sur  l'appui  n*  k  dans  la 
travée  de  même  numéro  ;  /^  est  la  longueur  de  cette  travée,  p^  son 
poids  par  mètre  courant  ;  pour  déterminer  A^ ,  nous  ferons  usage  de  la 
formule 

l 

M  =  Mft  +  AfeX— gP^' 

qui  devient, pour  x  =  /» , 

■y 

Mjk+i  =  M*  4-  A*/» —  5  p»V. 


Donc 


i  _  I    ,  Mfc+i  —  Ma 


A»  =  3  P»^»  + 


2  ''-'•  '  /» 


Si  Ton  voulait  l'effort  tranchant  B^^,  sur  l'appui  n*(*+0  âans 
la  travée  n*  A,  on  l'obtiendrait  facilement  en  faisant  a? =4  ^&"s  l'ex- 

pression  de  la  dérivée  -r-  d^  moment  fléchissant   par    rapport  à 

l'abscisse  ;  on  aurait  ainsi 

de  sorte  que  la  différence 

Ajk  -  B»^, 
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est  égale  au  poids  p%  4  de  la  travée  ;  substituant  la  valeur  de  A*»  on 
trouve 

Pour  avoir  la  charge  totale  de  Tappui  n*  A,  on  remarquera  qu'elle 
est  égale  à  A^ — B^,  de  sorte  qu'il  faut,  dans  la  seconde  équation, 
changer  A  en  A —  i,  puis  retrancher  i* équation  ainsi  transformée  de 
l'équation  qui  donne  A»;  il  viendi\ 

F»  =  A»  -  B»  =  (I  pi-,/^  +  J  pkl^ 

-  fe  -  (^ -i)  -  î^]- 

La  première  parenthèse  est  la  charge  que  supporterait  Tappui,  si 
la  poutre,  au  lieu  d*ètre  continue,  était  coupée  sur  les  appuis  ;  la  se- 
conde renferme  les  moments  fléchi^nts,  et  représente  l'influence 

de  la  continuité  des  travées. 

« 

La  réaction  du  premier  appui,  ou  première  culée,  est  donnée  par 
la  formule 

ou  bien,en  substituant  la  valeur  générale  de  M, , 

De  nièine,la  réaction  du  dernier  appui,  ou  seconde  colée,  est  égale 
à— B,+„ou  à 


T— 1**. 

La  détermination  de  Teffort  tranchant  en  un  point  donné  résulte 
donc  entièrement  de  la  connaissance  des  moments  fléchissants  sur 
les  appuis. 
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CHAPITRE  n. 

RECHERCHE  DES  HYPOTHÈSES  A  FAIRE  SUR  LA  DISTRIBUTION 

DES  CHARGES. 


207.  Quand  on  étudie  le  projet  d'une  poutre  métallique  posée  sur 
plus  de  deux  appuis,  chaque  traTée  peut  être  successivement  supposée 
vide  ou  surchargée  ^  dans  le  premier  cas,  elle  porte  oniquement  son 
poids  propre;  dans  le  second,  au  poids  propre  s'ajoute  une  surcharge 
que  Ton  suppose  également  répartie  dans  la  longueur  de  la  travée. 

Il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  total  des  hypothèses  que  Ton 
peut  faire  sur  la  distribution  des  surcharges  pour  un  nombre  n  de 
travées. 

Si  d'abord  on  suppose  qu'une  travée  seulement  reçoive  la  sur- 
charge, on  doit  compter  n  hypothèses  distinctes,  chaque  travée  pou- 
vant être  successivement  celle  à  laquelle  la  surchaif;e  est  attribuée. 
Si  l'on  suppose  ensuite  deux  travées  chargées,  le  nombre  d'hypo- 
thèses correspondantes  est  égal  au  nombre  de  manières  distinctes 
qu'il  y  a  de  prendre  deux  objets  sur  une  collection  de  n  objets,  c'est- 
à-direaunombredes  combinaisons  de  nobjets  deux  i  deux,ou  enfin  i 

^  ^ — -;  de  même,  pour  trois  travées  chargées,  le  nombre  d'hypo- 
thèses est  égal  au  nombre  ^  ^  ^  ~  '  des  combinaisons  de  n 
objets  pris  trob  à  trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  suppose  Iw 
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n  travées  chargées,  ce  qai  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 
Le  nombre  total  des  hypothèses  distinctes  est  donc  égal  à  la  somme 

OU  à  S** —  1  ;  l'unité  qu'on  retranche  de  a*  correspond  à  l'hypothèse 
dans  laquelle  toutes  les  travées  seraient  vides,  hypothèse  écartée  d 
priorL 

208.  Lorsque  la  poutre  est  symétrique  par  rapport  au  milieu  de  sa 
longueur  totale,  un  certain  nombre  d'hypothèses  se  groupent  deux  à 
deux  symétriquement,  et  Tune  n'est  que  la  reproduction  de  Tautre. 
D  y  a  alors  une  réduction  du  nombre  des  hypothèses  réelleoient  dis- 
tinctes au  point  de  vue  du  constructeur. 

Voici  comment  on  peut  déterminer  ce  nombre  réduit. 

Soit  N=  â"* —  1  le  nombre  total  d'hypothèses  à  faire  sur  les  n 
travées  d'une  poutre  symétrique,  lorsqu'on  ne  tient  pas  compte  de 
la  symétrie.  Ces  N  hypothèses  se  partagent  en  deux  classes.  La  pre- 
mière comprend  M'  hypothèses  non  symétriques^  et  la  seconde  N" 
hypothèses  symétriques.  Chaque  hypothèse  de  la  première  classe  a, 
en  vertu  de  la  symétrie  de  la  poutre,  une  hypothèse  symétrique 
distincte  d'elle-même;  par  suite  les  N'  hypothèses  de  la  première 

classe  ne  donnent  que  -  N'  hypothèses  réellement  distinctes  quand 

on  tient  compte  de  la  symétrie.  Au  contraire,  la  seconde  classe  ne 
subit  aucune  réduction  par  suite  de  la  symétrie  de  la  poutre  ;  car 
chaque  hypothèse  étant  symétrique  d'elle-même,  ne  se  groupe  avec 
aucune  autre  qui  soit  comptée  séparément  dans  le  nombre  N". 

Si  donc  nous  représentons  par  M,  le  nombre  des  hypothèses  distinc- 
tes lorsqu'on  tient  compte  de  la  symétrie^  nous  aurons  à  la  fois: 

et 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  M' , 
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N  est  connu  ;  il  suffit  donc  de  déterminer  N^  Deux  cas  doivent  être 
distingués  ici,  suivant  que  n  est  impair  ou  pair. 

1*  Si  n  est  impair,  la  poutre  a  une  travée  cèntrale^de  chaque  côté 

de  laquelle  sont  —^ —  travées. 

s 

Soit  [X  le  nombre  de  travées  chargées.  Pour  que  la  distribution  soit 

symétrique,  il  faudra,  si  |x  est  pair,  qu'il  y  ait  ^  travées  chaînées 

de  chaque  côté  de  la  travée  centrale  ;  le  nombre  d'hypothèses  symé- 
triques est  donc  égal,  dans  ce  cas  particulier,  au  nombre  descombinû- 

sons  de         '  objets  pris  ^  à  ^ .  Si  {a  est  impair,  il  faudra  que  la 

tiavée  centrale  soit  chargée,  et  qu'en  outre  il  y  ait  ^- travées 

chargées  dans  chaque  moitié  de  la  poutre  ;  le  nombre  d'hypothèses 
symétriques  est  donc  alors  égal  au  nombre  des  combinaisons  de 


objets  pris  ^ à    • 


Ainsi,  pour  une  valeur  paire  de  [a,  le  nombre  d*hypothëses  symé- 
triques est  donné  par  la  formule 


n  — 1      w— 3      n  — S  n— -{i-H 

^X  -^  ?^  -^  ?^    •••    ^S 


T"*   1  1x2x3  X...  Xs 


2 


et  pour  une  valeur  impaire  de  p.,  il  est  donné  par  la  formule 


n  —  1       n  —  3      n  —  5  n  —  |a  -f  8 


c  '      -2  

s        "Ht  1  X  8  x3  X...  x^-j— 
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Pour  obtenir  le  nombre  total  N"  d'hypothèses  symétriques,  on  fer«n 

successivement  {i.=  s,  4*  6,...  n —  i  dans  la  première  formule,  et 
|jL  =  1,  3,  5,«..  n  dans  la  seconde,  et  Ton  ajoutera  les  résultats.  On 
remarquera  que  la  seconde  formule  donnera,  pour 

les  mêmes  résultats  que  la  première  pour 


li  =  î,    4,    6,...,    n  — i; 


En  définitiye,on  aura 


n  —  I      n  —  3      n  —  i      «  —  3 

n  —  1      n — 3  .      n  —  1      n  —  3 

2 •  2  2 

••••  T  _  .  "T" 


j      o  n  —  i  .       ^  n  —  i 

1  X  ÎB  ^  •••  X       ^  A  ^  *  X  •••  ^       ,, 

2  2 

n  — 1      n  — 3 

\n  — 1  2  2 

=  i  +V2  *  — ijx2  =  2  *  — i. 


Donc  enfin 

2*  Si  n  est  pair,  il  n'y  a  pas  de  travée  centrale,  mais  il  y  a  - 

travées  symétriques  par  rapport  à  l'appui  du  milieu  de  la  poutre. 
Dans  ce  cas,  toute  hypothèse  comprenant  un  nombre  impur  de  tra- 
vées chargées  est  nécessairement  non  symétrique.  On  doit  donc 
chercher  les  diverses  parties  dont  la  somme  forme  le  nombre  N", 
en  attribuant  seulement  à  [jl  des  valeurs  paires.  Le  nombre  d'hypothè* 
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•  * 

ses  symétriques  pour  une  valeur  particulière  de  {ii  est  égal  au  nombre 


descombinsdsoDS  de  -  objets  s-  à  ^ ,  ou  bien  à  Texpressiou 


a      s 


n      n — 8      n  — 4  n  — n  +  8 

ix2x3x...  x| 


N"  s'obtiendra  donc  en  faisant  la  somme  des  valeurs  successives 
que  prend  cette  expression  quand  on  y  fût 


|4  =  a,    (&  =  4,...,    ji  =  n. 


On  trouve  ainsi 


n      n— 8      n      n— 2      n— 4  « 

»^_n  .2^2      .  8^     2     ^     2      .        ^.        i      ^ 
N''=sH î-rrs h ^  _  ^  _  a. +  ...  +  1  =2  — it 


ix2 


1  X2x3 


et  par  suite 


«-s 


N.  =  j(N  +  N«7==2""*  +  2"T-_| 


On  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 


de 

UlTéM. 


3 

< 

4 
5 
• 
7 
8 


HOHBU  TOTAL 

d'hypothèses  disUnetes 


Pour  une  youtn 
qnelconqae. 

N 


8 

7 

18 

81 

88 

127 

2&5 


PMr  me  pontra 
synitri^iie. 

N. 


1 

5 

t 

18 

8» 

71 

185 


MAXIMUM  DU  MOMENT  FLËCHiSSANT  SUR  UN  APPUL         3S3 

Les  deux  formule»  qui  donnent  N,  peuvent  se  fondre  en  une  seule, 

en  observant  que ,  quand  n  est  impair,  et  ,  quand  n  est 

pair,  sont  les  valeurs  entières  les  plus  approchées  par  défaut  de  la 
moitié  de  n  —  i  ;  la  notation  connue  E  {x)  désignant  le  plus  grand 
entier  contenu  dans  le  nombre  x^  on  pourra  poser  d'une  manière 
générale  : 

On  peut  arriver  plus  rapidement  à  la  valeur  de  N"'  en  fonction  de  n, 
en  observant  que  ce  nombre  est  égal  au  nombre  d'hypothèses  à  faire 

pour  une  poutre  de  -  travées,  quand  n  est  pair,  et  pour  une  poutre» 

de f- 1  ou travées,  quand  n  est  impair.  Ces  nombres 

sont  respectivemmt  éganx  à  s*  -—  i  et  à  a  *  —  i ,  en  excluant  l'hy- 
pothèse des  travées  toutes  vides. 
Donc  on  a  à  la  fois 

N=:2"— I      et     N*=2«— 1      ou     2»-l 

flûvant  que  n  est  pair  ou  impair,  et 

N«  =  j  (N  +  N'O  =  2*~*  +  2"(^/-.  1. 

209.  Les  hypothèses  distinctes  à  faire  sur  la  distribution  des  sur- 
charges sont  encore,  après  la  réduction  due  à  la  symétrie  de  la  poutre, 
en  très  grand  nombre  pour  une  valeur  de  n  médiocrement  grande* 
Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  les  faire  toutes  pour  déterminer  les 
plus  grands  efforts  auxquels  la  matière  sera  soumise  dans  les  diverses 
sections  de  la  pièce.  On  est  amené  ainsi  à  se  poser  cette  question  : 
varmi  les  diverses  hapothèses  distinctes  que  l'on  peut  faire  sur  la 
distribution  des  surcharges  entre  les  n  travées  (Tune  poutre,  quelle 
est  celle  qui  correspond  à  la  plus  grande  valeur  absolue  du  moment 
fléchissant  dans  telle  section  de  telle  travée  ? 

Nous  chercherons  la  solution  de  cette  question  en  commençant 
par  en  traiter  on  cas  particulier  important» 


3S4  MAXIMUM  DU  MOMENT  FLÉCHISSANT 


THÉORÈME   sua    LE  MAXIMUM    DU    MOMENT    FLÊGHISSAICT    SUR  Ulf  APPOi 

DÉTERMINÉ. 

210.  Pour  distinguer  dans  F  équation  qui  donne  Vlj^  les  charges  de 
ctiaque  travée  prise  individuellement ,  nous  poserons,  comme  nous 

l'avons  déjà  fait  (§  ao4),  R»  =  y^E?^  /!,  ce  qui  permettra  de  subsiituei 

aux  expressions 

Pjj  P$f  "4»     •»•  »  »     •••  P»» 

les  sommes 

K|  +  Rt9     Rf  +  Rtt     Rf  "^  R»>»»»     R*-i  +  R»i«»«     Rifc-i  +  R»! 

dans  lesquelles  les  quantités  R  représentent  des  fonctions  connues 
des  charges  des  diverses  travées.  Il  vient,  en  introduisant  cette  no- 
tation dans  la  formule  qui  fait  connaître  M^, 

a«^»[R,  +  R,(l  +  Ti)  +  R.(Ti  +  T«)+...  +  R*-,(T»-s  +  T»-«)]  + 

M  +  T*-»[l^*  (««>->  +   «n-t-t)  +   Rfc-l-i(«it-fc-|  +  On^h-i)  +  ...  +  Rm] 

•  M*  =  .  ^ 

Or  nous  avons  observé  (§  199,  1*)  que  les  coefficients  des  R 
dans  chaque  grande  parenthèse, 

ont  respectivement  les  mêmes  signes  que  les  nombres 

et  par  suite  les  coefficients  des  R  dans  la  valeur  de  M^  ont  le  signe 
des  nombres 


■*-i  •«»-l  "*^1  *«-l  *»-!  *»-l  *«-l 

c'est-à-dire,  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  somme  des 
indices 

est  paire  ou  impaire* 
On  voit  sur-le-champ  que  Ru-^t  et  R»  auront  tous  deux  des  coefli- 


SUR  UN  APPUI. 
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cieats  négatifs  ;  que  Rik-i  et  Rk+i  auront  des  coefficients  posiiirs,  puis 
Rft^  et  Rik+fl  des  coefficients  négatifs,  et  unsi  de  suite  alternativement 
jusqu'aux  deux  bouts  de  la  poutre.  La  série  des  signes  des  coefficients 
des  R  dans  la  formule  qui  donne  M^  présente  une  suite  de  variations 
jusqu'au  coefficient  de  R^^t  9<iui  est  toujours  négatif,  une  permanence 
(!e  Ra-1  à  Rft  ;  puis  une  suite  de  variations  jusqu'au  coefficient  de  R^ . 

M*  est  généralement  négatif.  Le  maximum  de  sa  valeur  absolue  cor- 
respond donc  à  l'hypothèse  dans  laquelle  on  suppose  chargées  les  tra- 
vées dont  les  poids  sont  pris  négativement  dans  la  formule,  et  vides  les 
autres  travées  ;  en  d'autres  termes,  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de 
Mjk  correspond  à  l'hypothèse  dans  laquelle  on  charge  les  travées 
n*  {k —  i)  etn*  (A)  qui  portent  toutes  deux  sur  l'appui  considéré, 
puis  toutes  les  travées  de  deux  en  deux  à  partir  de  celles-là,  c'estrà- 
dîre  les  travées  n*  [k — 3),  n*  (k  —  5),...  d'un  côté  de  Tappui  n*  A, 

et  n*  (*  +  a),  n®  (A  +  4)» de  l'autre  côté,  les  travées «•  (A  —a), 

n*  {k — 4)» et  n*  (A:  +  0»  ^*  (*  +  3), ne  recevant  pas  de 

surcharge. 

On  voit  du  même  coup  que  le  minimum  de  M,  en  valeur  absolue, 
correspond  à  l'hypothèse  inverse.  Soit,  par  exemple,  le  fragment  sui- 
vant de  la  distribution  des  appuis  sous  une  poutre  continue  indéfinie  : 


Rg.  189. 


1^ 


A 
t-2 


—S— 

k-1 


Je 


A 
kri 


T?7 


-"zr 


L'hypothèse  qui  donnera  le  maximum  du  moment  fléchissant,  en 
valeur  absolue,  sur  l'appui  n®  (A),  sera  représentée  par  le  diagramme  : 


Kg.  190. 


k-3  k-a  k-i 


f^:M^y/^y:M;^^:;^Â  if^y^x^^ef^^i  ,^..^^,^^^,,,^  'r^yxÊxastVJvyAZ 


k 


il 
fc  +  1 


fc+2 


/f  +  3 


et  l'hypothèse  correspondante  au  minimum  par  le  diagramme  : 


Fig.  i«l. 


k-3 


2szsai 


,^^^x/yyyAn^ 


k-a 
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Ces  deux  hypothèses  sont  complémentaires  Tune  de  Tautre;  si  l'on 
additionne  les  deux  valeurs  du  moment  fléchissant  en  un  même  point, 
qui  correspondent  à  chacune  de  ces  deux  hypothèses,  on  obtient  la 
valeur  qu'aursdt  le  moment  fléchissant  en  ce  point,  si  chaque  travée 
recevait  une  surcharge  égale  à  la  somme  de  la  surcharge  admise  et 
de  son  poids  propre. 


RECHERCHE  DE  L*INPLUENGE  DE  LA  CHARGE  d'UNE  TRAVÉE  SUR  LE  BfOMENT 
FLÉCHISSANT  EN  UN  POINT  QUELCONQUE  DE  LA  POUTRE. 


211.  On  connaît  par  le  théorème  précédent  les  hypothèses  qui  con- 
duisent aux  maadma  et  aux  minima  des  moments  sur  les  appuis  pris 
en  valeur  absolue.  Il  reste  à  étudier  ce  qui  se  passe  dans  une  travée 
quelconque,  définie  par  son  numéro,  k. 

Nous  reprendrons  la  formule 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  tracer  la  parabole  des  moments  dans 
la  travée  considérée;  mais  pour  en  faire  l'application,  nous  remar- 
querons qu'il  suffit,  en  appliquant  le  prindpe  de  la  superposition  des 
effets  des  forces,  de  supposer  successivement  nulles  les  charges  de 
toutes  les  travées  moins  une,  et  de  faire  la  somme  algébrique  des 
moments  partiels  qui  correspondent  pour  un  même  point  donné  à 
chacune  de  ces  hypothèses.  Ce  procédé  fera  connaître  l'influence  de 
la  charge  de  chaque  travée  sur  la  répartition  des  moments  dans 
une  travée  déterminée. 

Soit  t  le  numéro  de  la  travée  qui  demeure  seule  pesante,  toutes 
les  autres  étant  réduites  par  la  pensée  à  avoir  un  poids  nul.  Trois 
cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  t  est  inférieur,  égal  ou  supé- 
rieur klu 

21?,  —  i"  CAS.  t<k*  —  La  travée  dont  on  conserve  le  poids  dans 
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les  formules  qui  font  connaître  H^  et  Hi^-i»  ^^^^  ^  gauche  des  appuis 
n*  {k)  et  n*  (A+0  P^P''  lesquels  on  demande  les  moments,  le 
terme  en  R|  se  trouvera  dans  la  première  grande  parenthèse  des  va- 
leurs générales  de  ces  moments,  et  effaçant  tous  les  autres  R,  on  aura 

^        tta~>RtfY<-ffT»-i) 

■»=■ /  ^ 

et 

M««— *— 1  RtfTi— f  +  Tt— i) 
»+i  =  7— "• 

Substituons  dans  la  formule  qui  donne  M,et  observons  que  p^  est 
supposé  égal  à  zéro.  Il  vient  pour  le  moment  partiel  correspondant 
à  la  travée  n*  t  seule  chargée  : 

Le  moment  partiel  dû  à  la  charge  Je  la  travée  n*  {t)  est  donc  re- 
présenté parles  ordonnées  d'une  droite,qui  coupe  Taxe  des  abscisses 
en  un  point  G  appartenant  à  la  travée  n"  {k)  -,  en  effet  l'équation 

donne 

«r= ==1-5 . 

résultat  positif  et  moindre  que  4,puisquea,^ — ««-»_i  a  le  signe  de  a^,^ 

avec  une  valeur  absolue  plus  grande,  et  de  plus/  résultat  indépendant 

du  numéro  t  de  la  travée  dont  on  cherche  Finfluence  ;  toutes  les  droites 

qui  représentent  les  moments  partiels  dus  aux  poids  des  travées 

situées  à  gauche  de  la  travée  n*  (A:)  coupent  donc  Taxe  des  abscisses 

en  ce  même  point  G.  Par  suite,  le  moment  partiel  change  de  signe 

Fig.  192.  de  part  et  d'autre  de  ce  point.  A  gauche, 

^  I         l     il  a  le  même  signe  que  pour  a  =  o,  c'est- 

*  *■*■*    à-dire  le  signe  du  produit 


Ti-î-Mrt- 


*i%~i' 


-  X  «»-», 
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leqael  est  positif  si  la  somme 

est  paire,  et.  négatif  si  elle  est  impaire.  Le  moment  partiel  à  gauche 
du  point  G  est  donc  négatif  si  k —  ^  est  impair,  et  positif  dans  le 
cas  contraire.  Les  signes  contraires  ont  lieu  à  droite  du  point  G.  Gon- 
venons  d'appeler  travées  positives  relativement  à  un  tronçon  quel- 
conque, AG,  de  la  travée  AB,  les  travées  dont  les  charges  donnent 
des  moments  partiels  positifs  dans  ce  tronçon.  Nous  pourrons  résu- 
mer dans  un  tableau  très-simple  les  résultats  de  l'analyse  du  pre- 
mier cas.  . 

Influence  des  travées  à  gauche  de  t appui  n*  (fc). 


AC  = 


Fig.  193. 


*+i 


noRçoN  AC 


TriTéet  positÎTes.  Tratées  oégatiTM. 


TIONÇOH  CB 


N»  k 
k 


k- 


2 

4 
6 


k  — 


1 
3 
& 


Travées  poaltifes. 


k 
k 


1 
8 
6 


TraTéM  négatÎTes. 


N»   A  -  J 
A  — 4 


213.  —  »•  CAS.  t>k.  —  On  devra  conserver  encore  dans  les  for- 
mules qui  donnent  M^  et  M^^m  ^^  ^^  terme  en  R|,  et  ce  terme  se 
trouvera  dans  la  seconde  grande  parenthèse;  il  viendra,  par  un 
calcul  tout  semblable  à  celui  qui  vient  d*ètre  développé, 

= TTZ "  Vtk'th  +  (Yk-i  ^  Y»-i).ïJ. 
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L'équation  àa  moment  partiel  représente  encore  une  droite,  qui 
coupe  Taxe  des  al)acisses  en  un  point  D  défini  par  Féquation 

ce  qui  donne 


Tk-i— T»-i 


• 


Le  résultat  est  positif  et  moindre  que  Z^,  de  sorte  que  le  point  D 
Fig  194.  appartient  à  la  travée  ÂB;  on  peut  faire 

,  voir  de  plus  qu'il  est  situé  entre  le  point  C 


^  *     et  le  point  A,  ce  qui  vient  à  démontrer 

l'in^alité 


!— l 


Tk-i— T-H 


Supposons  d'abord  n  impur;  a^»—  «„_».,  et  y^., — y^.,  ayant 
respectivement  les  signes  de  «»_*  et  de  y^o  le  produit 

a  le  âgne  du  produit  <Va-f^i,  c'est-i-dire  le  signe  +t  puisque  la 
somme  n  —  i  des  indices  est  pidre.  Donc  on  n'altère  pas  l'inégalité 
en  en  multipliant  les  deux  membres  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs,  ce  qui  donne 

ou  bien,  en  supprimant  les  terme  —  ««.kY'^t  commun  aux  deux 
membres  i 

ou  enfin 

inégalité  évidente,  car  on  a  toujours 

nombre  positif  si  n  est  impsdr. 

Si  n  est  pûrt  il  faudrait  renverser  l'inégalité  à  vérifier  en  même 
temps  qu'on  chasse  les  dénominateurs»  parce  que  leur  produit  serait 
négatif;  mds  a^t  sendt  aussi  négatif,  et  par  suite  la  conclusion  dé« 
finitive  serait  la  même. 
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La  position  du  point  D  est,  comme  celle  du  point  G,  indépendante 
du  numéro  de  la  travée  à  laquelle  on  attribue  la  charge.  On  peut 
remarquer  que  la  distance  DG  est  égale  à 


c'est-à-dire  au  quotient  de  la  division  du  dénominateur  commun  des 
valeurs  des  moments  sur  les  appuis,  par  les  produits  des  différences 
des  deux  termes  des  séries  (a)  et  (y)  qui  correspondent  aux  deux 
appuis  comprenant  la  travée  ;  le  résultat  est  toujours  positif. 

Les  travées  à  droite  de  l'appui  n*  {k+  i)  seront  négatives  de  deux 
en  deux  par  rapport  au  tronçon  BD,  à  partir  de  la  travée  n"*  (£  -f  i), 
et  positives  de  deux  en  deux  par  rapport  au  même  tronçon  à  partir 
de  la  travée  n""  (^  -|-  a)  ;  et  nous  pouvons  former  comme  il  suit  le 
tableau  qui  résume  le  second  cas. 


AD  =  -^ 


T»-î 


Fig.  495. 


h. 


V 


^t^^l 


K-ï3- 


0 


>>: 


n 


as 


noN^oii  ÀD, 


Tnréeê  positiTet. 


TtvrétM  négitiTes. 


W 


*   +  3 
ik   +  6 


!1 


W  (*  +  V 
(^  +6) 


Tum^BD, 


TiiTées  positives. 


N*  (*  4-  r 

(*  +6) 


Travées  ntgitiTek 


W  (f  +  I) 
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2)  A.  —  3*  CAS.  t=k.  —  Nous  n^avons  à  conserver  ici  que  le  terme 
en  Rft  dans  les  valeurs  générales  de  H^  et  de  Mt^i  ;  ce  terme  se  trou* 
vera  dans  la  seconde  grande  parenthèse  pour  M»,  et  dans  la  pre- 
nûère  pour  Ut^^  ;  enfin,  nous  pouvons  remplacer  R»  par  sa  valeur 

jPk^k*  îl  viendra: 


Le  moment  partiel  M  se  compose  dans  la  travée  n*  k  de  deux  par* 
ties,  :  Tune  est  donnée  par  les  ordonnées  n^^ative?  de  la  droite 

l'autre  par  les  ordonnées  positives  de  la  parabole 

Pour  X  =  0,  on  a  z  =  0  et  y  =  M^,  quantité  négative.  M  est  donc 
négatif  au  point  A. 
Fusons  ensuite 


a;:=ÂD  = -^^ — h, 

Tk-i — T»-i 


il  viendra 


=W-'^ 


/k-i  —  T*-i 


et 
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Donc 

quantité  toujours  positive,  car  y».!  +  y».,  a  le  signe  de  y».,,  et  le 
produit  —  Yj^^  Y»-t  est  toujours  positif. 

M  passe  donc  du  négatif  au  positif  quand  x  passe  de  zéro  à  la  va- 
leur AD;  on  prouverait  de  même  que  M  passe  du  positil  au  négatif 
quand  x  passe  de  la  valeur  AG  à  la  valeur  AB. 

La  parabole  qui  représente,  dans  la  travée  n''^,  le  moment  partiel 
Fig.  196.  correspondant  à  la  charge  de  la  travée 


3 — •^ jr-« — zr-    n*  k  elle-même,  coupe  par  conséquent  Taxe 


j^  AU  u    r  3 


des  abscisses  en  deux  points  E  et  F,  Tun 
compris  entre  A  et  D,  l'autre  entre  G  et  B. 

La  travée  n*  k  est  négative  relativement  aux  tronçons  extrêmes 
AE,  FB,  et  positive  relativement  au  tronçon  central  EF. 

On  trouvera  les  abscisses  AE,  AF,  des  points  E  et  F  en  résolvant 
Téquation 


M  =  «  +  y  =  0, 


ou  bien 


équation  du  second  degré  qui,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 

a  ses  deux  racines  réelles,  positives  et  moindr&s  que  4* 

L'influence  de  la  travée  n""  k  sur  elle-même  est  donc  représentée 

Fig.  197.  par  la  parabole   aEFd,    qui  coupe  la 

JLrpT^r^^ — ^       droite  AB  en  E  et  en  F.  M.  de  Alzola, 

dans  un  mémoire  sur  la  théorie  des 


^   poutres   droites  9  a  iaii   connaître    les 
théorèmes  suivants,  qui  lient  entre  eux  les  quatre  points  E,  D, 
G,  F. 
Soit  1  le  milieu  de  la  portée,  i  le  point  correspondant  de  la  para- 
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bole  aEFi,  dei  c  les  points  de  la  même  parabole  qui  correspondent 
aux  points  D  et  C  ;  cela  posé  : 

1*  Les  points  detc  sont  situés  respectivement  sur  deux  paraboles 
A<21,  IcB,  égales  entre  elles  et  à  la  première,  mais  passant  par  le 
milieu  de  la  portée  et  par  tun  des  apptàs; 

2*  Les  trois  points  a,  D,  t,  dune  part,  et  les  trois  points  b^  G,  t, 
d  autre  part  sont  en  ligne  droite. 

Connaissant  les  points  C  et  D,  il  sera  facile,  d'après  ces  théorèmes, 
de  tracer  la  parabole  aEF6,  et  de  trouver  par  conséquent  les  points  E 
et  F.  (Voir  les  démonstrations  dans  le  supplément  au  livre  IV.} 

21&.  Réunissons  dans  un  même  tableau  i'indicalion  des  influences 
positives  ou  négatives  des  charges  des  travées  sur  les  cinq  tronçons 
AS,  ED,  DG,  GF,  FB,  dans  lesquels  nous  venons  de  partager  la 
travée  AB. 

La  fig.  igS,  qui  fait  suite  à  ce  tableau,  résume  au  contraire  l'in- 
fluence de  la  charge  de  la  travée  n*  k  sur  cette  môme  travée  et  les 
travées  yobinea. 
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Pour  résumer  le  tableau  précédent,  observons 

,  ^      (  »•*— 1,  A— 5,  A:~6,...   1 

que  les  travées  j     . ,   ,         h    /    h    a        \  ^^^  toujours  néga- 

tives  relativement  aii  tronçon  AE  voisin  de  l'extrémité  A  ; 

!n*  *— «,  A— 4,  *— 6,...   I 
fi^  h  \  sont  toujours  po5t- 

/ive^  relativement  au  tronçon  central  DC  ; 

qu  enfin  les  travées  l  l  •«   l  ic       1  ^°*  toujours  né- 

ffatives  relativement  au  tronçon  FB  voisin  de  l'extrémité  B. 

Le  tronçon  ED  suit  une  loi  inverse  du  tronçon  FB,  et  le  tronçon  GF 
une  loi  inverse  du  tronçon  AE. 

Les  moments  fléchissants  totaux,  négatifs  près  des  appuis  A  et  B, 
deviennent  généralement  positifs  vers  le  centre  de  la  travée,  à  moins 
qu'elle  ne  soit  extrêmement  courte  par  rapport  aux  autres,  ce  qui 
serait  un  vice  de  construction  qu'on  doit  éviter  dans  la  pratique. 
Pour  tous  les  autres  points  de  la  portée,  on  ne  connaît  pas  d'avance 
les  signes  des  moments  fléchissants.  Dans  ces  conditions,  on  ob- 
tiendra leurs  plus  grandes  valeurs  absolues  en  attribuant  successi- 
vement la  surcharge  aux  travées  négatives  seules,  puis  aux  travées 
positives  seules  ;  car  le  moment  total  M  en  un  point  donné  étant  la 
somme  algébrique  des  moments  partiels  afférents  à  toutes  les  charges, 
sa  plus  grande  valeur  absolue,  dans  un  quelconque  des  tronçons, 
correspond  à  l'hypothèse  qui  attribue  la  plus  grande  charge  aux  tra- 
vées dont  Tinfluence  a  le  même  signe  que  M,  et  la  moindre  charge 
aux  travées  qui  ont  une  influence  contraire.. 

216.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  le  nombre  d'hypo- 
thèses à  faire  pour  trouver  les.  maxima  des  moments  fléchissants  en 
tout  point  de  la  poutre. 

Considérons  une  travée  centrale  AB.  Deux  hypothèses,  complémen- 
taires l'une  de  l'autre,  feront  connaître  les  maxima  dans  le  tronçon 
AE;  ce  sont  les  hypothèses  qui  correspondent  au  maximum  et  au 
minimum  du  moment  sur  l'appui  A.  Les  mêmes  hypothèses  font 
connaître  les  maxima  dans  le  tronçon  GF. 


396  NOMBRE  D'HYPOTHESES  UTILES. 

Il  y  a  de  même  deux  hypothèses  complémentaires,  distinctes  des 
premières,  à  admettre  à  la  fois  pour  le  tronçon  FB  et  pour  le 
tronçon  ED. 

Enfin  deux  hypothèses  complémentaires,  distinctes  des  précé- 
dentes, doivent  être  faites  pour  le  tronçon  central  DG  ; 

En  tout  six  hypothèses  par  travée  centrale. 

Mais  sur  ces  six  hypothèses,  les  quatre  premières  sont  communes 
à  la  travée  considérée  et  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  travées  voisines  ; 
elles  appartiennent  en  réalité  aux  appuis  communs.  Les  deux  der- 
nières s'appliquent  à  la  fois  à  toutes  les  travées. 

Soit  donc  n  le  nombre  des  travées,  n  —  i*  est  le  nombre  des  appuis 
communs  à  deux  travées  successives;  le  nombre  total  d'hypothèses 
utiles  est  donc  égal  à  a  -}-  *  (^ —  i)  =  an. 

Cette  formule  suppose  n  >  2  ;  car,  pour  n=  s,  il  n'y  a  pas  de 
travée  centrale. 

Si  la  poutre  est  symétrique,  ce  nombre  %n  se  réduit  encore.  En 
effet,  si  n  est  impair,  les  2  (n — 1)  hypothèses  correspondantes  au 
maximum  et  au  minimum  du  moment  sur  les  appuis  sont  toutes  non 
symétriques  :  ellefs  se  réduisent  donc  à  n —  1  hypothèses  distinctes, 
quand  on  tient  compte  de  la  symétrie;  il  faut  y  ajouter  les  deux  hy- 
pothèses qui  donnent  à  la  fois  le  maximum  et  le  mmimum  dans  le 
tronçon  central  de  chaque  travée,  et  qui,  étant  chacune  symétrique, 
ne  comportent  pas  une  semblable  réduction;  cela  fait  en  tout 
n —  1  +  a  =  n  +  >  hypothèses. 

Si  n  est  pair,  parmi  les  a  (n —  1)  premières  hypothèses,  il  y  en  a 
deux  symétriques  :  ce  sont  celles  qui  sont  relatives  à  l'appui  du  cen- 
tre de  la  poutre;  les  autres  sont  non  symétriques, et  doivent  se 
réduire  à  moitié  ;  enfin  les  deux  hypothèses  communes  à  toutes  les 
travées  sont  non  symétriques,  et  l'une  n'est  que  la  répétition  de 
l'autre.  Le  nombre  réduit  d'hypothèses  est  donc  égal  à 

ou  à  n  +  i  >  comme  si  n  était  impair. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'on  peut  encore  réduire  ce  nombre  en 
introduisant  une  hypothèse  auxUiidre, 
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INDICATION  D'UNE  MÉTHODE  APPROXIMATIVE  PLUS  RAPIDE. 

• 

217.  Les  hypothèses  auxquelles  nous  avons  été  conduit  par  les  re= 
cherches  qui  précèdent  correspondent  à  des  charges  discontinues.  Or, 
il  est  rare  que  dans  la  pratique  il  y  ait  discontinuité  dans  la  distribu- 
tion des  surcharges.  Aussi  certains  constructeurs  se  contentent-ils  de 
faire  les  hypothèses  suivantes  :  ils  supposent  d'abord  une  surcharge 
continue  appliquée  à  toute  l'étendue  de  la  poutre,  et  cette  supposi- 
tion leur  fait  connaître  les  plus  grandes  valeurs  admissibles  pour  les 
moments  fléchissants  sur  les  appuis  ;  puis  ils  chargent  successive- 
ment chaque  travée  à  l'exclusion  de  toutes  les  autres,  et  ils  prennent 
le  résultat  pour  le  maximum  correspondant  au  moment  fléchissant 
dans  la  travée.  On  applique  au  calcul  de  ces  moments  les  formules 
approximatives. 


MAXIMA  ET  MINIMA   DES   RÉACTIONS  DES  APPUIS. 

218.  Pour  trouver  le  maximum  de  la  réaction  A^  de  la  première 
culée,  il  faut  se  reporter  à  l'équation 

Remplaçons  M,  par  sa  valeur 

Pt«ii— »  +  Pa^tt—a  +  »»«  +  P» 

puis 

par  les  quantités 

Rj  +  R„    R,+  Ra,    R,  +  R^,...    R»-i  +  R,. 
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L'équation  devient,  après  ces  substitutions , 

Ipt^i  H:  (Ri  +  R»)^  +  (R.  +  R,)^  +  '-  +  ^'^  ^^^ 

Nous  pouvons  remplacer  -p^  //  par  sR^f  et  il  viendra,  en  mul- 
tipliant par  /,* , 

f 

Dans  cette  équation,  on  voit  clairement  que  les  coefficients  de  R^ 
n,,  R,,  et  ainsi'  de  suite  de  deux  en  deux,  sont  positifs,  tandis  que 
les  coefficients  de  R,,  R^,  R,...  sont  négatifs. 

La  plus  grande  valeur  de  A^  correspond  donc  à  la  surcharge  des 
travées  de  rang  impair ,  et  la  moindre  valeur  de  A^  à  la  surcharge 
des  travées  de  rang  pair.  Ce  sont  les  mêmes  hypothèses  qui  corres- 
pondent aux  maxima  et  aux  minima  des  moments  fléchissants  dans 
le  tronçon  central  des  travées. 

219.  Cherchons  de  même  le  maximum  de  ht  réaction  ¥,t  de  l'ap- 
pui n*  A. 

Nous  avons  trouvé  {%  906)  la  formule 

Nous  supposerons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour  les  moments, 
que  toutes  les  travées  soient  réduites  à  un  poids  nul,  sauf  la  travée 
dont  le  numéro  est  t;  nous  aurons  plusieurs  cas  à  examiner,  sui- 
vant que 

t<k-i,    <  =  &  —  !,    t  =  k,    t>k. 

L'examen  des  deux  premiers  cas  suffit, 
l-  Soit 

t  <*— 1. 
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Nous  aurons,  en  appliquant  les  formules  « 

^-- ^?^x  ' 

u  _  ««->  R»(T»-t  +  T«-i) 

On  a  d'uileurs  dans  cette  hypothèse 
et  la  valeur  partielle  de  F^^  est 

La  quantité  entre  parenthèses  a  le  signe  de  ol^^j^,  ou  le  signe  de 
( —  i)**'^^  ;  le  coefficient  en  dehors  de  la  parenthèse  a  le  signe  de 

Donc  la  valeur  partielle  de  F^  a  le  signe  de 

Si  k—t  est  pair,  la  valeur  partielle  de  F»  est  négative,  et  si 
£  —  t  est  impair,  elle  est  positive  ;  ce  qui  veut  dire  que  les  charges 
des  travées  n*  (A — «),  n*  (*— 4)...  soulagent  l'appui  n*  A,  tandis 
que  les  charges  des  travées  k — 3,  k — 5,  k — 7,...  augmentent  la 
pression  de  la  poutre  sur  cet  appui. 

On  en  peut  conclure  immédiatement  que  les  charges  des  travées 
n"  k+  1,  A+3,  k+5f...  soulagent  l'appui  n*  A,  tandis  que  les 
charges  des  travées  n*  A+s,  A;  +  4«  A +  6,...  pèsent  sur  cet  appui. 

2*  Reste  à  examiner  le  cas  de  ^  =  k —  i ,  ou  de  f = A.  On  pour- 
rait le  faire  en  employant  les  formules  et  en  discutant  les  signes. 
Uais  cette  discussion,  qui  serait  assez  laborieuse,  est  inutile,  car  il 
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est  bien  certain  qne  la  charge  des  travées  adjacentes  à  l'appui  n*  k 
pèse  sur  cet  appui,  et  qu'on  soulage  l'appui,  au  contraire,  en  enle- 
vant la  charge  de  l'une  ou  de  Tautre  de  ces  travées. 

Donc,  en  définitive,  le  maximum  de  F^  correspond  à  l'hypothèse 
dans  laque^lle  les  travées 

et 

n'A  — i,    n*Af  — 3,    n'fc  — 5,... 

sont  chargées,  les  autres  travées  restant  vides;  le  minimum  de  F« 
correspond  à  l'hypothèse  inverse  ou  complémentaire. 

On  peut  remarquer  que  le  maximum  et  le  minimum  de  F^^  ont  lieu 
dans  les  mêmes  circonstances  que  le  maximum  et  le  minimum  de  Mi. 


RÉDUCTION  DÉFINITIVE  DU   NOMBRE  D'hYPOTHÈSES    A    FAIRE    SUR 

LA  DISTRIBUTION  DES  SURCHARGES. 

220.  Nous  avons  reconnu  que  les  hypothèses  à  faire  sur  la  distribu- 
tion des  surcharges,  pour  déterminer  les  valeurs  limites  des  moments 
fléchissants,  sont  deux  à  deux  complémentdres,  c'est-à-dire  qu'à  une 
hypothèse  dans  laquelle  plusieurs  travées  sont  chargées  et  les  autres 
vides,  correspond  une  hypothèse  dans  laquelle  les  premières  travées 
restent  vides,  et  les  autres  reçoivent  la  surcharge.  Appelons  p'  le 
poids  par  unité  de  longueur  de  la  travée  vide,  p"  le  poids  par  unité 
de  longueur  de  la  surcharge.  Dans  Tune  des  deux  hypothèses  complé- 
mentaires, la  travée  sera  supposée  avoir  le  poids  p\  et  dans  l'autre  le 
poids  p  =  p'+p".  Si  l'on  ajoute  les  deux  moments  fléchissants  ob- 
tenus pour  un  point  quelconque  dans  chacune  de  ces  deux  hypo- 
thèses, on  obtiendra  le  moment  auquel  conduirait  le  calcul  pour  une 
charge  totale  égale  kp+p'^ouk  ^p'  -f  p"\  également  répartie  dans 
toute  la  longueur  de  la  poutre. 

Si  donc  on  a  calculé  les  moments  fléchissants  pour  une  hypothèse 
particulière,  on  pourra  obtenir  les  moments  correspondants  à  l'hypo- 
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ihëse  complémentaire,  en  retranchant  les  moments  obtenus  des  mo- 
ments correspondants  à  la  charge  p+p\  également  répartie  dans 
.oute  la  longueur  de  la  poutre. 

Or,  an  est  le  nombre  d'hypothèses  utiles  pour  une  poutre  non 
oy métrique  de  n  travées;  elles  se  groupent  deux  à  deux  en  hypo- 
thèses complémentaires.  On  pourra  «  en  appliquant  la  remarque 
précédente,  calculer  seulement  les  moments  pour  n  hypothèses  dis- 
tinctes, et  calculer  ensuite  les  moments  qui  correspondent  à  l'hypothèse 
auxiliaire  où  la  charge  est  partout  égale  k  p+p'.  Des  soustractions 
donneront  les  moments  pour  les  hypothèses  complémentaires.  Le 
nombre  d'hypothèses  distinctes  est  donc  réduit  kn+  i. 

Si  la  poutre  est  symétrique,  le  nombre  d*  hypothèses  utiles  est  ré- 
duit  à  n  -|-  1.  L'introduction  de  l'hypothèse  auxiliaire  p  +p'  permet 
de  réduire  encore  ce  ùombre;  msds  il  y  a  lieu  distinguer  le  cas  de  n 
impair,  et  le  tas  de  n  pair. 

4*  Si  n  est  impair,  le  nombre  n  + 1  6st  pair,  et  les  n+  i  hypo- 
thèses sont  complémentaires  Tune  de  l'autre.  Elles  peuvent  donc  se 
réduire  à  moitié,  pourvu  qu'on  ajoute  l'hypothèse  auxiliaire  p+p'; 

ce  qui  fait  en  tout  — -^  +  i  ou       '      hypothèses  distinctes. 

2*  Si  n  est  pair,  le  nombre  n^  i  est  impaû*,  et  de  ces  n  +  ^  hy- 
pothèses il  y  en  a  une  qui  est  symétrique  de  son  hypothèse  complé- 
mentaire ;  celle-ci  ne  peut  donc  pas  être  supprimée,  car  elle  l'est  déjà 
par  la  réduction  due  à  la  symétrie,  de  sorte  que  Ton  ne  peut  réduire 

à  moitié  que  les  n  autres  hypothèses  ;  il  en  reste  donc  — f-  i  dis- 
tinctes,  plus  l'hypothèse  auxilisûre  p  +  p\ce  qui  fait  en  tout  -  +  ^ 

hypothèses,  ou  o 

Ces  deux  formules  rentrent  l'une  dans  l'autre  en  prenant  pour  le 
nombre  cherché  le  plus  grand  entier  contenu  dans  ,  ou  dans 

26 
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En  résumé,  on  trouve  pour  le  nombre  d'hypothèses  à  faire  sur  la 
distribution  des  surcharges  les  résultats  suivants  : 

Poutres  quelconques  de  n  travées. 

Nombre  total  d'hypothèses  distinctes 2" — i. 

Nombre  d'hypothèses  utiles 2n,  (n  >  2), 

Nombre  réduit  d^hypothèses  utiles,  en  iDtro-* 

duisant  Thypothèse  auxiliaire  p  +  p'. .  .  .  n  +  i^  {n>9). 

Poutres  symétriques  de  n  travées. 

Nombre  total  d'hypothèses  distinctes 2*-*  +  2  \  •  '—  4, 

Nombre  d'hypothèses  utiles n  + 1  (n  >  2), 

Nombre  réduit  d'hypothèses  utiles  en  intro- 
duisant rbypothèse  auxiliaire  p  +  p\  ,  .  .  3  +  E  f  ^  j ,  (n  >  2J. 

Lorsque  n  est  pair  et  que  la  poutre  est  symétrique,  le  calcul  de 
rhypotbëse  auxiliaire  p  +  p'  devient  inutile,  en  observant  que  cette 
hypothèse  revient  au  cumul  des  moments  afférents  aux  charges  des 
travées  n*  i,  n""  5,  n""  5,.«.  et  des  moments  afférents  aux  charges  des 
travées  n^'a,  n''4t  n^'ô,...  et  que  les  seconds  moments  sont  symé- 
triques des  premiers;  de  sorte  que  les  moments  U,,  M,,  M^,...  H» de 
l'hypothèse  auxiliaire  se  déduisent  des  moments  (a,,  (x,,  |x^,...  (i»« 
afférents  aux  charges  des  travées  n""  i,  n*"  3,  n""  5,«..  en  posant 

M,  =*m+|Aii,         M,  =  JA,+  iln-„         M4=  Jl4+ii»-^,.,.         M«==2lA« 

s  t* 

m 

Le  nombre  des  hypothèses  utiles  décroît  donc  d'une  unité  dans  le 
cas  de  n  pair.  Cette  remarque  nous  a  été  signalée  par  H.  Arnaud, 
élève-ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  Si  Ton  tient  compte  de  cette 
circonstance,  le  nombre  utile  d'hypothèses  devient 


i 
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lorsque  n  est  pair,  tandis  qu'il  est  égal  à 


3  +  e(|)=2+2^  =  «±1. 


2  2 


lorsque  n  est  impair.  Ces  deux  formules  peuvent  se  fondre  en  une  seule, 
en  disant  que  le  nombre  cherché  est  toujours  la  valeur  entière  de 

— ^î— ,  que  n  soit  pair  ou  impair. 

Par  exemple,  une  poutre  de  lo  travées  peut  donner  lieu  à 
1023  hypothèses  distinctes  si  «lie  est  non  symétrique,  et  à 
527  si  elle  est  symétrique.  Ces  nombreuses  hypothèses  peuvent 
être  ramenées  à  11  utiles  dans  le  premier  cas,  et  à  6  dans  le 
second. 


GOlfSTBUGTlON  DB  l'ÉPURB  DES  UOM ENTS  FLÉCHISSANTS  ET  DES  EFFORTS 

TRANCHANTS 


221.  On  représentera  sur  le  dessin,  à  une  échelle  quelconque,  les 
longueurs  des  travées  successives  dont  se  compose  la  poutre  don- 
née. Si  elle  est  symétrique,  on  pourra  se  borner  à  en  représenter 
une  moitié. 

On  prendra  une  échelle  arbitraire  pour  représenter  les  moments 
fléchissants  par  des  ordonnées  verticales,  et  une  troisième  échelle 
pour  représenter  les  efforts  tranchants. 

Après  avoir  déterminé  les  hypothèses  utiles  à  la  construction  des 
contours-limites,  on  formera  les  quantités?,,  Ptv  Pu*  ^^Qs  cha- 
cune de  ces  hypothèses,  d'après  les  poids  connus  des  charges  et  les 
longueurs  des  travées. 

On  calculera  les  nombres  des  séries  (a)  et  (y) ,  qui  se  réduisent 
à  une  seule  et  même  série  dans  le  cas  où  la  poutre  est  symé- 
trique. 
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Ou  appliquera  les  formules  à  la  recherche  des  moments  sur  les 
appuis  M,,  M,,...  H,;  on  pourra  par  exemple  calculer  M,  et  déduire 
les  autres  moments  des  équations  (M)  ;  on  peut  aussi  remplacer  ce 
calcul  par  des  constructions  géométriques  ;  enfin,  on  peut  prendre 
arbitrairement  M,^,  et  calculer  le  moment  (Terreur  e,  qui  sert,  comme 
nous  l'avons  montré,  à  corriger  rigoureusement  la  valeur  arbitraire 
attribuée  à  M, . 

Connaissant  M,,  M,,...  M^,  on  déduira  des  formules  connues  les 
valeurs  des  efforts  ti'anchants  aux  extrémités  de  chaque  travée, 
Aj,  B,,  A,.  B,,...  A»,,  B„+i,  puis  les  différences  A,— B,,  A,— B,,..., 
A,  —  B^;  ces  différences  et  les  efforts  A^  et  —  B^^.!  seront  les  réactions 
des  appuis. 

Pour  une  hypothèse  quelconque,  la  somme 


A,  +  (A,— B,)  + (A,— B,) +...  +  (  A«—Bn)  —  Bn+i, 


ou  bien 


A,  +  Fj  +  F,  + +  Fh— Bn-j.,. 


doit  être  égale  à  la  somme  des  poids  des  travées  ;  cette  vérincation 
ne  porte  pas  sur  le  calcul  des  moments;  car  elle  réussirait  en  em- 
ployant des  moments  quelconques. 

On  aura  alors  tous  les  éléments  de  la  construction  de  Tépure. 

On  tracera  donc  les  paraboles  des  moments  fléchissants  et  les 
droites  des  efforts  tranchants  dans  chacune  des  hypothèses  exami- 
nées. Puis  on  repliera  toutes  les  paraboles  d'un  côté  de  l'axe  des 
abscisses,  et  toutes  les  droites  du  côté  opposé,  pour  n'avoir  plus  à 
considérer  que  les  valeurs  absolues  des  moments  et  des  efforts  tran- 
chants. 

L'épure  étant  ainsi  tracée,  on  peut  avoir  à  résoudre  deux  pro- 
blèmes principaux. 

222.  1**  PftOBLËME.  Si  la  poutre  qu'il  s'agit  d'étudier  a  une  section 
constante,  il  sera  facile  de  déduire  des  résultats  de  l'épure  la  charge- 
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limite  à  laquelle  la  matière  est  soumise.  En  effet,  on  déterminera 
facUement  sur  le  dessin  la  plus  grande  valeur  absolue  M  du  moment 
fléchissant  ;  la  section  étant  donnée,  on  pourra  calculer  son  moment 
d'inertie  I,  et  la  plus  grande  distance  t;  des  fibres  à  la  fibre  neutre  ; 
la  plus  grande  pression  ou  tension  par  unité  de  surface  sera  donnée 
par  Féquation 

RI      .,  n      Mo 

—  =M,      ou      R  =  -r-. 
V  i 

De  même  on  pourra  déterminer,. par  la  seule  inspection  du  dessin, 
la  plus  grande  valeur  absolue  A  de  Teffort  tranchant,  et  divisant 

cette  plus  grande  valeur  par  la  section  û,  on  aura  la  limite  ^  de 

l'effort  tranchant  moyen  par  unité  de  surface.  On  pourrait  aussi,  en 
appliquant  la  théorie  que  nous  avons  fait  connaître,  déterminer  la 
loi  de  répartition  de  cet  effort  tranchant  entre  les  divers  éléments  de 
la  section  transversale. 

On  pourra  donc  déterminer  avec  précision  si  la  poutre  donnée  a 
ou  non  la  résistance  nécessaire  pour  supporter  avec  sécurité  les 

charges  qui  y  sont  appliquées. 

La  solution  de  ce  premier  problème  est  rigoureuse. 

223.  2*  PrcTblèiie.  Le  second  problème  n'offre  qu'une  solution  ap- 
proximative. Il  consiste  à  déterminer  les  formes  de  la  section,  sup- 
posée variable  d'un  point  à  l'autre,  de  manière  que  les  efforts  déve- 
loppés dans  la  matière  soient  à  peu  près  égaux  en  tous  les  points  de 
la  poutre. 

Ce  problème  est  très  fréquent  dans  la  pratique  des  travaux  publics; 
il  s'agit,  par  exemple,  de  construire  un  pont^  métallique  à  poutres 
droites  continues,  franchissant  une  rivière  sur  un  certain  nombre 
d'appuis,  et  l'on  cherche  quel  est  le  meilleur  emploi  du  métal  pour 
assurer  économiquement  la  résistance  de  l'ouvrage. 

Voici  la  méthode  que  l'on  suit  habituellement  :  elle  est  très  sim- 
ple; mads,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure,  elle  est  peu  rigou- 
reuse. 

La  hauteur  H  de  la  poutre,  comptée  entre  les  centres  de  gravité 


l 


406  DEUX  PROBLÈMES  PRINCIPAUX. 

de  la  bande  inférieure  et  de  la  bande  supérieuFe,  peut  être  considérée 
comme  une  donnée  de  la  question. 
On  réduit  le  moment  d'inertie  I  de  la  section  à  celui  des  deux 

bandes  A  et  B,  qui  s'exprime  approximativement 

par  le  produit 


Fig.  199. 
a     


i 


I  =  ia6xH«. 


Z] 


H  La  largeur  a  des  tables  est  prise  arbitrairement  ; 
l'expression  I  est  proportionnelle  à  6,  seule  quan- 
tité qu'on  fasse  varier  d'une  section  à  l'autre. 

Le  rapport  -  est  égal,  par  approximation,  à  obE. 

On  cherche  à  rendre  constante  la  résistance  R,  laquelle  est  liée  aux 
moments  variables  M  par  l'équation 

Ri  =  Ra6H  =  M. 

V 

On  en  déduit 

M 


6  = 


RaH* 


Donc  b  doit  être  proportionnel  à  H. 

Les  plus  grandes  valeurs  absolues  de  H  sont  données  par  les  or- 
données du  contour-limite;  il  suffirait  donc,  pour  résoudre  la  ques- 
tion, de  donner  à  b  des  valeurs  variables  proportionnelles  aux 
ordonnées  de  ce  contour.  On  ne  peut  pas  adopter  dans  la  pratique 
cette  loi  de  variation  continue  ;  car  les  tables  A  et  B  sont  formées  par 
la  superposition  de  tôles  d'égale  épaisseur  ;  la  dimension  b  n'est  donc 
susceptible  de  recevoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  multiples  de 
l'épaisseur  conunune  à  toutes  les  feuilles  de  tôles  admises  dans  la 
construction. 

Hais  on  peut  attribuer  à  b  des  valeurs  plus  grandes  que  celles  que 
donne  l'équation 

fc-JL 
car  augmenter  b  revient  à  diminuer  R ,  de  sorte  que  l'excès  d'épais* 
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seur  admis  pour  la  table  en  un  point  de  la  portée  n'a  d'autre  effet 
que  de  réduire  Teffort-liinite  développé  dans  le  métal. 

Uépure  donne  les  valeurs  du  moment  H;  mais  si  l'on  divise  le 

M 

inoment  H  par  le  bras  de  levier  H,  on  aura  une  force,  ^,  qui  pourra 

être  représentée  sur  Tépure  par  la  même  ordonnée  que  M.  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  une  échelle  des  forces  dont  l'unité  corresponde 

à  l'unité  des  moments  divisée  par  la  quantité  donnée  H.  La  force  -zj 

n 

sera  la  pression  ou  la  tension  totale  développée  par  la  flexion  dans 
les  tables  A  et  B. 

De  même,  la  résistance-limite  R  étant  une  quantité  donnée,  si  Ton 

H 
divise  -g  par  R,  on  aura  pour  résultat  la  section  correspondante  à 

cette  résistance  ;  on  pourra  encore  choisir  une  échelle  des  sections 
telle»  que  l'ordonnée  M,  prise  sur  Tépure,  représente  la  section  né- 
cessaire; pour  cela,  il  faut  que  Tunité  de  l'échelle  des  sections  cor- 
responde à  Tunité  de  l'échelle  des  forces  divisée  par  la  quantité 
donnée  R. 

Enfin,  si  l'on  divise  la  section  =r^  par  la  largeur  a,  qui  est  don- 

née,  on  aura  pour  quotient  l'épaisseur  6,  et  l'on  peut  encore  s'arran- 
ger de  telle  sorte,  que  l'épaisseur  b  soit  mesurée  par  l'ordonnée  M, 
à  l'échelle  des  épaisseurs.  Ajoutons  que  l'échelle  des  moments  étant 
arbitraire,  on  peut  la  choisir  de  manière  que  les  épaisseurs  b  soient 
données  sur  l'épure  en  vraie  grande\ir. 

Par  exemple,  supposons  que,  dans  un  projet  particulier,  H  soit 
^gal  à  6  mètres,  à  à  i*,so,  et  que  la  limite  de  résistance  R  soit 
fixée  à  6  kilogranunes  par  millimètre  carré,  ce  qui  correspond  à 
R  =  6  000  000  de  kilogrammes  par  mètre  carré.  Si  l'on  veut  que 
les  épaisseurs  b  soient  données  en  vraie  grandeur  sur  l'épure,  on 
Dbeervera  qu'une  valeur  d'un  millimètre  pour  b  correspond  à 
une  section  de  i  x  1 900  =  1900  millimètres  carrés;  que  cette 
section,  à  raison  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  corres- 
pond ^    yne   forcir   totale  de   1  900  x  6  =  7  900  kilogrammes , 
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et  que  cette  force,  au  bout  d'un  bras  de  levier  de  5  mètres,  corres- 
pond à  7  d  00  X  5  =  36  ooo  kilogrammëtres. 

Le  problème  sera  résolu,  par  conséquent,  en  adoptant  les  échelles 
suivantes  : 


Échelle  des  moments  fléchissants. 
Échelle  des  forces  totales  dévelop- 
pées dans  les  bandes 

Échelle  des  sections 

Échelle  des  épaisseurs  6 


1  millimètre  pour  36000kilogr. 


1 
i 
i 


pour   7200kilogr. 
pour    iSOOmî]].  qu. 
pour   i  millimètre. 


Fig.  200. 


L'épure  de  la  distribution  des  tôles  sera  ensuite  tracée  comme  il 

suit  pour  chaque  tra- 
vée. MNPQRST  étant 
le  contour-limite,  on 
prendra,  àl'échelle  des 
épaisseurs,  des  quan- 
tités Aa,  aby  bc^ 

égales  à  l'épaisseur 
commune  des  feuilles 

de  tôle,  et  l'on  mènera  parles  points  de  division  des  parallèles  à  AB;  ces 

droites  aci^  bb\  cc^,...  représenteront  les  feuillesde  tôle  successives; 

on  interrompra  par  des  traits  verticaux  celles  qui  passeront  au  delà 

du  contour-limite;  de  sorte  que  la  ligne  en  escalier 

Xr  ^'  <'"  c"  (f  6"  6*^  c"  c'  d'"  d"  c'»  C"  6"  b"  c'»"  c«  d^  ef^ff*, 

qui  laisse  partout  au-dessous  d'elle  le  contour-limite  MNPQRST, 
en  le  suivant  cependant  de  près,  donne  la  loi  de  la  distribution  des 
tôles  dans  les  tables  A  et  B  de  la  section.  11  y  a  deux  tôles  qui  régnent 
dans  toute  l'étendue  de  la  portée;  il  y  en  a  quatre  au  milieu  de 
la  pbrtée  el  six  sur  les  appuis.  L'aire  de  la  ligne  en  escalier  fait 
connaître  le  métré  de  la  poutre  réduite  à  ses  bandes. 

L'épure  des  efforts  tranchants  donne  lieu  à  des  questions  toutes 
semblables  ;  seulement  il  faudra  faire  entrer  dans  le  calcul  l'âme  au 
lieu  des  bandes  de  la  poutre.  Cela  revient  à  admettre  entre  les  par- 
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des  de  la  poutre  une  sorte  de  division  du  travail.  On  suppose  que 
les  moments  fléchissants  sont  équilibrés  par  les  tables  seules,  et  les 
efforts  tranchants  par  la  paroi  qui  les  unit  (§  lai).  L'inconnue  à 
déterminer  est  l'épaissQur  de  la  paroi.  On  commencera  par  déduire 
de  l'échelle  des  efforts  tranchants  l'échelle  des  sections  de  l'âme,  en 
divisant  l'effort  par  la  résistance-limite  R'  ;  puis  on  divisera  la  sec- 
tion par  la  hauteur  de  l'âme,  et  le  quotient  sera  l'épaisseur^  on  en 
déduira  une  échelle  des  épaisseurs,  et  l'on  pourra  s'arranger  pour 
qu'elles  soient  représentées  en  vraie  grandeur  sur  l'épure. 

Si,  par  exemple,  la  hauteur  de  l'âme  est  de  4"'99^  et  la  limite  de 
résistance  à  l'effort  tranchant  de  5  kilogrammes  par  millimètre  carré, 
l'épaisseur  d'un  millimètre  correspondra  à  une  section  de  4  qSo  mil- 
limètres carrés, et  à  un  effort  tranchant  de  4  9^0  X  5  =  s4  7^0  kilo- 
grammes. On  prendra  donc  les  échelles  suivantes  : 

Échelle  des  efforts  tranchants .  .    1  millimètre  pour  24  750  kilogr., 
Échelle  des  sections  de  rame  .  •    1        —        pour  4  950  milligr., 
Échelle  des  épaisseurs i        —        pour  i  millim* 


L'épure  présenterait  la  disposition  suivante  : 


Fig.  201. 


MNPQ ,  contour- 
limite  '  des  efforts 
tranchants; 

ffga'  rr^  con- 

tour  représentatif  de 

fi^   la    distribution     des 

efforts  de   l'âme;  la 

résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant  sera  partout  inférieure  à  R', 

puisque  l'épaisseur  excède  partout  la  limite  indiquée  par  le  premier 

contour. 

22ik.  Voilà  la  méthode.  Voici  maintenant  quelle  objection  on  peut 
y  faire. 

Les  équations  fondamentales  sur  lesquelles  repose  le  calcul  des 
poutres  continues  sont  établies  dans  la  supposition  que  la  poutre  a 
une  section  unifo^-me  d'un  bout  à  l'autre  de  sa  longueur.  Lorsqu'on 
a  construit  l'épure  des  moments  fléchissants  et  des  efforts  tranchants. 
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et  qu'on  s*en  sert  pour  faire  varier  les  dimensions  de  la  section  de 
la  poutre,  de  manière  à  serrer  de  près  les  contours-limites,  la  poutre 
construite  d'après  les  indications  de  l'épure  n'est  pas  dans  les  con- 
ditions de  la  poutre  idéale  soumise  aux  calculs;  la  flexion  qu'elle 
prend  suit  d'autres  lois,  et  par  suite  les  efforts  se  distribuent  dans 
la  poutre  réelle  d'une  autre  manière  que  celle  qui  a  été  prévue* 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  peut  être  considérée 
comme  le  premier  pas  d'une  règle  de  fausse  position.  Pour  la  rendre 
rigoureuse,  il  faudrait  chercher  quelle  est  la  distribution  d'efforts 
correspondante  à  la  forme  attribuée  à  la  poutre,  puis  corriger  cette 
forme  pour  ramener  les  efforts  aux  limites  assignées,  et  recommencer 
un  certain  nombre  de  fois  les  mêmes  opérations,  jusqu'à  ce  que  les 
corrections  fussent  insignifiantes.  Mais,  dans  ces  nouveaux  calculs, 
on  aurait  à  traiter  le  problème  d'une  poutre  de  forme  variable,  ce  qui 
complique  singulièrement  les  équations  (i)  •  Aussi  on  ne  cherche  pas  à 
rectifier  cette  erreur,  et  l'on  se  contente  de  la  grossière  approximation 
fournie  par  la  méthode  que  nous  .venons  d'exposer.  La  faiblesse  des 
limites  R  et  R'  permet  de  se  contenter  de  cet  à  peu  près  ;  l'expérience 
a  d'ailleurs  montré  qu'il  n'y  a  aucun  danger  à  suivre  cette  marche 
expéditive. 


OBSERVATIONS  SUR  LES  POUTRES  DROITES  CONTINUES. 


PARTAGE   DU   DÉBOUCHÉ   TOTAL  EN  TRAVÉES* 

225.  En  général,  on  donne  une  même  longueur  aux  portées  ce::- 
traies  d'une  poutre  continue  ;  les  travées  de  rive  reçoivent  une  lon- 
gueur un  peu  moindre;  le  rapport  de  ^,  pour  les  portées  des  tra- 


(0  Od  peut  coDSolter  sur  ce  sujet  un  mémoire  de  M.  Albaret,  intitulé  :  Étude  des  ponti 
-métalliques  à  poutres  droites  reposant  sur  plus  de  deux  appuis  (Annales  des  ponts  et 
chaussées,  t.  XII,  1866.  —  Depuis,  divers  auteurs  ont  étudié  le  même  si^oi^  nuus  iren- 
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vées  de  rive  comparées  aux  portées  centrales,  est  très-convenable 
pour  l'œiL  Ce  rapport  est  voisin  du  nombre 

i  +  -^  =  0,7887..., 

qui  donne  Tabscisse  de  Tun  des  points  d'inflexion  d*une  poutre  en- 
castrée à  ses  deux  extrémités  (§  99) .  Étant  donnée  une  suite,  de  por^ 
tées  égales,  toutes  encastrées  sur  leurs  appuis,  et  toutes  également 
chargées,  on  en  ferait  en  effet  une  poutre  continue  à  extrémités 
libres,  en  coupant  la  première  et  la  dernière  travée  en  leurs  points 
d'inflexion  extrêmes  ;  les  moments  fléchissants  sont  nuls  en  ces  points 
d'inflexion,  et  *de  plus,  les  culées  qu'on  y  placerait  exerceraient  de 
haut  en  bas  un  effort  égal  à  l'effort  tranchant. 

Pour  retrouver  rigoureusement  sur  les  appuis  intermédiaires,  les 
moments  fléchissants  d'une  suite  de  poutres  encastrées,  il  faut 
remarquer,  comme  l'a  fait  observer  M.  de  Mondésir  (1),  que  les  cu- 
lées doivent  être  tenues  à  un  niveau  inférieur  à  celui  des  piles,  d'une 

quantité  égale  ^ô^Tpr;  cette  quantité  représente  l'ordonnée  du 

point  d'inflexion  H  de  la  poutre  AB,  encastrée  à  ses  deux  extrémités  A 
et  B,  et  chargée  d'un  poids  uniformément  réparti  par  unité  de  lon- 
gueur. 

ng.  202. 


A  H ? 

«•I  "^ 


dons  compte,  dans  le  sopplément  au  présent  livre,  des  résultats  obtenus  dans  cette  voie 
par  M.  Renoust  des  Orgerles.  M.  Bresse  a  donné,  en  1871,  une  formule  élégante,  qui 
peut  être  considérée  comme  l'extension  du  théorème  des  trois  moments  aux  poutres  à 
section  variable.  M.  Klelts  a  publié  en  1875  un  mémoire  sur  la  même  question.  Il  a 
reconnu  que  l'hypothèse  de  Taniformilé  conduit  à  des  valeurs  trop  fortes  pour  les  mo- 
ments fléchissants  au  centre  des  portées,  et  à  des  valeurs  trop  faibles  sur  les  appuis. 
Mais  les  exemples  qu'il  a  examinés  lui  ont  montré  que  Terreur  ne  dépassait  pas  9  p.  1  (M 
snr  les  appuis,  et  14  p.  100  an  milieu  des  portées.  La  dlstriboUon  de  la  matière,  dans 
l'hypothèse  de  rnniformlté,  entraine  donc  un  léger  excès  de  poids  au  milieu  et,  au  coq* 
traire,  sur  les  appuis,  un  léger  excès  de  tension,  qui  grossit  au  plus  d'un  dixième  la 
Umite  de  résistance  ;  de  6  lillogrammes  par  millimètre  carré,  elle  passerait  à  C'.G,  ce 
qui  n'a  rien  d'etcessif. 

(1)  PanU  métalliques  à  poutres  droites,  pages  62  et  suivantes. 
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On  trouvera  dans  l'ouvrage  de  M.  de  Mondésir  des  formules  éta- 
blies pour  les  poutres  ainsi  tracées,  qu'il  a  appelées  poutres  équi- 
librées. 

Cet  exemple  fait  sentir  l'influence  des  différences  de  niveau  sur  la 
distribution  des  moments  (i).  La  discussion  de  cette  influence  est 
donnée  avec  beaucoup  de  détails  par  M.  Bresse,  dans  le  3'  volume 
de  son  Cours  de  mécanique  appliquée. 

On  trouve  aussi  dans  le  même  ouvrage  la  discussion  de  Finfluencé 
du  rapport  des  travées  extrêmes  aux  travées  centrales,  et  l'apprécia- 
tion de  l'influence  de  la  déformation  des  appuis. 

Les  épures  de  moments  fléchissants  dressées  par  M.  Bresse,  et 
réunies  par  lui  dans  un  atlas  joint  au  3*  volume  de  son  Cours,  pré- 
sentent en  réalité  deux  contours-limites ,  formés  chacun  d'arcs  de 
parabole.  Le  contour  inférieur  correspond  à  Teflet  de  la  charge 
propre  considérée  seule;  le  contour  supérieur  correspond  à  l'effet 
de  la  surcharge.  L'effet  total  est  représenté  en  chaque  point  pai*  la 
somme  des  ordonnées  des  deux  contours  de  l'épure.  Ce  qui  rend  le 
travail  de  M.  Bresse  fort  utile  aux  ingénieurs,  c'est  qu'il  l'a  fait  suivre 
d'un  formulaire  analytique  très  développé,  qui  conduit  immédiate- 
ment au  tracé  des  contours-limites  pour  des  surcharges  données, 

et  pour  des  valeurs  déterminées  du  rapport  8  =  ^  des  portées  cen- 

traies  aux  portées  de  rive. 


(1)  On  peat  admettre,  comme  règle  géDérale,  que  rabaissement  de  l'an  des  appuis 
d*UDe  poutre  continue  tend  à  diminuer  en  valeur  absolue  le  moment  fléchissant  sur 
cet  nppui,  en  même  temps  que  la  charge  qu'il  supporte;  une  surélévaUon  produit  des 
elTets  inverses.  Du  reste,  l'abaissement  et  la  surélévation  admissibles  pour  un  appui 
en  particulier  Eont  essentiellement  limités;  car  si  Ton  descend  l'appui  B  au-dessous 
d'un  certain  niveau^  la  poutre  cessera  de  porter  sur  cet  appui,  et  les  deux  travées  qui 
^9'-^^  -    s'y  rejoignaient  se  réuniront  pour  former  une  travée 

j^  c     unique  AC  (dg.  203).  Si  au  contraire  on  élève  succès- 

"ïs "^    f  ivement  l'appui  B,  il  arrivera  un  moment  où  la  poutre 

'  ^^  abandonnera  l'un  des  deux  appuis  voisins,  l'nppul  C, 

•oar  exemple^  pour  franchir  l'intervalle  total  BD  d'une  seule  portée  (fig.  204).  Ces 

Fig.  204.  conclusions  seraient  dilTérenles  si  la  pou- 

tre était  liée  aux  appuis  «  de  telle  sorte 

^ 2r-    *ï"'*'*  pussent  développer  des  réactions 

A  CD      négatives. 
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H.  de  Mondésir,  appliquant  ses  formules  à  un  pont  métallique 
construit  sur  l'Allier»  pour  le  passage  du  chemin  de  fer  de  Moulins  à 
Montluçon,  a  mis  en  évidence  les  inconvénients  que  peut  entraîner 
un  trop  faible  rapport  des  travées  de  rive  aux  travées  centrales.  Le 
pont  de  rAllier  a  neuf  travées  symétriques  ;  les  travées  centrales 
«  ont  4o  mètres,  et  les  travées  de  rive  ont  seulement  18", a 5.  Le  calcul 
démontre  que,  dans  l'hypothèse  où  l'on  charge  les  travées  n*  2 ,  n*  4* 
n""  6  et  n*  8,  à  l'exclusion  des  autres,  la  réaction  de  la  première  culée 
a  une  valeur  négative;  ce  qui  indique  que  l'extrémité  de  la  poutre, 
au  lieu  de  poser  sur  Tappui,  tendrait  à  se  soulever,  et  aurait  besoin, 
pour  réaliser  l'équilibre  prévu,  d'être  liée  invariablement  à  la  culée. 
Dans  une  seconde  édition  du  même  ouvrage  (1873,  Gauthier- 
Villars) ,  M.  de  Mondésir  a  donné  des  tableaux  très  commodes  des 
résultats  obtenus  ;  il  y  a  résumé  le  calcul  des  poutres  équilibrées  et 
des  poutres  à  travées  égales  jusqu'à  1  a  travées. 

lui 

Le  rapport  -^s:^,  ou  4  =  i.a5  parait  satisfaisant  à  tous  les 
égards.  D'autres  recommandent  le  rapport  ^  =  t/-  =  1.234 7, 


COMPABAISON  DE  DEUX  POUTRES  DE  MÊME  LONGUEUR  TOTALE  ET  PARTAGÉES 
DE  LA  MÊME  MANIÈRE  EN  TRAVÉES,  MAIS  L'uNE  CONTINUE,  l'aUTRE 
COUPÉE  SUR  TOUS  LES   APPUIS. 

226.  Si  l'on  compare  deux  poutres,  Tune  continue,  l'autre  coupée 
sur  les  appuis,  franchissant  les  mêmes  portées  avec  les  mêmes  sur- 
charges, on  reconnaît  en  général  que  la  poutre  continue,  à  égalité 
d'efforts  dans  le  métal,  a  un  poids  moindre  que  la  poutre  à  travées 
indépendantes,  mais  que  les  pressions  exercées  sur  les  appuis  inter- 
médiaires^ ou  sur  les  piles,  sont  moindres  pour  la  poutre  à  travées 
indépendantes  que  pour  la  poutre  continue. 

227.  Demi-continuité.  —  Une  poutre  peut-être  continue  par  rap« 
port  aux  surcharges,  et  non  continue  par  rapport  à  son  poids  propre. 
Gela  a  lieu  pour  un  pont  métallique  de  plusieurs  ouvertures,  dont  les 
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travées,  posées  séparément  sur  les  culées  et  les  piles,  ont  été  réu« 
nies  ensuite  par  des  panneaux  rapportés,  qui  ne  subissent  d'efforts 
que  sous  l'action  des  surcharges. 

Pour  calculer  les  efforts  développés  par  la  surcharge,  il  faudrait 
donc  supposer  nul  le  poids  propre,  puis  additionner  algébriquement 
dans  chaque  section  les  efforts  dus  aux  poids  propres,  lorsque  les 
travées  sont  supposées  coupées,  aux  efforts  dus  aux  surcharges 
seules,  lorsque  les  travées  sont  supposées  continues.  Les  épures  de 
M.  Bresse,  où  l'on  isole  l'effet  du  poids  propre  et  l'effet  de  la  sur- 
charge, se  prêtent  très  bien  à  ce  mode  de  calcul  dans  le  cas  de  la 
demi«continuité. 

On  ironyer^i  ddJàa  les  Annales  des  ponis  et  chaussées^  1889  à  1884, 
plusieurs  Mémoires  de  M.  Maurice  Hulewicz  sur  la  détermination 
des  effets  produits  par  les  charges  incomplètement  réparties  dans 
les  travées.  Ces  nouvelles  hypothèses  augmentent  les  moments  flé- 
chissants dans  le  second  et  le  quatrième  tronçon. 


ODSERV/ITIONS  DIVERSES. 

228.  Les  efforts  développés  dans  certaines  régions  des  travées 
des  poutres  continues  s'exercent,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  en  sens 
contraire,  et  cette  Inversion  d'efforts  n'est  pas  favorable  à  la  rési- 
stance du  métal.  Gela  n'a  pas  lieu  dans  les  poutres  coupées  sur  les 
appuisv 

Un  autre  inconvénient  des  poutres  continues  résulte  des  change- 
ments de  longueurs  dues  aux  variations  de  la  température.  Les  dila- 
tations se  cumulent  pour  toutes  les  travées  quand  la  poutre  est  con- 
tinue ;  elles  se  localisent  au  contraire  dans  chaque  travée  coupée 
sur  ses  appuis. 

Par  ces  divers  motifs,  il  y  a  des  constructeurs  qui  préfèrent  les 
travées  discontinues  aux  poutres  continues  sur  plusieurs  «ippuis.  Ils 
partagent  alors  en  parties  égales  l'ouverture  totale  à  franchir.  Ils 
ont,  il  est  vrai,  nn  peu  plus  de  matière  dans  les  fermes,  mais,  par 
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contre,  ils  produisent  des  efforts  un  peu  moindres  sur  lespil^s,  et 
ils  sont  sûrs  qu'il  n'y  a  pas  de  renversement  dans  le  travail  des  diffé- 
rentes  parties  de  la  construction.  Enfin  les  ponts  à  travées  indépen- 
dantes subissent  sans  inconvénient  les  petits  tassements  auxquels  les 
culées  et  les  piles  sont  exposées. 

Cette  solution  est  appliquée  principalement  aux  ponts  qu'un  intérêt 
militaire  peut  amener  à  couper  un  jour.  Il  importe  en  effet  alors  que 
les  travées  soient  indépendantes,  pour  que  la  destruction  de  Tune 
n'entraîne  pas  la  chute  des  travées  voisines. 

220.  On  trouve  des  exemples  de  ponts  métalliques  de  plusieurs 
travées  coupés  sur  certains  appuis  sans  l'être  sur  tous.  Parmi  les  plus 
remarquables  nous  citerons  le  pont  de  Dirschau,  sur  la  Yistule  (i), 
comprenant  six  travées  de  1 32*,3 1 ,  coupées  sur  les  appuis  de  numéro 
impair;  le  pont  de  Varsovie,  sur  le  môme  fleuve,  comprenant  six  tra- 
vées de  80  mètres  de  portée,  coupées  sur  les  appuis  de  deux  en  deux  (2); 
et  le  pont  Victoria  (3) ,  sur  le  Saint-Laurent,  à  Montréal,  composé  de 
vingt-cinq  travées,  dont  la  travée  centrale,  longue  de  100", 58»  est 
indépendante,  et  les  vlngt-qualIte  autres,  longues  chacune  de  70^,07, 
sont  coupées  sur  les  appuis  de  deux  en  deux,  et  forment  douze  poutres 
continues  de  deux  travées,  réparties  symétriquement  de  chaque  côté 
de  la  travée  centrale.  Cette  solution  mixte  paraît  peu  recommaùdable, 
en  ce  qu'elle  réunit  les  inconvénients  des  travées  continues  et  des 
travées  discontinues  sans  avantage  spécial  ;  elle  conduit  à  une  grande 
inégalité  dans  les  efforts  sur  les  piles  ;  elle  n'économise  pas  beaucoup 
de  métal  dans  la  construction  des  travées  ;  enfin  elle  donne  lieu  à 
des  renversements  d'efforts  dans  certaines  régions  des  poutres,  quand 
la  surcharge  se  déplace. 


(!)  Chemin  de  fer  de  l'Est  prasslen. 

(2)  Ce  pont  n'est  pas  destiné  Jusqu'ici  à  porter  un  chemin  de  fer. 

(3)  Grand  trunk  Canada  railway. 


SUPPLEMENT   AU  LIYBE  lY. 


330.  H.  de  Aliola,  ingénieur  espagnol,  a  publié  en  1869,  à  Madrid,  un  mémoire  aor  la 
théorie  des  poutres  droites  (1).  Nous  exlrayons  ce  qui  suit  de  cet  Important  trayall. 

I.  Méthode  directe  de  calcul  des  réactions  des  appuis  quand  les  travée»  sont  toutes 

égales. 

Considérons  un  appui  intermédiaire,  portant  le  n«  k.  Nous  aurons  pour  la  réaction 
totale,  Fk,  de  cet  appui  (§  206}, 

Supposons  égales  les  deux  travées  A;  et  A  —  1 ,  en  sorte  qu'on  ait  /ic.i=/k.  Il  viendra, 
en  appelant  l  la  longueur  commune  aui  deux  travées. 

Le  théorème  des  trois  moments,  appliqué  aux  trois  appuis  Ip  — I,  k,  A  +  ],  donne 
d*autTe  part,  en  divisant  par  /, 

€ette  équation  permet  d'éliminer  la  somme  Mi^-i  +  Ma+i,  et  de  ramener  Vk  à  la  forme 

F*=  5  (pit-t  +p»<)^-  [j  (Pk-i  +  Pk)i  +  ^y\ 

on 

Cette  équation  ne  s'applique  qu'au  cas  où  les  deux  travées  ib— l  et  ik  sont  égales, 
elle  suppose  de  plus  que  ft  est  au  moins  égal  à  2,  et  au  plus  égal  au  nombre  n  des 
travées  de  la  poutre. 

De  l'équation  (1)  M.  de  Alzola  tire  une  relation  linéaire  entre  les  réactions  sur  trois 
appuis  consécutifs,  dans  le  cas  particulier  où  les  deux  travées  intermédiaires,  et  les 
deux  travées  contiguês  à  ces  deux-là,  ont  la  même  longueur. 

Soient  ft— 2,  Ip—  1,  Ip,  A+  1^  les  numéros  des  quatre  travées  consécutives  de  lon- 


(1)  Teoria  M  edlculo  de  las  tigas  rtctas,  por  dota  Piblo  ds  Aliols,  ingeniero  de  cuuinos,  canales 
y  pnertos  (afio  iM9), 


EXTRAITS  DU  MËMOiRE  DE  M.  ALZOLÂ. 


417 


gueur  />  non*  aarons,  ea  appliquant  la  formule  (i)  anx  appuis  ^^1,  ^  et  k-^-l^ 

F*=j(pjfc-.i+Pft)^ J-; 


F*-i=7(P*+Pa+iV  — 


n'T/.-+i 


équations  qui  supposent  ^  >  2  et  <  it. 
Multiplions  réquatlondu  milieu  par  4,  ^Joutons,  et  rcinplaçoiis  M*  i  h4lffc  I'4M;.hi 

par  sa  valeur  —  -•  (pi^i  +Pft)^*  H  Tiendra 


(2) 


Ffc-4  +  4F*+F*+i  =  (jP*-i+jPft-i+jPifc+jPA-iV  +  j(P*-i+PAV 

=  1  jP*-s+  •j-PJb-i  +  ■j-P]k+  jPa+i  ]«• 


Cette  équation  n'est  applicable  ni  &  A =2,  ni  à  k=n.  Pour  traiter  ces  cas  parties 
liera,  observons  que  l'équation  (l)  peut  s'appliquer  à  la  première  pile  et  à  la  sRconde^  (\ 
qui  donne 


F.=  ;(Pi+pJ/-5f\ 


F,=  7(Pi  +  PsV-^^* 


1 

j(Pi  +  P8K--7^, 

et  le  théorème  des  trois  moments,  appliqué  aux  appuis  1,  2  et  8,  donne  entre  M^  et  M| 
la  relation 

Multipliant  donc  la  première  équation  par  4,  et  ajouUnt  à  la  seeonde,  11  viendra 

W    4F,+P,=  (p4  +  jPf  +  Jpt)'+J(Pi+Pf)^=(7Pi  +  jPt  +  5ps)'. 

De  même,  considérant  les  appuis  n"  n  >- 1,  n,  n  + 1>  on  aurait  i'éqaatlos  cyniîtrlqjo 

(4)  Vn^i+AFn^  (t''"'*"  J^"^^ '^ iP»-s)'- 

De  là  résulte  le  tableaa  solvant  de  n  — 2  équations: 

/  ^F,+  F,  =  ^-pt  +  -p,  +  -  p, j  /, 


i&) 


F,+  4F,+F^=  ^Lp4+np,+Hp,  +  l.p^)  ?, 
F,  +  4F,+  F.=  (ip,  +  îlp,+^p,4.1p,)/, 


+  4r 


\^F,^  +  4F. 


+  F«=   ^J  Pi.-t  +  ^  P»-,  +  7^«-i  +  f  Pn  j  ^ 


< 
II 


27 


\ 
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Ces  n— 2  équations  ne  contiennent  ni  P|,  ni  Fn+i  ;  eiies  ne  renferment  qoe  lei  n-*i 
réactions  des  piles.  Pour  déterminer  les  raclions  de  la  première  cnlée,  appliquons  l'é- 
quation (1)  è  Tappul  n«  2;  il  vient 

6Mi 


1  *            ».     oM, 
F,=  -(Pi-l-p«)/ f. 


Or  Mf  est  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  l'appui  n*  2,  des  forces  P^  et  pi* 
qui  soliicitent  ia  première  traTée;  donc 

m,=Pi/-5pA 

et  ennn 

(6)  6F4+F,  =  J  (Pi + p,)  /  +  2Pil  =  (  j-pi  +  J  P,)  /. 

De  méme^  la  relation  symétrique  nous  donnera,  entre  les  forces  Fn  et  Fr^i, 

(î)  K  +  ÔF^+i  =  (J-Pn-,  +-!^Pn)  / 

£n  tout,  nous  avons  n  équations  entre  n  + 1  Inconnues.  Mais  on  peut  y  Joindre  les 
deux  équations  de  la  statique,  savoir  Téquation  des  forces  £F  =  Ip/,  et  l'équation  des 
moments,  pris,  par  exemple,  par  rapport  au  premier  appui.  La  première  est  satisfaite 
d'elle-même,  car  si  on  ajoute  ensemble  les  équations  (S),  (6)  et  (7),  on  trouve,  dans  le 
premier  membre,  six  fois  la  somme  de  toutes  les  réactions,  et  dans  le  second,  six  fois  la 
somme  des  poids  des  travées.  La  dernière  équation  à  Joindre  aux  équations  (5)»  (6),  (7), 
est  donc  l'équation  des  moments,  à  laquelle  on  donne  la  forme  suivante  en  divisant  par  /  : 

F,+2Fs  +  3F4  +  ...  +  nF^=Pi/X^+p,^x|  +  p,/x|+...  +  Pn^[«-5) 
(8)  {  1 

La  résolution  de  ce  système  d'équations  est  extrêmement  facile,  et  conduit  directe- 
ment à  la  détermination  des  réactions  des  appuU,  sans  passer  par  la  recherche  des 
moments  fléchissants* 

U.  Propriétés  de  la  parabole  des  moments  qui  représente,  dam  la  travée  n*  k, 
Pinfluence  de  la  charge  de  cette  travée  elle-même. 

231.  Cette  parabole aE(fcF6(§  214, flg.  197)  coupe  la  travée  AB  en  deux  points  Ë  et  F. 
Soit  donc 

Aa  =  —  M, 


B6  =  -  M. 


Les  points  D  et  C  sont  oenx  où  l'influence,  sur  la  travée  AB,  des  antres  travées  eonil- 
dérées  seules  change  de  signe  (§§  212  et  213).  Nous  avons  déterminé  l'ordonnée  Dd  de 
ia  parabole  pour  le  premier  de  ces  points,  et  nous  connaissons  par  conséquent  les  coor- 
données de  ce  point  d,  savoir  : 

♦  {T»-i— T»-i)*  Tr»-i— T»-, 
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De  même,  pour  l'autre  point,  C,  on  (rouTerait 

Ce  =  rPt  V  X  -  "'^'"'  ^°"-*  "*"  °^,*r'^  ■    AC  =      ''->'- — . 

V  Considérons  en  partlcalier  le  premier  point  d.  De  la  formule 

AD= ïi^l— /», 

on  déduit 

DB  =  /4-AD  = ïilî /j      et     DB-AD- ï*=±±IiL2/j. 

T*-j  ■"  T»-i  T*-i  —  7»-t 

Prenons  le  millea  I  de  la  traTée;  nous  aurons 

DB=:IB+ID  =  AI+ID,      et     AD  =  AI  — ID. 

Donc 

DB-AD=2ID, 
<^t  enfin 

2(Tk-i— T»-i) 
Multiplions  ID  par  AD,  il  Tiendra 

IDxAD  =-  7i.-«(ï*^i+T>-.)  ^  ,  ^  ÎD£, 


ou  autrement 


hd  =  -Pi,xlDx,Kh. 


Sons  cette  forme  on  reconnaît  que  Dcf  est  l'ordonnée  d'une  parabole  à  axe  vertical  Adl, 

qui  passerait  par  les  points  A  et  I,  et  qui  aurait  pour  paramètre  — ,  comme  la  parabole 
des  moments  ell^-méme  ;  l'équation  de  cette  parabole  est 


y=5n*fj'»-«\ 


On  trouTcra  le  point  d  à  llnterseetlon  de  cette  parabole  avec  la  teiUcale  élevée  au 
p<^tD. 

De  même  le  point  «  est  à  l'intersection  de  la  Terticale  éieyée  au  point  G,  avec  une 
parabole  égale,  IcB,  menée  par  les  points  I  et  B,  de  manière  à  avoir  son  axe  vertical. 

2*  Les  droites  aD,  bC,  coupent  la  verticale  du  point  I  en  un  même  point  t^  qui  ap- 
partient à  la  parabole  aSdii^b. 

Mous  avons  en  effet 

Aa  =  -  M»=  -  Ip,  V  T*-î(«n->+«,.>^>) 

4  «ian-i 

00  —  —  Mik4.4  —      ^Pk*r TalZ * 

Multiplions  la  première  équation  par  ■  ,  la  seconde  par • ,  et 
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retranchons  :  il  Tiendra* 

Mais  des  équations 

ID  =  T*-i  +  r*-t  I       et     AD  = ïinJ h, 

î(y»-i— T*-s)  T»-i— Y»-f 

on  tire 

Le  premier  membre  de  Téqaation  (l)  devient  par  cette  sulMUtution,  en  changeant  le 
signe  et  en  divisant  par  2, 

quantité  égale  A  It,  à  cause  des  triangles  semblables  aAD,  IDt. 

On  prouverait  de  même  que  le  second  membre  repréfente  la  distance  do  point  l  au 
point  où  la  droite  bC  coupe  la  verticale  It.  Ces  deux  distances  étant  les  mêmes,  les 
trois  droites  It,  àD,  6C,  concourent  en  un  même  point. 

Je  dis  de  plus  que  ce  point  appartient  à  la  parabole  adcb. 

On  a^  en  effet, 

-M,x  y*~^-^^*-\/, 

T*-t— Y»-i  * 
On  aurait  de  même 

Remplaçons  M»  et  Mjt+i  par  leurs  valeurs,  et  observons  qu'au  milieu  I  de  la  portée, 
le  moment  fléchissant  M  est  donné  par  la  formule 

il  viendra,  après  ces  sobstitutlons, 


et 


_  1       .  ,  rY*-|(«m-fc  +  «n-t~,)  +«n-l-t  (Yt-t+  Y*-l)  ^  -*] 

^  i p  . t  f(«n-fc +  «.-*-,)  fYA-^,  +  YA-|)i  ^  I,., 
grir«t|^      Ch,_|tYfc-,  — «n-k-,Y*-t        1 
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Ces  propriétés  faellltent,  comme  nous  l'avons  dit  (§  214),  le  tracé  de  la  parabole  aEiF6, 
et  le  portage  de  la  travée  en  cinq  tronçons. 

POUTRES  D'tGALB  RÉSISTÀMCK  N)SÉES  SUR  PLUSIEURS  APPUIS  (1). 

232.  NonssQpposerons  qu'âne  poutre  continue,  posée  sur  plusieurs  appuis  de  niTeaa,ait 
une  même  hauteur  dans  toute  son  étendue.  Ce  sera,  par  exemple,  une  poutre  à  double T, 
dont  l'épaisseur  des  tables^  haute  et  basse,  varie  d'un  point  à  l'autre,  sons  la  condi- 
tion suivante  :  un  poids  p  étant  uniformément  réparti  par  unité  de  longueur  dans  toute 
rétendue  de  la  poutre,  les  pressions  et  tensions  développées  dans  les  fibres  les  plus 
éloignées  de  Taxe  neutre  doivent  toutes  être  égales  à  une  limite  R  donnée.  Une  poutre 
ainsi  définie  est  un  solide  d'égale  résistance  par  rapport  à  cette  hypothèse  de  distribu- 
tion des  surcharges^  et  il  satisfait  rux  conditions  indiquées  dans  le  §  156  (seconde  so- 
lulioo). 

Nous  allons  chercher  les  moments  fléchissants,  et  la  forme  prise  par  la  fibre  neutre. 

Soit  o  la  distance,  supposée  constante,  entre  la  fibre  neutre  et  les  points  les  plus 
fatigués  d'une  section  quelconque  \ 

1,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  Thorixontale  menée  dans  son  plan 
par  son  centre  de  gravité.  Cette  quantité  1  est  variable  d'un  point  à  l'autre  de  la  portée 
totale  ; 

p.  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  la  fibre  neutre  déforméei 

E,  le  coefllcient  d'élasticité; 

H,  le  nooment  fléchissant  en  un  point  quelconque. 

Nous  aurons  toujours  la  série  d'égalités 


On  déduit  de  là 


1/        p  dx* 


RE  ...  Eu 

-  =  --,  et  par  suite  P  =  -n-- 

V  ■       p  II 


Les  nombres  E,  v,  R  sont  constants  pour  toutes  les  sections. 

Donc  p  est  aussi  constant  en  valeur  absolue,  et  la  forme  de  la  fibre  neutre  après  dé- 
formation se  compose  d'une  série  d'arcs  de  cercle  de  même  rayon,  raccordés  bout  à 
bout.  Le  rayon  p,  dont  on  connaît  ainsi  tout  de  suite  la  Taleur  absolue,  est  d'ailleurs 
positif  on  négatif  :  positif,  si  la  région  comprimée  de  la  section  correspondante  est  au- 
dessus  de  la  fibre  neutre  ;  négatif,  si  elle  est  au-dessous. 

Négligeant,  comme  A  l'ordinaire,  (^  ]  devant  l'unité,  nous  transformons  par  ap- 
proximation les  arcs  de  cercle  en  arcs  de  parabole»  et  l'équation  difTérentielle  de  la 
fibre  neutre  devient  * 

dx*  p' 

le  signe  +  devant  être  pris  ponr  tous  les  arcs  dont  la  convexité  est  tournée  vers  le 
lias,  le  signe  —  pour  tous  ceux  qui  sont  convexes  vers  le  haut. 

Les  points  d'iDllexion,  ou  de  non-flexion,  de  la  fibre  moyenne  sont  ceux  où  la  courbure 

change  brusquement  de  signe,  et  passe  de  la  valeur  db  -  à  la  valeur  =f=  -  •  En  général, 

P  P 


(1)  Voir  le  mémoire  n*  20  da  tome  II  (5*  série)  dei  Âmaks  ie$  poiUê  et  ckoustèsê  (1871),  par 
M.  Renoust  des  Orgeriet,  inginienr  des  ponts  et  chiatiées. 
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dans  une  trafée  AB,  il  y  a  daax  points  d*infleiion  G  et  D,  et  la  fibre  moyenne  comprend 

trois  arcs  de  cercle  :  KC\  décrit  da  point  0  oomme 

^'  centre  avec  OA  =  p  ponr  rayon  ;  CD',  qai  a  pour  centre 

A  le  point  0',  et  enfin  D'B,  qal  a  son  centre  en  0". 

/    \  Nous  appelleront  d'one  manière  générale,  ponr  la 

/       \  travée  n*  k,  u^^  l'abscisse  AG  dn  premier  point  d'in- 

/  \  flexion,  et  Vj,  i*abscisse  AD  dn  second. 

\  Noos  conserverons  d'ailienrs  toutes  les  notations 

^'''  \  i>      B     adoptées  dans  nos  précédents  calculs,  relatlTement  aux 


rA 


L'^  -  -^    '  ])\      j  poutres  de  section  constante.  Noos  allons  voir  qu'on 

\    1  peut  exprimer  toutes  les  inconnues,  moments  fléchls- 

\  !  sants,  efforts  tranchants,  défiatlons  angulaires  de  la 

Y  \]  fibre  neutre,  flèches  prises  par  les  divers  points  de  la 

0  0^  poutre,  épaisseurs  des  tables  du  double  T,  en  fonction 

pjg^  205.  ^®  ^^  abscisses  ti  et  o. 

Recherche  des  tnomenit  fléchiisanti  et  des  e/jMs  tranchants  en  foncHon  de  Uk  et  n* 

381.  L'équation  des  moments  fléchissants  dans  la  travée  AB  est,  pour  une  charge  p» 
également  répartie, 

(I)  MsMk+Ajbx-îpw». 

Les  abscisses  des  points  de  non-flexion  sont  données  en  égalant  il  a  o  :  ce  sont  les  ra* 
cl  nés  de  Féqnatlon 

Dono 

pk  Pk 

On  en  déduit 


(     Ak=^(Uk-hVk), 

(  "* — T 


UkVk. 

Le  moment  fléchisêant  sar  l'appui  B,  qui  a  le  n*  ^*  + 1,  se  dédntt  de  l'éqnation  (1) 

en  y  faisant  «=/(;  maison  peut  aussi  observer  que  la  seconde  des  équations  (3)  le 

Pk 
fait  connaître  ;  car  si  le  moment  en  A  eat  égal  à  — ^  x  AG  x  AD,  le  moment  en  B  est, 

par  la  même  raison,  égal  à  —  i^xBC  x  DD,  et  on  a  par  conséquent 

(3)  M,+j  =  -Ç(/,-ii4)(/t-t;4). 

On  aurait,  par  nne  transformation  semblable  de  la  première  des  équations  (3),t*eirort 
tranchant  en  B  dans  la  travée  AB  ;  toutefois,  11  y  aurait  lieu  de  changer  le  signe  de  la 
formule  ainsi  obtenue,  pour  tenir  compte  des  conventions  relatives  aux  signes  des  ef- 
forts tranchants.  On  retrouverait  alors  la  valeur  connue  kk^Phlu* 

Considérons  le  moment  fléchissant  sur  un  appui  intermédiaire  n*  A+i.  Ge  moment 
appartient  aox  deux  travées  qui  se  raccordent  sur  cet  appui  ;  relativement  A  la  travée 
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n«  k,  sltoée  A  gauche,  nous  ayons  l'équation  (8);  relatiyement  A  la  trafee  n*  ft  + 19  ai- 
tnée  à  droftOp  noos  pouirona  appliquer  la  seconde  des  éqaattons  (2),  en  7  changeant  fc 
en  k  + 1.  Nous  aurons  dono  ainsi 

et  par  suite,  nons  avons  l'équation  générale 

relation  qui  suppose  seulement  la  distribullon  égale  des  poids  p,^  et  p^-^f  dans  chacune 
des  traTées. 

ÉguaHons  de  la  fibre  neutre  déformée, 
234.  l'es  éqaatlouf  diflérentièlles  de  la  fibre  neutre  sont 

T-:=— -fde«=0  à  x=iift. 
da^         p  •' 

(C)  (  ^=4..,  de  a:=i«fcè  x=zv,,, 

dhi         1 

-t4= ,  de  x  =  i7j  à  «=L. 

rf«*         p  • 

Intégrons  ces  équations  :  soit  9^  l'angle  que  (ait  la  fibre  neutre  avec  Thorlzon  sur 

rappol  h;  il  Tiendra»  en  déterminant  les  constantes  de  manière  que  -p  ait  une  même 

dx 

▼alenrdans  les  deux  tronçons  Yoisins,  aux  points  xz=Uk  ei  s=ti^> 

dy         r.    '  ,  . 

-r-^ h  tangf  119  pour  le  premier  tronçon, 

,   du       X       ÎM^ 

(7)  ^  5te  =  û  ""  "T + *■"«'?*•  P^'  ^*  «econd, 

dy         X       2(0*— tt») 

-p  =  —  + 1-  Unsfi,  pour  le  troisième. 

ax  FF 

Intégrons  une  seconde  fois,  et  déterminons  les  constantes  de  telle  sorte,  que  y  soit 
nul  pour  x=0,  et  que  les  deux  tronçons  qui  se  réunissent  aux  points  d'infiixion 
aient  en  ces  pointa  le  même  y.  Il  Tiendra  en  déflnItiTe 

X* 

y =—  r-  +  ^  ^ng3|^,  pour  le  premier  tronçon, 

X*     2«|        u»,* 

(8)  {  y = T «  H h  «  tang  9j,  pour  le  second, 

*P       P  P 

y=z^  —  +  — ^*—  -^ '  +a:tangÇfc,pour  le  troisième. 

2p  p  p 

On  déterminera  tang  9*  en  faisant  xssl^  et  ys=0  dans  la  dernière  des  équations  (8). 
Il  Tiendra 


(9)     tang?k  =  r- 

2p  p 


+  -*_*= -(^-2(t;»-tij)+J-_L). 
P'fc  P\2  /»      / 


(12) 
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t.n,?=,f^  -  „r  *"*!?  *!".•";?•  (').  ^^  •»<I»«»e  on  fer.lt  «=/,.  doimenit  de  même 
Stitimpïl»'!!)!  /?""\'*'^J',"'  **"«''+«  *"*  *""8  W.  en  changeant,  dans  (9),  n  et  »» 
T«  nlnf    it"]'*-"*'  /•  ^''-"'J'  *'  *"  changeant  le  signe  de  la  férmale; 
ces  deux  méthodes  conduiceot  l'une  et  l'autre  à  l'éqnatlon 


(10) 


-"-Hi-T-^y 


n,^.  .*"  ^"^  ".  necordant  (angentlellement  sar  l'appnl  eomman,  on  pent  ex- 
^1  r  nJfl!?!*"^  .*'•.  *e«  «"n«*fM  :  par  l'équation  (10),  en  fonction  des  abscisses  m 
lli  "In^^î."*  ï  •"î*».P'<c&le'»««.  et  par  léquatlon  (0),  où  l'on  aurait  changé  k  en 
* +1,  en  foneUon  des  abscisses  des  points  d'Inflexion  dans  la  travée  n«  *+ 1.  On  a  donc. 


en  supprimant  le  facteur  - ,  l'égalité 


(H) 


'»+! 


-^fa4.,-W  +  ''*^"'"^''=-'j 


'*+! 


=--+ 


rfc«— t/j' 


Détermination  des  abscisses  n  et  y  dans  toute  la  poutre. 

pll^;t^?/''°"."''""^^^5*^"^P?^®"^''*PP"^»*«'  *  tous  les  appuis  intermédiaireii. 
tableau  sXnf  r?* '"^"L'^H^^'^r^  *  =  î....*=»  +  i,  onobtiendm  le 

fîSLT.         .^  "^fx^""^  équations  :  dans  les  équations  (6),  nous  avons  supprimé  les 

les  extrémiies  libres  de  la  poutre,  posées  sur  les  appuis,  sont  des  poinU  de  noi-flexlon 

Équations  (5). 


Équations  (11). 
^t     »,  >  .  *'?  — «a  .  A      l'î 

î-î(«,-«J+^+^-^=o, 

/•     ^  •t^«_tt2      /       ,,» |.» 

.  's  2  /, 


J_2(V4-tlJ+        ^ 


vî-t*: .  /s 


2 


'i-w? 


-^-2:/„-«„)  + 


^.'-«n» 

'• 


+  fîzi  _  î!ïzî!llî!ïzL = 


0. 


Le  nombre  des  Inconnues,  u  et  »,  est  de  deux  par  chaque  travée  intermédiaire,  et  d'un 

e^t^.T9L^''^^  i%*'*^^?  ^^  '*^*^'  *^»"*  lesquelles  on  a  «,  =  0  et  vn^U;  il  y  a  donc 
enioui2(n  — 2)+2.ou2n— 2inconnues,  nombre  égal  au  nombre  des  équations  (  12) 
Les  deux  premières  équations  du  tableau  font  connaître  ti,  et  »,  en  fonction  de  v,- 
les  deux  suivantes  donnent  de  même  ti,  et  v^  en  fonction  de  u^  et  de  »„  et.  par  suite,  en 
lonciion  de  »!.  et  ainsi  de  suite  Jusqu'aux  deux  dernières  équations  :  l'une  fait  connaître 
tt«  en  fonction  de  v^.  L'autre  doit  se  réduire  à  une  Identité,  et  fournit  une  équation  qui 
laii  connaître  v^.  Mais  ces  équations  sont  du  second  degré.  Les  valeurs  algébriques 
««  "*+i  «  t?t^i  en  fonction  de  uu  et  de  v»  sont  donc  compliquées  de  radicaux  carrés» 
et  le  degré  de  l'équation  finale  monte  de  plus  en  plus,  A  mesure  que  le  nombre  n  des 
iravees  est  plus  grand.  Le  problème  ainsi  envisagé  n'est  pas  susceptible  d'une  soluUon 
aigeorique  générale.  Il  faut  bien  remarquer  aussi  que  la  méthode  que  nous  avons  indi- 
quée suppose  expressément  quo  les  points  d'inflexion  C  et  D  sont  des  points  réels  de  la 
iravée  AB.  de  sorte  qu'elle  serait  en  défaut  si  les  valeurs  fournies  pour  ii»  et  v^  étalent 
Imaginaires,  ou  négaUves,  ou  supérieures  à  la  longueur  /^  de  la  travée. 
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tjne  fois  les  u  et  les  v  déterminés  pour  chaque  travée,  on  pourra  connaître  les  mo- 
menu  et  les  efTorts  tranchants  sur  chaque  appni  par  les  équations  (2),  et  tracer  les  pa- 
raboles des  moments  dans  chaque  travée  au  moyen  de  l'équation  (1),  où  les  coefficients 
sont  déterminés. 

Recherché  de  la  section  en  chaque  point>  de  la  portée. 
336.  La  valeur  du  moment  d'inertie  est  donnée  en  chaque  point  par  l'équation 

ou  bien  I  =  ----,  M  étant  pris  en  valenr  absolue. 

K 
La  poutre  étant  supposée  un  double  T  dé  hauteur  H  constante»  a  éttnt  1a  lar|$eur  et  b 
l'épaisseur  variable  des  tables,  on  aura  approximativement 

-  =  aôH, 
et  par  suite 

L'^aissenr  6,  en  tonte  rigueur,  devrait  s'annuler  aux  points  d*infle;ilon  pour  les- 
quels MsO.  En  pratique,  cette  détermination  n'est  pas  admissible  ;  car  elle  supposerait 
roniformlté  absolue  de  la  distribution  des  charges,  qui  n'est  qu'une  hypothèse  très- 
rarement  réalisée.  Une  inégalité  dans  la  distribution  des  surcharges,  en  déplaçant  les 
points  d'inflexion,  exigerait  aux  points  C  et  D  des  sections  capables  d'une  certaine  ré- 
sistance. On  devra  donc  se  coutenter  de  réduire  en  ces  points  les  épaisseurs  6,  sans 
descendre  au-dessous  d'une  limite  pratique  convenable. 

Les  équations  (9)  font  connaître  les  valeurs  de  tang  tp^^  sur  chaque  appui.  Ces  valeurs, 
substituées  dans (8), permettent  de  trncer  les  arcs  paraboliques  dont  l'ensemble  constitue 
la  nouvelle  forme  de  la  fibre  moyenne. 

309.  Appliquons  cette  théorie  à  la  poutre  à  deux  travées  égales  et  également  chargées. 

A^  A',  A"  étant  les  trois  appuis  également  espacés,  on  aura 

«1=0,  Vi=AD, 

ti,=  A'C',  t;,=  A'A", 

de  sorte  qu'en  appelant  /  la  longueur  commune  des  deux  travées,  on  aura  pour  l'é- 
quation (S) 

/(/— »l)=/ttt,  oa  i4-f-t;,  =  /, 

et  pour  l'équatiofi  (11}^ 

équation  qui  se  réduit  à 

wj— 3m,/+vî  =  0; 
et,  remplaçant  «,  par  /— «i,  il  vient  en  définitive 
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237.  Lr  même  théorie  s'appliqae  à  la  poutre  d*^ale  résistance  eocastrée  sar  deui  ap- 
pnli  A  et  B. 

^        ^  D         B        ^^^  ^  '^  moment  d'encastrement  sur  les  appuis  A 

• »  et  B;  soient  G  et  D  les  points  d'infleilon;  on  aura,  en 

▼ertu  de  l'équation  (2),  appliquée  successivement  aux 
Fig.  i06.  deux  appuis, 

ii=-|acxad=-|bcxbd. 

La  symétrie  exige  que  AC=BD. 

L'équation  (9)  doit  donner  tang  ^  =  0  au  point  A,  et,  par  conséquent, 

AB     .^^  .  ÂD*-ïc"      ^ 

2CD+  '=<K 

2^  ^        AB 


Or 
et  enfin 


AD*  —  AC* = (AD  +  AC)(AD  —  AC)  =  AB  X  Cl), 
^— 2CD+CD=0,  ou  bien  CD  =  ^Aa 


Donc  le  point  G  est  au  quart,  et  D  aiix  trois  quarts  de  la  portée. 

La  flèche  prise  par  ia  poutre  au  point  G  nous  est  donnée  par  la  première  des  équa- 
tions (8],  en  y  faisant  tang 9  =0  et  «=  -AB.  U  tient  done,  en  prenant  les  flèches  en 
valeur  absolue, 

ÎC^^  _  I  ÂB*xR_  R/» 
'  2p     ""32      Zv      ""32E0' 

Le  moment  fléchissant  dans  l'encastrement  aux  points  A  et  B  est 

Enfin,  de  même  qu*on  déduit  un  système  de  poutres  équilibrées  (§  2S5)  en  coupant  au 
fioint  d*inflexion  le  plus  éloigné,  dans  les  deux  travées  de  rive,  une  série  de  poutres 
égales  encastrées  bout  à  bout  sur  des  appuis  de  niveau,  on  pourra  satisfaire  aux 
mêmes  conditions  avec  une  poutre  continue  d'égale  résistance,  en  donnant  aux  travéet 

de  rive  les  -  de  la  portée  /  des  travées  centrales,  et  en  abaissant  les  culées  de  la  qoan- 1 

B/« 
tité  77-^  au-dessous  du  niveau  commun  des  piles* 

32£iV 
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PIECES  COURBES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONDITIONS  GÉNÉRALES  DE  L^ÉQUILIBRE  INTÉRIEUR 

DES  PIÈGES  COURBES. 


INTRODUCTION. 

238«  Les  pièces  courbes  que  Ton  emploie  d^ns  les  constructions 
ont  en  général  un  plan  de  symétrie  dans  lequel  agissent  les  forces  exté- 
rieures qui  leur  sont  appliquées.  Par  exemple,  les  fermes  en  bois  ou 
en  métal  d*un  pont^en  arc  de  cercle  sont  symétriques  par  rapport  k 
leur  plan  moyen  vertical,  et  c'est  dans  ce  plan  que  s'exercent  les 
résultantes  des  actions  de  la  pesanteur  et  les  réactions  des  appuis. 

La  déformation  de  la  pièce  s'opère  aussi  dans  ce  plan  de  symétrie. 

Le  problème  de  l'équilibre  intérieur  et  de  la  flexion  d'une  pièce 
courbe  placée  dans  ces  conditions,  ne  diffère  pas  essentiellement  du 
problème  de  l'équilibre  intérieur  et  de  la  flexion  des  pièces  droites  u 
il  est  seuleo^ent  plus  compliqué.  La  flexion  des  lames  élastiques  a  été 
étudiée,  dès  le  siècle  dernier,  par  les  plus  grands  analystes.  Euler 
le  premier  donna  en  1 744*  ^^ds  un  supplément  à  son  célèbre  ouvrage  : 
Methodus  inveniendi  lineas  cvrvas  maximi  minimive  proprietate 
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gaudentes^  une  classification  clés  courbes  élastiques  planes,  dans  la- 
quelle il  fait  voir  que  la  forme  d'équilibre,  c'est-à-dire  celle  pour  la- 
quelle la  courbure  prise  par  la  fibre  moyenne  est  en  tous  points  pro- 
portionnelle au  moment  fléchissant,  satisfait  à  une  condition  de 
minimum  :  parmi  toutes  les  courbes  de  longueur  donnée  AB,  qu'on 
Fig.  207.  peut  tracer  entre  deux  points  A  et  B  d'une 

"b     n    courbe  élastique  en  équilibre  MN,  sous  la  con- 
dition de  les  raccorder  tangentiellement  avec 
cette  courbe  aux  points  A  et  B,  la  courbe  élas- 
tique est  celle  qui  rend  minimum  l'intégrale  \  -^  prise  entre  les  li- 

mites  A  et  B  (i).  Euler  examina,  dans  le  même  mémoire,  quelques  cas 
de  flexion  de  lames  primitivement  courbes.  Lagrange  donna,  dans  les 
Mémoires  de  Berlin^  année  1 769,  un  mémoire  sur  la  force  des  ressorts 
plies. 

La  question  avait  été  ainsi  étudiée  à  plusieurs  reprises  au  point  de 
vue  analytique;  il  restait  à  compléter  ces  recherches  pour  en  rendre 
les  résultats  utiles  aux  constructeurs;  c'est  ce  que  fit  Navier  dans  son 
cours  de  mécanique  à  TÉcole  des  ponts  et  chaussées^  le  mérite  de  sa 
méthode  consiste  principalement  dans  un  choix  heureux  de  coordon- 
nées. Son  analyse  laissait  de  côté  certains  termes,  qui  la  plupart  du 
temps  sont  en  effet  négligeables.  M.  Bresse  a  montré  plus  tard  que 
l'on  pouvait  achever  le  calcul  sans  supprimer  les  termes  négligés  par 
Navier,  ce  qui  assure  une  rigueur  plus  grande  aux  formuIes,.et  il  a  fait 
voir  que  dans  certains  cas  particuliers,  la*supprèssion  de  ces  termes 
ne  serait  pas  sans  influence  sur  l'exactitude  pratique  des  résultats. 

Avant  de  commencer  l'étude  de  la  flexion  des  pièces  courbes,  nous 
rappellerons  les  principes  suivants. 

239.  Une  courbe  plane  MN  est  définie  de  grandeur  et  de  position, 
à  deux  constantes  près,  par  une  relation  entre  son  rayon  de  courbure, 
p  =  AC,  en  un  point  A  quelconque,  et  l'angle  0  de  la  normale  AH 
avec  un  axe  OY,  que  Ton  supposera  vertical,  par  exemple. 

Traçons  dans  le  plan  de  la  courbe  MN  deux  axes  rectangulaires 

(I)  Cette  intégrale  mesure,  &  un  facteur  constant  près,  le  travail  de  la  flexion  de  la 
iame  (§  105). 
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OX,  OY;  je  dis  que  Ton  peut  déduire  de  Téquation  donnée  p  =  /(6), 

l'équâtion  de  la  courbe    MN    en  coordonnées  rectangles    a:,    y. 

Pig.  M8.  Appelons»  en  effet,  ds  l'arc  infiniment  petit  AA', 

X    pris  sur  la  courbe  ;  nous  aurons  ds  =  pcW.  Mais 

c£r  =  cb cos 0,  et  dy  =  ds sin 0;  donc 

i^^  cfx  =  p  ces  6(20, 

\  cfy  =  psio6d0; 

^      d'où  résulte,  en  intégrant, 

y  =  yo+Spwïï®«^®- 

Ces  intégrations  introduisent  deux  constantes 
^0^9*  qu'on  pourra  déterminer  dans  chaque  cas  particulier,  connais- 
sant un  point  de  la  courbe  et  la  valeur  correspondante  de  l'angle  0. 

Il  serait  d'dlleurs  facile  de  faire  yoir,  par  la  simple  géométrie,  que 
'équation  p  =  /(0)  définit  complètement  la  forme  et  la  position  de 
la  courbe  MN,  pourvu  qu'on  donne  un  de  ses  points,  et  la  direction 
de  la  tangente  en  ce  point. 

Si,  au  contraire ,  on  voulait  passer  des  coordonnées  rectangles 
X  ety  aux  coordonnées  p  et  0,  on  appliquerait  les  formules  connues 
du  calcul  différentiel  : 


P  = 


['<%)']' 


2A0.  Ces  préliminaires  posés,  passons  à  la  recherche  de  la  défor- 
mation plane  d'une  pièce  courbe. 

Soit  MN  une  pièce  courbe  terminée  à  deux  sections  MM',  NN',  et 
reposant  en  A  et  B  sur  deux  appuis  fixes. 

Soit  AB  la  fibre  moyenne,  c'est-à-dire  le  lieu  géométrique  des  cen- 
tres de  gravité  des  sections  transversales.  On  pourra  concevoir  la 
pièce  conmie  engendrée  par  le  mouvement  d'une  figure  fermée, 
tracée  dans  le  plan  normal  à  Ja  courbe  AB,  et  qui  se  déplacerait  sans 
tourner  dans  son  plan,  de  manière  que  son  centre  de  gravité  coïncidât 
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Fig.  tM. 


toujours  avec  un  point  de  la  courbe  directrice.  Cette  figure  est  con- 
stante de  forme  et  d'orientation,  ou  si  elle  change,  elle  change  par 

degrés  insensibles.  Nous[8up- 
poseions  ici  qu'elle  est  inva- 
riable, et  de  plus,  qu'elle  est 
symétrique  par  rapport  à  une 
droite  menée  dans  le  plan  du 
papier,  pour  donner  à  la  pièce 
la  symétrie  que  nous  admettons 
par  rapport  à  son  plan  moyen  ; 
les  appuis  A  et  B  sont  supposés 
réduits  chacun  à  un  point  situé 
à  l'extrémité  de  la  fibre  moyenne,  ce  qui  revient  à  regarder  les 
pressions  exercées  par  la  pièce  sur  les  plans  MM',  NN',  comme  uni- 
formément réparties  dans  l'étendue  de  ces  sections. 

Coupons  la  pièce  par  un  plan  normal  PQ.  Les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  la  portion  PQNN'  de  la  pièce,  sont  tenues  en  équi- 
libre par  les  forces  moléculaires  développées  dans  la  section  PQ- 
Nous  pouvons  transporter  toutes  les  forces  extérieures  au  point  6, 
et  là,  les  décomposer  suivant  les  directions  rectangulaires,  66'  et 
6C.  Appelons  A  la  somme  des  composantes  parallèles  à  la  section  ; 
F,  la  somme  des  composantes  perpendiculaires  à  la  section  ;  M,  la 
somme  des  moments  des  ïbrces  par  rapport  au  point  6. 

Nous  appellerons  encore  la  force  A  effort  tranchant^  la  force  P 
effort  de  compression  (positif  s'il  y  a  réellement  compression,  né- 
gatif dans  le  cas  contraire),  et  le  moment  M  moment  fléchissant,  ou 
moment  de  rupture. 

L'effort  tranchant  n'a  qu'une  InQuence  insensible  sur  la  flexion  de 
la  fibre  moyenne  AB  ;  l'effort  P  tend  à  raccourcir  les  éléments  de  cette 
fibre,  ou  à  les  allonger;  enfin  M  tend  à  en  modifier  la  courbure.  Nous 
admettrons,  tonformément  à  nos  conventions,  que  M  est  positif  s'il  tend 
à  augmenter  la  courbure,  et  qu'il  est  négatif  s'il  tend  à  la  diminuer.' 
Cherchons  d'abord  quel  sera  l'effet  du  moment  fléchissant  sur  la 
courbure  de  la  fibre  neutre,  en  faisant  abstraction  de  Teffort  P,  ou 
en  le  supposant  nul. 
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Considérons  dans  Tétat  naturel  de  la  pièce  la  section  normale 
P'(y,  infiniment  voisine  de  la  section  PQ.  Le  point  G,  où  se  coupent 
les  deux  normales  infiniment  rapprochées  PQ,  F(y,  est  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  ÂB  dans  la  ré^on  G6'« 

Après  la  déformation ,  nous  pouvons  imaginer  qu'on  déplace  la 
nouvelle  position  du  tronçon  PQN,  de  manière  que  la  section  PQ 
coïncide  avec  sa  position  primitive.  La  flexion  n'altère  pas  l'angle 
droit  des  fibres  avec  les  plans  des  diverses  sections  transversales  ; 
la  section  FQ'  prendra  donc  une  certaine  position  P'^Q"',  et  nous  ad- 
mettrons que  les  molécules  situées  à  l'origine  dans  le  plan  VQ'  se- 
ront, après  la  déformation,  dans  un  nouveau  plan  P^Q",  normal  à  la 
nouvelle  fibre  moyenne.  Cette  hypothèse  est  identique  à  celle  qui  nous 
a  servi  pour  l'étude  de  la  flexion  des  pièces  droites  et  de  la  loi  de  ré- 
partition des  efforts  dans  l'étendue  des  sections  transversales.  La  nor- 
male déviée,  P^Q"^,  prolongée,  va  couper  en  C  la  normale  voisine  PQ  ; 
G'  est  donc  le  nouveau  centre  de  courbure  de  la  fibre  déformée. 

La  fibre  mm\  prise  dans  l'état  naturel,  acquiert  par  suite  de  la 
flexion  la  longueur  m' m" y  et  la  force  moléculaire  développée  par 
l'allongement  ^e  cette  fibre  est  mesurée  par  l'expression 

Eto)  X  m' m"  __  E(i)  X  m* m" 
miii        ""         GG'        * 

OÙ  (0  représente  Taire  transversale  de  la  fibre  projetée  en  m  ;  on 
peut,  sans  erreur  sensible,  confondre  mni  avec  GG'  si  l'épaisseur 
PQ  de  la  pièce  est  une  petite  fraction  du  rayon  de  courbure  CG.  En 
définitive,  l'équilibre  exige  que  Ton  ait  à  la  fois  les  deux  équations 

2- GG' =^»      2- GG' XmG=M, 

les  sommes  étant  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  section  PQ  ou  P'Q'. 
La  première  équation  donne 

OU  bien 

So)  X  m'G'  =  0, 

en  observant  que  dans  le  triangle  wlm''G\  niQ!  est  proportionnel 

à'  _" 
vfim  • 
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Cette  équation  est  satisfaite  d'elle-même,  puisque  le  point  G  est  le 
centre  de  gravité  de  la  section  P'Q'. 

Reste  à  transformer  la  seconde  équation. 

Considérons  le  triangle  m/n'C»  dont  les  trois  côtés  sont  rencontrés 
par  la  droite  m'^G'G'.  Le  Théorème  de  Camot  nous  donnera  l'égalité  : 

m! m"  X  GX  x  Cm  =  mm!'  x  G'm'x  CC  (1). 

Remplaçons  G'G"  par  le  rayon  de  courbure  p  de  la  fibre  moyenne 
avant  la  déformation. 

Le  facteur  C'C  est  la  différence  p  —  p'  des  rayons  de  courbure  avant 
et  après  la  déformation. 

Le  facteur  Q!m  est  égal  à  la  somme"7+  Gm  ou  à  p  +  6'm';  et 
l'on  peut  négliger  GW  vis-à-vis  de  p',  à  cause  des  petites  dimensions 
transversales  attribuées  à  la  pièce.  On  remplacera  donc  G!m  par  p'. 

On  peut  de  même  remplacer  mm"  par  mm  +  ^'^"»  ou  P*r 
GG'  +  mW,  et  négliger  m'm"  vis  à-vis  de  GG'  ;  car  l'allongement 


m'm" 


relatif  ^^,    est  nécessairement  très  petit  (s). 
Introduisons  dans  l'équation  toutes  ces  simplifications»  il  viendra 


GÎT  =  ^  ^  ^  F^T?  =  ^  "^  ^  b  -  Fr 


(1)  Le  Théorème  de  Camot,  conna  aoui  soos  le  nom 
de  Théorème  de  PtoUmée^  consiste  en  ce  qne,  quand 
les  trois  côtés  d'an  triangle  ABC  sont  coopés  par  une 
transversale  droite  abc^  le  produit  des  trois  segments  qui 
ii*ont  aucune  extrémité  comnune  est  égal  au  produit  des 
trois  antres  : 

A 6  X  Ca  X  Bc  =  Ac  X  C6  x Ba. 

(2)  Tout  ce  calcul  n'est  approximatif,  que  si  la  hauteur  de  la  pièce  courbe  est  faible 
par  rapport  aux  rayons  de  courbure  de  la  fibre  moyenne. 

M.  Léiiuté  a  fait  connaître,  dans  les  Comptes  rendus  de  t Académie  des  Sciences  du 
16  Juin  1884,  une  méthode  qui  permet  de  corriger  les  errenn  commises,  en  changeant 
GOUYenablement  la  position  de  la  fibre  moyenne.  U  sui&t  en  effet  de  substituer  à  la  fibre 
moyenne,  lien  des  centres  de  gravité  des  sections  normales,  le  lieu  des  centres  d'éiasH- 
cité  des  éléments  de  ces  sections  transversales,  à  chacun  desquels  on  attribuerait  un  coef- 
ficient ^élasticité  inTersement  proportionnel  à  la  distance  de  cet  élément  à  la  droite  po- 
laire de  l'arc  formé  par  la  pièce,  c*est-à>dire  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  moyen 
de  la  pièce  courbe,  par  le  centre  de  courbure  0  commun  à  toutes  les  fibres.  M.  Léauté 
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^   Multiplions  par  Eu>  X  m'G\  et  faisons  la  somme  pour  tous  les 
éléments  de  la  section  PQ;  nous  aurons',  en  définitive, 

9 

La  somme  S  (o>  x  GW*)  est  le  moment  d'inertie  I  de  la  section, 
par  rapport  à  une  droite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de 
gravité  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 

Nous  trouvons  donc  l'équation 

L'équation  de  la  flexion  des  poutres  droites  était 

p 

A  la  courbure  -  prise  par  la  poutre  droite,  il  faut  simplement, 

P 

pour  passer  à  Féquation  des  pièces  courbes,  substituer  Yaugmenta- 

tionde  courbure^  -, ,  prise  par  la  pièce  courbe.  Cette  règle  a  été 

indiquée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

Nous  avons  supposé  l'eifort  P  égal  à  zéro.  Si  cet  effort  n'est  pas 
nul,  il  a  pour  efiet  de  déplacer  le  plan  P"'  Q"  parallèlement  à  lui- 
même  ;  mais  ce  déplacement  du  plan  P"Q''  n'entraîne  jamais  pour  le 
point  G'  qu'un  déplacement  insignifiant;  Tincertitude  qui  règne  sur 
la  valeur  du  nombre  E  ne  permet  pas  d'ailleurs  de  l'évaluer  avec 
exactitude.  La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  que 


remarqoe  que  cette  correction  est  faible  en  général,  et  comme  on  n'a  beeoln  qae  d'une 

approximation,  on  peut  y  substituer  une  correcUon  plus  simple,  qui  consiste  à  remplacer 

1  p  ~~  V 

te  eoeffielent  d'élasticité  — -—  par  ,  quantité  à  pen  près  égale  si  v  est  petit  par 

rapport  à  p;  cela  revient  S  prendre  pour  coefficient  p  —  v.  Dans  ces  conditions  la  résul- 
tante des  forces  élastiques  passe  par  le  centre  de  percussion  de  la  section  par  rapport  A 
la  droite  des  pôles  menée  par  le  point  0. 

Le  centre  d'ékuticité  é'une  surface  est  le  centre  de  gravité  des  aires  élémentaires  dans 
lesquelles  on  peut  la  décomposer,  en  attribuant  à  chacune  une  densité  égale  au  coefficient 
éTélastieiUm 

.    38 
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nous  avons  donnée  en  traitant  le  problème  de  la  flexion  des  pièces 
droites  sollicitées  par  des  forces  obliques  ($  197). 

Nous  verrons  cependant  que  la  force  P  peut  modifier  d'une  ma-  . 
nière  appréciable  la  forme  de  la  pièce  fléchie,  parce  qu'elle  altère  la 
longueur.de  Télément  GG'. 

2&1.  Pour  avoir  la  répartition  des  pressions  dans  la  section  PQ, 
on  observera  que  la  force  P,  appliquée  au  centre  de  gravité  G,  per- 
pendiculairement à  la  section ,  donne  partout  une  pression  uniforme 

de  ~  par  unité  de  surface  (§  4o).  Le  moment  fléchissant  M  pro- 

duit,  en  tout  point  situé  à  la  distance  G'  m'  =  r  de  la  fibre  movenne» 
une  pression  par  unité  de  surface  égale  à 


1^  __  E  X  rtCm"     E  x  m 


-=n.c-.v(i-l)=E.(i-i), 


mm'  GG 

Mais 

B.(l.-1)  =  .. 

Donc 

comme  dans  une  poutre  droite,  et  par  suite 

R-M5 

Ajoutant  les  pressions  partielles  dues  à  la  force  P  et  au  couple  M« 
il  vient  pour  la  pression  totale 

R-5  +  -Î-, 

formule  toute  semblable  à  celle  des  poutres  droites  sollicitées  par 
des  forces  obliques. 

Pour  que  cette  formule  soit  vraie,  il  faut  regarder  R  comme  posi- 
tif quand  il  représente  une  compression,  et  comme  négatif  quand  il 
représente  une  extension  ;  v  est  compté  comme  positif  au-dessous  de 
la  fibre  neutre,  .et  comme  négatif  au-dessus. 


ÉQUATION  DE  LA  FIBRE  MOYENNE. 


ItEGHEBCHE  DE   L'ÊQUATIOR   DE  LA  FIBBE  IIOTEMNE  DÉFORMÉE. 


2i2.  L'équation 


El 


e-5)-- 


représente,  dans  un  système  particulier  de  coordonnées,  la  forme  de 
la  fibre  neutre.  Il  faut  ramener  cette  équation  à  une  relation  entre 
les  coordonnées  rectangles  â;  et  y.  On  voit  que,  le  rayon  de  courbure 
entrant  dans  l'équation  (i),  la  relation  générale  entre  x  et  y  qui 
s'en  déduit  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Le  moment  M  est  exprimé  en  fonction  de  x  et  de  y ,  et  l'on  peut 
se  borner  à  le  prendre  dans  l'état  naturel  de  la  pièce,  à  canse  de  la 
petitesse  des  déformations.  Mous  admettrons  donc  que  le  moment  M  . 
n'est  pas  sensiblement  altéré  par  les  déformations  produites.  Nous 
avons  opéré  de  même  dans  la  plupart  des  problèmes  examinés  pré- 
cédemment. 

Appelons  x^  y,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  fibre  neutre  dans 
rétat  naturel  ;  af^  yf  les  coordonnées  du  même  point,  après  la  dé- 
formation. 

Les  différentielles  dx^  dy^  d$^  prises  dans  l'état  naturel,  se  chan- 
geront en  db/j  di/^  dsf  après  la  flexion. 

Appelons  encore  Q  Tangle  du  plan  PQ,  normal  à  la  courbe  au  point 

(â?,  y),  avec  l'axe  fixe  TO;  cet  angle 
étant  mesuré  dans  l'état  primitif  de  la 
pièce. 

tf  représentera  Tangle  de  la  position 
nouvelle  prise  par  le  plan  PQ,  par  suite 
dé  la  flexion,  avec  le  même  axe  YO.       1 

Il  résulte  de  ces  notations  que  le  rayon 
de  courbure  p ,  avant  la  flexion,  est  égal 
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au  rapport  ^ ,  tandis  qu'après  la  flexion  il  est  égal  au  rapport  -j^. 

La  simplification  admise  par  Navier  consiste  à  regarder  ds  et  d/ 
comme  égaux  entre  eux  ;  ce  qui  revient  à  négliger  le  raccourdsse- 
ment  produit  sur  la  fibre  moyenne  par  les  efforts  P  normaux  aux 
sections  transversales ,  hypothèse  déjà  admise  pour  établir  l'équa- 
tion (i). 

Nous  avons  donc  . 

D'où  résulte,  en  intégrant,  l'expression  suivante 


(3)  ^'"®=£  ^d*  +  (0'o-eo). 


L'intégrale  indiquée  a  un  sens  parfaitement  précis;  car  M  peut 
a'exprimer  en  fonction  de  s^  et  le  second  membre  représente  une 

quadrature,  prise  entre  l'extrémité  A  de  la  pièce  et  un  point  quel- 
conque, le  long  de  la  courbe  moyenne  non  déformée  AB.  Le  premier 
membre  donne  la  quantité  angulaire  dont  chaque  section  normale 
bascule  pour  passer  de  sa  première  à  sa  dernière  position.  La  con- 
stante (V^—  0^)  est  la  variation  de  l'inclinaison  de  la  tangente  à  l'ex- 
trémité définie  par  l'arc  $^ ,  c'est-à-dire  au  point  A. 

2AS.  Nous  allons  déduire  de  l'équation  fs)  les  différences  a! — x, 
y'  —  y^  c'est-à-dire  les  déplacements  parallèles  aux  axes  des  diffé- 
rents points  de  la  fibre  moyenne.  Pour  cela,  observons  que  l'on  a  ap- 
proximativement 


(4) 


cos  6'  =  ces  6  —  (y  —  6;  sin  6, 
sin  6'  =  sin  e  +  (6'  —  6)  cos  6. 


Ces  formules  sont  suffisamment  exactes,  quand  la  différence 
V  —  0  est  très-petite,  ce  que  l'on  suppose  ici. 
Mais 

.ia«'  =  g:.       .inO  =  g,  -     -• 
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NaYier«  conformément  à  la  simplification  déjà  mentionnée,  conti-- 
nuait  à  confondre  di  avec  d$.  VL,  Bresse  a  montré  qn'on  pouvait  tenir 
compte  cette  fois  de  la  variation  de  longueur  des  éléments  de  la  fibre 
moyenne  (i).  La  force  P  produit  sur  la  longueur  ds  un  raccourcis- 

Vds 
sèment  égal  à  •=^  ;  nous  sommes  convenus  de  regarder  comme  posi- 
tives les  forces  P  quand  eUes  compriment  les  fibres  ;  la  fibre  ds  ac- 
querra donc,  par  suite  de  la  compression,  une  longueur  dsl  donnée 
par  l'équation  : 

«=*-^=*(.-£,). 

Nous  supposerons,  de  plus,  avec  H*  Bresse,  que  la  température  ait 
varié  d'un  nombre  t  de  degrés  depuis  la  pose  de  l'arc;  a  étant  le 
coeflBcient  de  dilatation  linéaire  de  la  matière  dont  se  compose  la 
pièce,  l'élément  de  l'arc  devra  encore  être  multiplié  approximative- 
ment par  le  binôme  (1  +  ^t). 

De  sorte  qu'en  définitive  on  a 

Introduisons  cette  expresàon  de  ds'  dans  les  équadons  (5) ,  pais 
remplaçons  dans  (4)  les  cosinus  et  sinus  par  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  (5)  ;  nous  aurons,  en  multipliant  par  cfy, 

«fa' = <fa  (*  -  ^)  (1  +  «)  -  (9'-9)dy  (l  -  ^)  (i  +  «). 
dif=dy  (i  _  ^)  (i  +  «)  +  {V-%)âx  {i  -  ^)  (*  +  «). 

oobieo 
(T)  «fa-  =  (l-CV-ô)  g)  (i  -  4)  (*  +  «)'^ 

d/=(l+(9'-e)g)(l-^)ti+«)dy. 

Les  équations  (7)  peuvent  se  simplifier,  en  observant  que  les  trois 


(1)  Recherches  analyiiquet  sur  la  flexion  et  la  résistance  des  pièces  courbes,  Mallet- 
Bictaeller,  18&1. 
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binômes  eotre  parenthèses  Qut  pour  premier  terme  l'unité,  et  que  les 
seconds  termes  sont,  avec  le  signe  -j-  ou  le  signe  — ,  des  nombres 
très-petits  en  valeur  absolue  ;  on  a  donc  avec  une  grande  approxi- 
mation, en  supprimant  les  produits  des  seconds  termes, 

■ 

et  par  suite,  retranchant  l'unité,  il  ident 

(8)         •  d»'  — da;  =  -.(e'— e)dy-.:^da:  +  <w«te. 


(9)  dy'^dy  =  +  (0'-  ejdx—  ^ dy  +  «dy. 


EU 
EU 


L'équation  (3j  nous  a  donné  V  —  0  par  une  quadrature  ;  cette 
équation  contient  une  constante  arbitraire  (V^ — 0  J  ;  substituant  dans 
les  équations  (8)  et  (g),  on  trouvera,  par  de  nouvelles  quadratures, 
les  valeurs  de  a! — x  et  y'  —  y  ; 

(10)  «'  -  ac=  -  J  (O'-e)dy-  J  ^  dr  +  Ç  «rdx, 

(11)  y'-y=+ J  (ô'-e)dx- J  è^y+ J  «^» 

sans  nouvelles  constantes  arbitrahres,  car  5  =  5^  correspond  à  l'ex- 
trémité de  la  pièce ,  c'est-à-dire  à  l'un  des  appuis  A,  où  les  coor- 
données sont  supposées  invariables. 

Navier  obtenait  seulement  le  premier  terme  du  second  membre  de 
ces  deux  équations.  C'est  le  terme  qui  correspond  à  la  flexion.  Le 
second  correspond  aux  variations  de  longueur  de  la  fibre  moyenne  ; 
le  troisième,  aux  variations  de  la  température.  La  sonune  de  ces 
termes  indique  que  ces  petits  effets  partiels  se  composent  algébri- 
quement pour  former  l'effet  total.  Le  principe  de  la  superposition 
des  effets  des  forces  aurait  pu  conduire  directement  à  poser  les 
équations  (io)et  (ii). 
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Ces  équations  renferment  la  constante  introduite  par  l'intégration 
dans  l'équation  (3)  ;  cette  constante  est  généralement  inconnue.  De 
plus»  on  doit  regarder  comme  inconnue  l'une  des  composantes  de  la 
réaction  de  l'un  des  appuis.  En  effet,  décomposons  les  réactions  des 
appuis  A  et  B  en  deux  composantes,  l'une  horizontale,  l'autre  verti- 
cale. L'équilibre  extérieur  de  la  pièce  exige  trois  équations,  qui  sont 
fournies  par  la  statique;  trois  des  composantes  peuvent  donc  s'expri- 
mer en  fonction  de  la  quatrième,  qui  restera  dans  les  questions,  et 
entrera  dans  l'expression  du  moment  M  et  de  la  force  P.  Il  y  'a,  en 
résumé,  deux  inconnues  à  déterminer. 

On  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (lo)  et  (ii),  en  ex- 
primant que  la  courbe  après  la  déformation  passe  encore  par  son 
second  appui  fixe  B.  Si  l'on  fait  s  égal  à  sa  plus  grande  valeur  ÂB , 
on  devra  donc  trouver  , 

2'  — x  =  0    et    y'— y  =  0. 


CHAPITRE    n. 

DÉTERMINATION  DE  LA  COMPOSANTE  INCONNUE 
DE  LA  RÉACTION,  ET  DE  LA  CONSTANTE  ARBITRAIRE  INTRODUITE 

PAR  L  INTÉGRATION. 
FORMULES    USUELLES.  —  TABLES  DE  M.  BRESSE. 


^2hi*  Nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre  précédent  les  équations  : 

^     .      f»  Md*  .  o 
(3)  •'^e=^^^^  +  p. 

(10)  «'  — a;  =  — r  (6'  — 0)dy— \*  Êû  ^  +  V  *^^' 

(11)  y*  ""  y  "=  "*■  V  (^'"~  ®^^^  ""  y.  ËQ^^'^  j!  '"^^' 
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La  constante  p,  introduite  par  l'intégration  dans  l'équation  (3),  est 
égale  à  la  variation»  V^  —  0^»  de  l'angle  H  eorreapondant  à  l'extrémité 
de  la  poutre,  ou  à  5  =  5,.  Cette  constante  se  retrouve  dans  les  deux 
équations  (lo)  et  (i  i).  Les  intégrales  J  (0'— 0)  dy,  S  (^—  0)^  sont 
des  intégrales  doubles  ;  car  il  faut  y  remplacer  V  —  0  par  sa  valeur 
déduite  de  l'équation  (3) ,  laquelle  est  donnée  par  une  intégrale 

\  "fT*  ^^^^  l'intégration  par  parties  permet  de  ramener  ces  inté- 
grales doubles  à  des  intégrales  amples. 

Outre  cette  constante  ^^  il  y  a  à  déterminer  une  force  inconnue, 

savoir  Tune  des  composantes  de  la  réaction  sur  un  des  deux  appuis. 

Soit  ÂCB  la  fibre  moyenne  d'une  pièce  courbe  contenue  dans  le 

ng.  212.  plan  vertical  et  posée  en  A  et  B  sur  deux 

appuis  invariables.  Les  forces  appliquées  à 
l'arc  ACB  sont  données  de  grandeur  et  de 
position  ;  elleç  sont  toutes  dirigées  dans  le 
plan  de  la  figure. 

Les  réactions  des  points  A  et  B  sont  in- 
connues :  mais  on  peut  les  décomposer  cha- 
cune suivant  deux  directions,  l'une  verticale,  l'autre  horizontale. 
Appelons  V,  V  les  composantes  verticales,  Q,  Q'  les  composantes 
horizontales. 

Soit  X  la  somme  des  composantes  des  forces  données  projetées 
sur  l'horizontale;  T,  la  somme  de  leurs  composantes  projetées  sur 
la  verticale,  et  [a^  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport 
au  point  A;  la  statique  nous  fouiiiit  entre  les  quatre  forces  incon- 
nues les  trois  relations 


Y-V-V'=0. 
j*!  — V/  +  Qm=0. 

Les  longueurs  /  et  m  représentent,  dans  la'dernière  équation,  les  bras 
de  levier  des  forces  Y  et  Q  par  rapport  au  point  A,  ou  les  coordon- 
nées du  point  B  par  rapport  à  deux  axes,  l'un  horizontal,  l'autre 
vertical,  menés  par  le  même  point. 
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Ces  équations  permettent  d'exprimer  trois  des  quatre  inconnues 
en  fonction  de  la  quatrième,  qui  restera  seule  en  évidence  dans  l'ex- 
pression du  moment  fléchissant  M  et  de  la  force  de  compression  P. 
Il  y  a  donc  en  définitive  deux  inconnues  à  déterminer  :  la  con- 
stante p,  et  Tune  des  quatre  forces  V,  V,  Q,  Q';  ces  deux  inconnues 
entreront  au  premier  degré  dans  les  équations  (lo)  et  (ii),  et  on 
les  déterminera  en  exprimant  que  le  second  appui  B  de  la  pièce 
conserve,  après  la  déformation,  la  position  qu'il  occupait  avant,  ce 
qui  annule  à  la  fois  les  deux  différences  ai  —  or,  %/ — y. 

2A5 .  On  peut  introduire  explicitement  dans  les  équations  les  com- 
posantes y  et  Q  de  la  réaction  de  l'un  B  des  appuis. 

Soient  en  effet x^, y ^  les  coordonnées  du  point  B;  x^  y  désigneront 
^    213  toujours  les  coordonnées  du   point   M 

dans  l'état  naturel,  et  0  l'angle  de  la  tan- 
gente MT  avec  l'axe  des  x  ;  enfin  «x  sera 
le  moment  par  rapport  à  M  des  forces 
extérieures  appliquées  sur  l'arc  MB,  et  N 
la  somme  des  compoAntes  de  ces  mêmes 
forces  projetées  sur  la  tangente  MT. 
Nous  aurons  pour  le  moment  fléchissant  au  point  M 

« 

et  pour  la  pression  exercée  tangentiellement  à  l'arc  au  même  point, 

P=N  +  Ocose  +VsiDO; 

y,  —  y,  x^ — or,  [A  et  N  sont  des  fonctions  connues  de  l'angle  6;  Q 
et  V  sont  des  constantes  inconnues,  mais  on  peut  exprimer  Y  en 
fonction  de  Q  par  l'équation 

1*1— V/  +  Qot  =  o, 
qui  donne 

La  substitution  de  cette  valeur  donnera  pour  H  et  P  des  expres- 
sions de  la  forme  : 
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P  =  a'  +  b'Q; 

où  a,  b,  d,  V  représentent  des  fonctions  connues  de  l'angle  0,  et  les 
équations  (3)  (lo)  et  (ii)  deviendront  : 


(3) 


m 


Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

j..Ër-*'    j..Ër-"'    3..Ëû~  • 

f  •  Vax  f  a!dy  _  ^       C'  b'dy  _ 

J..EJI-'*'     J.."Êû-^'    \.Xa-*'' 

et  convenons  de  représenter  par  les  mêmes  lettres  avec  l'indice  i,  les 
valeurs  prises  par  ces  fonctions  quand  on  étend  les  quadratures  à 
l'arc  total  ÂB,  ou  quand  on  fait  5  =  5,.  Observons  de  plus  que 

r  uxâx     et      \    9xdy 
sont  égaux  à 

otV    dx     et      axV    dy, 

ou  à 

«(x— xj      et      aT(y— yo)- 

Les  intégrales  ^^dy  ou  ^^dx  donnent  des  résultats  analogues. 
Nous  pourrons  donc  poser 

ac'  —  a:  =  —  r  Ady  —  Q  r  B<%^  —  ^(y--y;^  —  C  —  QD  +  «(x—Xo), 
y*— yas+ C*  Adt+ûT  Bdr  +  P(«—x^)— E-QF  +  «i(y-yj, 
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et  faisant  3=$^^  ce  qui  rend  nulles  les  différences  a!  —  x  et  \f — y^ 
il  vient  pour  déterminer  Q  et  ^  les  deux  équations  du  premier  degré 

Q^J^Bdï  -  F.)  +P(X4-x^  =  -at(y4-y^-- J' Adx+  E». 


ABCS  STMÉTRIQUBS  BT  STMÉTEIQUEMEIIT  GHABGÊS. 


216.  Dans  la  plupart  des  applications»  l'arc  que  Ton  veut  étudier 
repose  sur  deux  appuis  de  niveau,  A  et  B,  et  est  symétrique  par  rap* 
port  à  la  venicale  OT  menée  à  ^ale  distance  des  appuis.  Les  équa* 
tiens  se  simplifient  alors  notablement,  surtout  si  les  forces  appliquées 
à  la  pièce  sont  aussi  distribuées  symétriquement  par  rapport  à  la 
même  droite  OT. 
Supposons  donc  une  poutre  AB,  symétrique  et  syméu*îquement 
Fig.  214.  chargée,  par  rapport  à  la  verticale  OT  me- 

née à  égale  distance  des  appuis  A  et  B. 
~~  '  Nous  pourrons  nous  borner  à  considérer 
la  moitié  GB  de  la  pièce.  Les  forces  Y  et  Y' 
^  seront  égales,  comme  aussi  les  forces  Q, 
Q'  ;  donc  on  pourra  déterminer  les  forces 
Y  par  Téquation  : 


qui  se  réduit  alors  à 


Y  —  V  -  V'  =  0, 


«Y  =  Y. 


Au  Heu  de  prendre  les  intégrales  à  partir  de  la  limite  s^ ,  qui  cor- 
respond à  Textrémité  A  de  la  pièce,  on  pourra  les  faire  commencer  au 
point  G  ;  et  comme  la  pièce  est  symétrique  et  symétriquement  char- 
gée, on  sera  sûr  qu'il  n'y  aura  pas  de  constante  à  ajouter  à  l'équa- 


Fig.  21S. 
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lion  (3)  ;  car  la  tangente  au  point  le  plus  haut  de  l'arc  doit  rester 
horizontale  malgré  la  déformation. 

2&7.    Appliquons  cette  méthode    à  un   arc   de  cercle  AGB, 

sollidté  par  deux  forces  verti- 
cales égales  à  II,  appliquées  en 
deux  points  D,  D',  symétrique- 
ment placés  par  rapport  à  la  ver- 
ticale GO. 

Soit  0  le  centre,  et OG  =  OB = p, 
le  rayon  de  l'arc  de  cercle  AGB. 

La  composante  verticale  de  la 
réaction  de  l'appm  B  sera  égale 
à  n  ;  la  composante  horizontale  Q 

est  inconnue. 
Prenons  sur  l'arc  GB  un  point  E,  compris  entre  le  point  G  et  le 

point  D,  où  est  suspendu  le  poids  n.  L'angle  GOE  sera  ce  que  nous 
avons  appelé  9  ;  l'augle  GOD,  qui  correspond  au  point  D,  est  une  va- 
leur pai'ticulière  de  Q ,  que  nous  désignerons  par  la  notation  0^  ;  enfin 

représentons  par  f  Tangle  total  GOB.  Les  angles  \  et  f  sont  des  don- 
nées, tandis  que  9  est  un  angle  variable. 

Formons  pour  le  point  E  les  valeurs  du  moment  M  et  de  la  force  P. 

Le  nâoment  M  se  compose  du  moment  positif  de  la  force  Q,  et  du 
moment  négatif  du  couple  (n,  —  n)  ;  ce  qui  donne 

M  =  Qp(co8  0  —  CCS  ?)  *  np(sin  f  —  sin  OJ. 

La  force  P  s'obtient  en  projetant  sur  la  tangente  en  E  la  force  Q  et 
le  couple  n  et  —  n.  Le  couple  ne  donnant  rien  en  projection,  il  reste 
seulement  la  projection  de  la  force  Q  sur  la  droite  ET,  laquelle  fait 
avec  la  direction  BI  de  la  force  Q  un  angle  égal  à  GOE  ou  à  0.  Donc 


P  =  Û  ces  0. 


Ges  équadons  ont  lieu  pour  tout  point  B  compris  entre  le  point  G 
et  le  point  D,  c'est-à-dire  pour  toutes  valeurs  de  0  comprises  entre 
0  et  6j. 
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AU  delà  du  point  D,  les  valeurs  de  H  et  de  P  changent,  et  l'on  a 
pour  ft  >  9j  et  <  ç, 

M  =  Qp(cos  6  —  C08  9)  —  np(sin  9  —  sin  0), 
P  =  û  cos  •  +  n  sin  e. 

L'expression  de  M  substituée  dans  (3)  permet  de 
variation  de  l'angle  0. 
Pour  cela  remplaçons,  sous  le  signe  somme ^  d$  par  prf6,  et  faisons 

l'intégrale  \-^ — entre  les  limites  o  et  0;  il  y  aura  deux  cas  à  dis* 

tinguer,  suivant  que  la  limite  supérieure  0  de  l'intégration  est  infé- 
rieure  ou  supérieure  à  la  valeur  0^  pour  laquelle  le  moment  M 
change  d'expression  analytique. 
On  aura  d'abord  entre  o  et  0^ ,  en  laissant  de  côté  les  facteurs 

constants  ^» 

JM(iO  =  Qp  \  (ces  OdO  ^  cos  f  dO)  —  Dp  \  (sin  f  --  sin  0^)dO, 

ou  bien 

V  MdO  =  Qpfsin  0  —  0  cos  9)  —  np6(8in  ?  —  sin  OJ. 

Au  delà,  c*est^-dir&  pour  0  compris  entre  0^  et  f ,  l'intégrale  doit 
:e  décomposer  en  deux  parties  : 

S*MdO=Ç^*Mde+Ç'Mde. 

La  première  partie  n'est  autre  chose  qu,e  la  valeur  de  l'intégrale 
précédente,  quand  on  y  fait  0=0^.  La  seconde  donne 

Qp  \    (cosOdO^cosrdO)  — np  \    (sin  fdO  — sin  6d0). 
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L'intégrale  générale  est 

Qp  (sin  6 — e  C08  9)  —  np(6  sin  f + C08  6)1 
si  Ton  y  fait  0  =  0^,  elle  devient 

Qp  (sin  64— Oj  CO8  f)  —  IIp(ej  sin  ^  +  C08  6J, 

et  il  faut  retrancher  cette  fonction  de  l'intégrale  générale;  on  aura 
donCypour  0>  \^ 

?  M  de  =  0p(8in  «4 — \  CO8  f  )  -  npej(8in  9  —  sin  ej, 

—  Qp(8in  61 — Oi  ces  ?)  +  np(Oi  sin  f  +  ces  6  J 
+  Qp(8În  a  —  6  ces  f)  — np(0  sin  f  +  ces  6) 

ce  qui  se  réduit,  en  dé(înfdNfe«  à  l'expression 

\  M(26  s=  np(cos 0|  +  0|  sin  O^)  +  Qp(8in  6~ 0  ces  f ) — IIp(l sin  f  +  ces  •). 

Les  valeurs  des  intégrales  obtenues  doivent  être  multipliées  par 
X-,  facteur  que  nous  avons  laissé  de  côté  tout  à  l'heure,  et  nous 
aurons  pour  valeur  de  la  déviation  angulaire  des  normales,  V — 0 . 

6'-e  =  ^(8ine-ecos9)-^(8in9-8mej 

pour  toutes  valeurs  de  Q  comprises  entre  o  et  0^ ,  et 

r  — e  =  ^(8ine  — 6co8  9)  +  ^(co8  0t+9isîn0i— esinç-cose) 

pour  toutes  les  valeurs  de  0  comprises  entre  Ot  et  y. 


ET  STMËTRIQUEMENT  CHARGÉ.  ^'^ 

Si  Ton  fidt  0=o  dans  la  première  de  ces  équations*  on  a  V — 0=o, 

parce  qu'au  point  C,  à  cause  de  la  symétrie, 
l'arc  s'élève  ou  s'abaisse  sans  éprouver  de  dé- 

; yiaUon  angulaire  ;  et  si  l'on  fait  •  =  6,  dans  les 

deux  formules ,  elles  donnent  la  même  valeur 
pour  V —  0 ,  ce  qui  doit  être,  puisque  les  deux 

.       /  /    ^*       tronçons  de  la  pièce  doivent,  après  conmie 

,     /  /  avant  la  déformation,  se  raccorder  tangentiel- 

I  //  .  lement  au  point  D. 

y  II  faut  maintenant  chercher  la  poussée  hori> 

zontale  Q;  pour  cela,  nous  calculerons  af — x 
au  moyen  de  l'équation  (lo),  en  y  remplaçant 
flfy,  ou  EE",  par  psinOcifO,  et  dx^  ou  EE,  par  pcosOcifO;  de  sorte 
qu'il  viendra 

z'— x  =  — py  (y  — Ojsin  WO  — p'I  =^cosM»  +  pV  orcosOdO. 

Nous  n'avons  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que,  bien  que  l'o* 
rigioe  G  des  intégrales  ne  soit  pas  fixe,  nous  savons  qu'elle  se  dé- 
place le  long  de  l'axe  CT,  ce  qui  n'altère  pas  Yx  du  point  de  départ. 

II  Taudra,  comme  précédemment,  distinguer  deux  cas  :  celui  de 
»<ft,,  et  celui  de  8  >  8j. 

Daos  les  deux  cas,  le  terme  p  y  axcosO^/O  qui  correspond  à  la 

variation  de  température,  donne  pour  résultat  pax  sin  0. 
Le  calcul  est  ramené  aux  quadratures  suivantes  : 
!•  Pour  0  <  8, , 

z'^s  =  — ^\  (8inO^Oco8f)8inO<l6+-sj\  6(8in9  — 8in6|)8inOdd 
—  ^  y  C08»  (k»  +  p«T  8iD  6. 

Si,  dans  cette  expresdon,  on  fait  0  =  0^ ,  on  aura  pour  af  —  x  une 
certaine  valeur  B^  qui  sera  la  valeur  de  passage  du  premier  au  se- 
cond tronçon  ;  de  sorte  que  l'intégrale  relative  à  ce  second  tronçon 
doit  donner^'cette  même  valeur  B^  pour  H  ^  \. 
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2*  Pour  0  >  0,  et  <  f,  on  aura  donc  : 
x»  —  jc  =  —  w  V    (sin  0  »  0  ces  f)  sin  6<i§ 


(ces  0|  +  6|  sin  0|  *-  0  8În  9  ^  cos  6)  sin  6d9 


-|£jco8.(W.-gJ^.ln»co8  6de 
+  p3tt  sin  0  +  6|  —  pot  sin  6, . 

Toutes  les  intégrations  indiquées  peuvent  se  faire  facilement,  et 
donnent  la  valeur  générale  deaf  — x  pour  un  point  quelconque  de 
Tare  GB.  On  remarquera  que,  dans  ces  formules,  l'inconnue  Q  entre 
au  premier  degré.  Si  dans  la  seconde  formule  on  fait  0  =  f ,  on  devra 
trouver,  la  variation  af — x  correspondante  au  point  B  qui  est  supposé 
fixe.  On  égalera  donc  cette  variation  à  zéro,  et  l'on  aura  une  équa- 
tion du  premier  degré  qui  donnera  la  poussée  horizontale  Q. 

Le  calcul  est  long,  mais  il  ne  présente  aucune  difficulté;  nous 
nous  bornerons  à  cette  indication,  en  renvoyant  à  l'ouvrage  de 
M.  Bresse  pour  le  développement  des  opérations. 

Connaissant  la  poussée  Q,  on  aura  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  l'arc  donné;  on  pourra  donc  calculer  numériquement  les  valeurs 
des  efforts  A,  P,  et  du  couple  M  ;  et  par  suite  déterminer  en  chaque 
point  la  charge  supportée  par  la  matière,  ce  qui  est  le  point  le  plus 
intéressant  pou(  le  constructeur. 

2A8.  La  même  méthode  est  applicable  au  cas  où  l'arc  serût  sollicité 

par  deux  forces  horizontales  H,  H'  égales,  contraires,  et  appliquées  en 

deux  points  D,  IV,  symétriques  l'un  de  Tautre.  On  pourra  donc  tou- 

y.    217  jours  trouver  les  valeurs  de  la  poussée  Q, 

dans  le  cas  d'un  arc  symétrique  et  symé- 
triquement chargé;  car  il  suffit  de  dé- 
'N^  composer  les  charges,  quelles  qu'en 
soient  les  directions,  en  deux  compo- 
santes, l'une  verticale,  II,  l'autre  hori* 
zontale  H  ;  ces  composantes  seront  deux 
à  deux  groupées  symétriquement ,  et  si 
Ton  calcule,  par  les  formules  convenables,  les  poussées  partielles  dues 
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à  chaque  groupe  de  deux  forces  D,  et  les  poussées  partielles  dues  à 
chaque  groupe  de  deux  forces  H,  la  poussée  totale  s'obtiendra  en 
faisant  la  somme  algébrique  des  poussées  partielles  ainsi  obtenues. 
Il  est  bien  entendu  que  le  terme  relatif  à  la  variation  de  tempéra- 
ture ne  doit  figurer  qu'une  fois  dans  cette  suite  d'opérations. 

Nous  n'avons  pas  fait  usage  de  l'équation  qui  donne  la  variation 
y  —  y'  ;  cette  équation  nous  fendt  connaître  la  variation  de  la  flèche 
de  l'arc,  ou  l'abaissement  positif  ou  négatif  du  point  G. 


ARGS  SYMÉTBIQUES  NON  SYMÉTRIQUEMENT  CHARGÉS 


Fig.  118. 


2A0.  Supposons  que  la  symétrie  existe  dans  l'arc,  mais  non  dans 
la  répartition  des  charges  ;  alors  la  méthode  que  nous  venons  d'es- 
quisser ne  semble  plus  applicable.  On  peut  cependant  y  ramener  le 
problème. 
Soit  F  une  force  appliquée  en  un  point  D  ;  appelons  Q  la  poussée 

horizontale  au  point  B,  (^  la  poussée  ho- 
rizontale au  point  A,  qui  résultent  de  l'ac- 
tion de  cette  force.  A  cause  de  la  non- 
symétrie,  ces  deux  poussées  seront  géné- 
ralement différentes. 

Imaginons  qu'au  point  D',  symétrique 
de  D,  on  applique  une  force  F,  égale  à  F 
et  dirigée  symétriquement;  cette  force  F 
développera  au  point  B  une  poussée  horizontale  égale  à  Q',  et  au 
point  A  une  poussée  égale  à  Q. 

L'ensemble  symétrique  des  forces  F  et  F  agissant  simultanément 
produira  donc  en  A  et  B  deux  poussées  égales  à  la  somme  Q  +  Q^» 
et  les  formules  des  charges  symétriques  nous  font  connaître  par 
suite  cette  force  Q  +  (y. 

Mais  la  statique  nous  donne  la  différence  entre  Q  et  Q'  ;  en  effet, 
projetons  la  force  F  sur  l'axe  AB  et  soit  X  sa  projection  ;  nous  aurons 
l'équatioii 


0'-X-.Q  =  o. 


29 
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Donc 

Q'  -  Û  =  X. 

On  connaît  donc  la  différence  Q'  —  Q,  et  la  somme  Q  +  Q';  et  par 
suite  il  est  aisé  de  calculer  Q  et  Q'. 


FCBIIULES   APPROXIIIATITES   DONNANT  LA   TALEUB   DE  LA  POUSSÉE 
HORIZONTALE  DANS   LES  CAS   LES  PLUS   USUELS. 


Flff.  il9. 


260.  On  trouvera  dans  Touvrage  de  H.  Bresse  une  étude  analy- 
tique complète  des  problèmes  dont  nous  nous  bornons  ici  à  indiquer 
la  solution.  Après  avoir  obtenu  les  formules  exactes,  M.  Bresse  les  a 
réduites  à  des  formes  simples  et  d'une  facile  application;  il  a  en- 
suite construit  des  tables  numériques  qui  dispensent  de  recourir  aux 
formules.  Nous  allons  résumer  les  principaux  résultats  obtenus  dans 
cette  partie  de  son  travail. 

L'arc  ACB  est  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  point  0.  Les 

deux  appuis  A  et  B  sont  de  niveau.  Les 
données  de  la  question  sont  : 

la  corde  AB  =  s  a» 
i  la  flèche  IG  =  /. 

On  en  déduit  le  rayon  OC=OA=OB=p. 
L'angle  COB,  moitié  de  l'angle  au  cen- 
tre correspondant  à  l'arc  entier,  est  re- 
présenté par  la  lettre  f . 
251.  —  1»  Cas.  —  L'arc  est  sollicité  par  un  poids  unique  n, 
donné  de  grandeur,  et  appliqué  en  un  point  E ,  défini  par  l'angle 
COE  =  6^. 

On  demande  quelle  poussée  horizontale  Q  le  poids  n  considéré 
seul  i  ;Dduit  sur  l'appui  B  ou  sur  l'appui  A  ;  ces  deux  poussées  sont 
égales,  car  leur  différence  est  égale  h  la  composante  horizontale  de 
la  force  U,  laquelle  est  nulle,  puisque  celte  foixe  est  verticale. 
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La  formule  à  laquelle  est  parvenu  H.  Bresse  est  la  suivante  (1)  : 


(a)  Q=n 


z  38  O     

f  +  2f  co8*9  —  Ssin^cosf  +  -|Sin'f  (f  +  sin  çcos^) 


La  quantité  r  est  le  rayon  de  ^ration  de  la  section  transversale 

I 


de  Tare;  en  d'autres  termes  r*  = 


û* 


252.  —  2^  Cas.  —  Poussées  Q  ei  Q'  produites  aux  points  A  et  B, 
Fie.  no.  P^^  ^'^  f^^^^  horizontale  S  appliquée  en  E 

GOE^Oi. 


B       On  calculera  les  poussées  Q  et  Q'  par  les 
formules  : 

Q  +  Q'  =  Qi. 


Qi  est  la  poussée  correspondante  à  un  groupe 
symétrique  de  deux  forces  égales  à  S,  appliquées  aux  points  £  et  £'. 
On  trouve  («)  pour  Q^  la  valeur  suivante 


[h]  Q,=«S 


4  1  i  r* 

2  ®i"" 5 ^1  ""*  ^1  ^®*  ^1— sîn  ^1  cos ^^+04 C08 Si cogi>  +  ~  8în»ip(6j+8în  6^  co8 ej 

— — — ^ , 

f  +  Stç  008*9  —  38infC08ç  +  "î  sin'ç(9  +  sÎDfCOSf) 

c* 


268.  —  8*  Cas.  —  Poussée  due  à  un  changement  de  température. 
Cette  poussée  est  d'autant  plus  importante  que  Tare  est  plus  sur- 
baissé (3).  • 


(c)Q  = 


2EÛar8in*<p  -? 


|ji  • 1 

f  +  8f  C08«9— 3 8in f  cosf  +  -^  8in»f{9  +  sin çcos^) 


(1)  Beeherchei  analyiique$  sur  la  flexion  et  la  réiisUmci  des  piècu  courbes,  dut' 
pitre  I?,  page  160,  formale  (13;. 

(2)  ibid.  page  Itfl,  fonnule  (14). 

(«)  Ibid.  page  16dy  formule  (16).  Au  lieu  du  produit  EQ,  M.  Bresse  intioduit  dans 
la  formule  une  lettre  e  qui  représente  la  somme  lEw,  étendue  à  tous  les  éléments  de  la 
secUon,  pour  comprendre  le  cas  où  l'élasticité  yarierait  d'un  point  à  l'autre. 
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a.  est,1e..çoeÇRçient  de  dilatation,  t  le  nombre  de  degrés  qû  locstn 

ia  variatioD  de  température,  E  est  le  coefGâent  d'élasticité.  Umhi 

,0  ifocmule  s'appfidue  &  toute  autre  variation  de  longueur  de  U  pite. 

— piodnite,- par  oiemplo,  pftr4B  calage;  il  suflîrùt  d'y  rempUcetlc 

produit  aT^ai"r{môngëi&^ir  relatif  de  la  fibre  moyenne. 

9^4.  —  A*  Cas.  —  Poussée  due  à  une  charge  contimu,  riperti 
ti^îfârmém^'SiifiïSnfiaiàÀpàirderarc  (i). 

Soit  pie  poids  appliqué  àl'ujilt&deloDgueur  de  la  libre  mofemie.  | 
La  poussée  correspondante  Q  s^a  donnée  par  la  Tormule  ', 

--ijàii'?— ?sin?cos?+    -  -Jco8ç-5-,8m»ç(sin'?— T+T-rl 

I  Q  =  2pp,*--i ^■.ff■,)|■^^     y t-U 

ç^SiptStf  ^  —  3 sioT cosç  +  -î  sin» f(f  +  dnf  eu;) 

■■..''.   li'i  '0  J3  0  ^.j'jjauoa  È9l  Jiijltjjljp  aO  ' 

255.  —  5*  Cas.  —  Poussée  produite  par.tme  charge  égalmai 

répartie  enprojecfifla  fyfrizmtak  (s).  I 

p,  poids  égaleoûntrâp^^ 

■  ~ï  +  77^''':  9  tl7^  cU-r  —  ^  t'iiD  9  cos<p  -  --,  MD'i 

f +  2pCOS*9— *f(#»fet!8t:rt^;^8À«'Thkf}j^nïC0Sf)  I 

-ri  '266;-  H.-fiK^«?i)ii-}ft£0t9?4ivenfStifiKi9ide9,i}p«:^  les  rédott 

analytiques  eàî  ^h^rë  ïpceâ  i  édùcuons,  dont ''làoui'  ne  pouTODS  ic 
que  faire  connaître  les  résultats  déÛDiiifs.        ^  „  .. 

Formule  ia).    ,.  ,     ,         ■      .  •:    .       ■ 

la  formule  (a),  relative  à  la  poussée  due  a  un  poids  isolé,  peai 


et!  mettre  sous  la  forme  h 

ûfS  +  ï 

,...[■.        ,\„...-.  -xs'-.ui   y,^l,   ^..iiniiHj.    l.\   li  ..^..i.  1\  û^  -l^it  tî 

wHi\pnt.  ,"l...^-n,  i 

,11)  >umi..l  .'■ôi  ■■;-      • 
i;M-/''i''-.'n-^«».A«r*iifljtl».. .,..  Il  «  ^i,;..  .,;.i  ;,:,.- ..!/.   ..»- 
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-  • 

en  posant 


■  >  ) 


i  '        ^r 

A  c=  j  (sîn*  f  —  sin*  Sj)  +  cos  ^(cos  Oj  +  Oj  8in  0^  —  cos  f  —  f  sin  9]^ ,, 

B  s  f  +  8f  cos*  «  —  3  sin  9  cos  ? , 

^  _  1  sin*  <p(sin*  9  —  sin*  6 J 
2  A  * 

%•      sin*  9(9  +  sin  9  cos  9) 
^- g • 

Cette  dernière  expression  est  nne  fonction  de  la  Tariable  unique  «p. 

Le  rapport  —,  étant  toujours  très  petit*  on  regardera  Téquation 

approximative 

Q=nx| 

comme  donnant  la  portion  principale  de  la  force  Q,  et  Tautre  fac- 
teur comme  un  coefficient  de  correction  d'une  importance  secondaire. 

H.  Bresse  a  développé  en  série  diverses  valeurs  du  rapport  ^,  et 

D 

a  construit  une  table  à  double  entrée»  donnant  les  valeurs  de  ce 
rapport,  pour  les  valeurs  du  rapport  -^,  de  centièmes  en  centièmes, 

depuis  o,i*s  jusqu'à  l'unité;  et  pour  les  valeurs  du  rapport  -^ ,    de 

o,o5  en  o,o5,  depuis  0  jusqu'à  l'unité;  le  rapport-  s'annule  pour 

A 
Le  résultat  donné  par  l'équation  approximative  Q  =  D  x  g»  doit 

être  multiplié  par  la  fraction 

r* 

a* 

r** 


(1)  Ifoaa  doDDODs,  planche  I,  flg.  1,  un  tabletn  graphique  qui  pent  tcDlr  lieu  de 
oacio  Uble. 
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La  discussion  des  valeurs  de  \  et  de  V  ^  conduit  M.  Bresse  à  re-^ 
connattre  : 

1®  Que  Ton  pouvait  substituer  au  numérateur  de  la  fraction  la  dif- 
férence 

_^  /sfn  y\  *r* 


OU,  plus  simplement  encore,  Tunité; 
2*  Que  la  valeur  moyenne  du  dénominateur 


1  +  Vt 


est  égale  à 


15  r* 


et  que  cette  valeur  moyenne  diffère  peu  des  valeurs  extrêmes.  Il  ré^ 
suite  de  là  que  la  formule  pratique  peut  être  ramenée  à  la  forme 
simple  : 

■ 

L*omlssion  du  dernier  facteur  pourrait,  dans  certains  cas,  entraî- 
ner à  des  erreurs  sensibles. 

La  table  III  de  M.  Bresse,  donne  d'ailleurs  des  valeurs  approxi- 
matives des  coefficients  X  et  V  pour  les  diverses  valeurs  du  rap- 
port —  (O*  Le  coefficient  X  contenant  l'angle  \^  on  n'a  pu  intro- 

duire  dans  la  table  que  la  moyenne  des  valeurs  de  X  correspondante 
à  chaque  angle  «p.  Ce  coefficient  est  d'ailleurs  toujours  très-petit,  et 
il  est  loin  d'avoir  Timportance  du  coefficient  V  qui  entre  dans  le  dé- 


{\)  Voir  planche  H ,  courbes  des  X  et  des  V. 
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nominateur.  Une  autre  table,  la  table  IV  (Oi  donne  les  valeurs  du 
rapport 

a* 


r* 

*+^'? 


en  fonction  des  rapports  -^  et  ^. 

Formule  (6) .  —  Cette  formule,  qui  est  relative  aux  actions  hori- 
zontales, est  peu  utile  -dans  les  applications,  et  M.  Bresse  ne  Ta  pas 
réduite  en  tabfe. 

Farmuk  (c).  —  La  formule  (c)  donne  la  poussée  partielle  due  à 
une  variation  de  température  de  t  degrés  centigrades,  a  étant  le 
coefficient  de  dilatation  de  la  matière  de  Tare 

M.  Bresse  l'a  réduite  à  la  forme  très  simple 


r»  +  -  r 


L'eoQploi  de  cette  formule  approximative,  pour  des  arcs  en  fer  ou 
en  fonte,  ne  peut  entraîner  une  erreur  plus  grande  que  o"*  ,oa  pai 
millimètre  carré,  ce  qui  est  négligeable. 

On  remarquera  que  cette  formule  contient  le  coefficient  d'élasti- 
cité E. 

L'emploi  des  tables  peut  suppléer  à  cette  formule.  La  quatrième 

colonne  de  la  table  II  fournît,  en  fonction  du  rapport  -^,  une  va- 

leur  que  M.  Bresse  appelle  le  coefficient  F  de  la  partie  principale 

de  la  poussée  (a)  ;  on  doit  multiplier  ce  coefficient  par  le  produit 

r*                                                  i 
Eûax  X  -î ,  puis  ensuite  par  la  fraction p,  que  la  table  III 


(1)  Le  tableau  graphique  figure  2  de  la  planche  I  peut  en  tenir  lien. 
ijt)  Voir  planche  II ,  eourbe  dee  F. 
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permet  de  calculer,  ou  que  la  table  IV  fait  approitimativement  con- 
naître. 

Formule  (oQ.  —  Poids  également  réparti  suivant  la  longueur  de 
Tare.    . 

La  formule  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

Q  =  2ppç  X  m  =  2ppç  X  F'  X  — 


a" 


La  fraction 


;!• 


gui  peut  se  réduire  approximativement  à 

peut  aussi  se  calculeri  soit  au  moyen  de  la  table  III,  soit  à  Taide 
de  la  table  IV. 

Le  facteur  F,  réduit  en  série  par  M.  Bresse,  a  été  calculé  et  in- 
troduit dans  la  seconde  colonne  de  la  table  II  (i). 

Formule  {e). — Poids  également  réparti  suivant  Tborizontale.  On 
peut  mettre  la  formule  sous  la  forme  : 

1- X^ 

û  =  2pa  X  n  =  2pa  X  F*'  X ^ . 

et  le  facteur  P  se  trouve  calculé  en  fonction  du  rapport  -^  dans  la 

seconde  colonne  de  la  table  II  (a). 
M.  Bresse  a  calculé  en  tout  cinq  tables.  Nous  avons  défini  les  trois 


(1)  Planche  H ,  coarbe  des  F'. 
(3)  Planche  II,  courbe  des  F". 


s  9  ^ 

les  arguments  de  la  table  sont  le  rapport  -l ,  et  le  rapport  -  de 


DE  M.  BRESSE.  4o7 

premières;  la  table  IV  donne,  comme  nous  Tavons  vu»  les  coefficients 
de  correctioii 

a» 

I  +  V-Îy 
a* 

en  fonction  du  rapport  -^,  et  des  valeurs  de  -^;  celles-ci  varient 

de  O9O005  à  0,00s 5. 

La  dernière  table,  ou  la  table  Y,  donne  les  éléments  du  calcul  de 
la  pression  maximum  dans  un  arc  circulaire  à  section  constante, 
uniformément  chargé  suivant  l'horizontale.  Elle  est  à  double  entrée  ; 

A 
«  '  "a 

la  hauteur  de  la  section  à  la  demi-portée  de  l'arc 
Les  formules  {d)  et  {e)  sont  les  plus  utiles  de  toutes;  on  peut  les 

ramener  à  une  forme  très  simple,  qui  donne  des  résultats  suffisam- 

/ 
ment  approximatifs  pour  de  petites  valeurs  du  rapport  '-• 

{d)  Poussée  produite  par  une  charge  également  répartie  k  long 
de  la  fibre  moyenne  : 

a  1  a* 

*  +  8/» 

(e)  Poussée  prodmte  par  une  charge  également  répartie  en  pro- 
jection horizontale  : 

_  pa*  7  g» 

V       4    .15  II' 

Abstraction  £ûte  du  second  facteur,  cette  formule  est  celle  qui 
donne  la  tension  horizontale  dans  la  chaîne  d'un  pont  suspendu, 
ayant  une  portée  égale  à  sa  et  une  flèche  égale  à  /•  La  poussée 
horizontale  d'un  arc  rigide  est  donc  moindre  que  la  tension  horizon- 
tale d'une  chaîne  flexible  dans  les  mêmes  conditions  de  poids,  de 
flèche  et  de  portée  totale. 
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257.  Les  formules  qu'on  vient  de  poser  permettent  de  déterminer 
les  valeurs  de  la  poussée  horizontale  d'un  arc  courbe,  et  celte  don- 
née sufiSt  pour  achever  l'étude  de  la  distribution  des  efforts  dans 
la  matière.  On  peut  en  effet  déterminer  pour  chaque  point  de  la  fibre 
moyenne  les  valeurs  des  forces  P,  A,  et  du  couple  M  ;  la  charge  de  la 
matière  sera  donnée  ensuite,  en  un  point  quelconque  de  la  section 
correspondante,  par  les  formules 

Il      P  .  Me 

TV—  ^. 

en  désignant  par  R  la  pression  normale  à  la  section  transversale,  et 
par  R'  la  résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant. 

Ces  formules  se  prêtent  à  une  représentation  géométrique.  Pour 
cela,  on  développera  en  ligne  droite  la  ûbre  moyenne  de  l'arc  à  étu- 
dier ;  on  prendra  cette  droite  pour  axe  des  abscisses,  et  on  élèvera 
perpendiculairement  des  ordonnées  proportionnelles  aux  valeurs 
correspondantes  de  R;  il  convient  d'attribuer  à  v  ses  deux  va- 
leurs extrêmes.  Tune  positive,  l'autre  négative.  Si  de  plus  on  em- 

p 
ploie  la  valeur  9  =  o,  on  aura  la  courbe  des  valeurs  de  ~ ,   ou   la 

courbe  des  pressions  moyennes  réalisées  tout  le  long  de  la  fibre 

neutre.  Une  quatrième  courbe  donnera  les  valeurs  de  -• 

Ces  courbes  tracées,  on  y  découvrira  sans  peine  les  points  où  les 
ordonnées  sont  les  plus  grandes  ;  les  abscisses  de  ces  points  donne- 
ront les  positions  des  sections  transversales  où  les  efforts  atteignent 
leurs  plus  hautes  valeurs. 

On  peut  aussi  traiter  la  question  par  le  calcul,  en  étudiant  dans 
les  limites  convenables  les  variations  des  fonctions  R  et  R',  qui 
sont  exprimées  au  moyen  de  l'angle  0  ou  de  l'arc  s.  Dans  cette  dis- 
cussion il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  valeurs  limites  cher- 
chées ne  correspondent  pas  nécessairement  à  des  maxima  ou  des 
minima  analytiques  des  fonctions  R  et  R',  lesquelles  ne  sont  définies, 
en  effet,  qu'entre  des  valeurs  déterminées  de  la  vaiiable  indépen- 
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daute,  et  ne  sont  pas  nécessairement  continaes  dans  ces  intervalles. 
Pour  un  arc  symétrique,  par  exemple,  les  limites  de  0  sont  — ?  et  +  ^ , 
et  tout  ce  que  donne  l'analyse  en  dehors  de  ces  limites  est  étranger 
à  la  question  particulière  qu'on  veut  traiter.  Il  résulte  de  là  que 
les  maxitna  ou  les  minima  des  R  peuvent  correspondre  aux  valeurs 
extrêmes  de  ft,  ou  bien  à  des  points  anguleux  de  la  ligne  qui  en 
représente  les  valeurs  successives,  c'est-à-dire  à  des  points  où  la 
tangente  à  la  courbe  de  R  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  abscisses* 
La  construction  des  courbes  met,  du  reste,  en  évidence  toutes  ces 
particularités  (i). 

Le  dernier  chapitre  des  Recherches  analytiques  de  M.  Bresse  est 
consacré  à  la  détermination  des  sections  les  plus  fatiguées  dans  un 
arc  drculabre.  La  table  V  facilite  les  calculs  à  faire  pour  résoudre  la 
question. 

Enfin,  connaissant  la  force  Q  et  la  constante  p,  on  aura  tout  ce 
qu'il  faut  pour  calculer  les  différences  0'— 0,  d'—x^  t/ — y,  c'est- 
à-dire  pour  chercher  la  déformation  de  l'arc  sous  l'action  des  forces 
données. 
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258.  Dans  un  mémoire  inséré  au  tome  II  des  Annales  des  ponts 
et  chaussées^  année  i86i,  M*  Âlbaret  a  étudié  avec  beaucoup  de 
soin  l'influence  de  la  variation  de  section  des  arcs  métalliques. 
\oici  les  principales  conclusions  de  son  travail. 

i""  Dans  les  arcs  à  section  constante,  le  point  le  plus  fatigué  est 

situé  à  l'extrados  à  la  clef,  toutes  les  fois  que  le  rapport,  -^f  de  la 
flèche  à  l'ouverture,  est  inférieur  à  -x  ;  il  est  situé,  soit  à  l'extrados  à  la 

*  o 

clef,  soit  à  l'intrados  vers  les  reins,  lorsque  le  rapport^-  est  com- 


(l)  Sur  la  recherche  des  tensions  maxima  produites  dans  un  are  métallique  par  un 
poids  uniformément  réparti  suivant  la  corde,  V.  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées^ 
septembre  1876,  arUde  i^*  41  ^  une  note  de  M.  Vigan,  higéoieor  des  ponts  et  chaussées. 
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pris  entre  0  ®^  r  «  enfin,  il  est  toujours  situé  à  l'intrados  vers  les 

o  O 

reins  lorsque  —est  supérieur  à  ^« 

2*  L'emploi  de  sections  variables  d'un  point  à  l'autre  de  l'arc 
permet,  à  l'égalité  de  résistance,  d'économiser  un  certain  poids 
de  métal.  Pour  les  arcs  surbdssés,  il  y  a  lieu  de  reporter  vers  Tex- 
trados  une  partie  du  métal  de  l'intrados,  en  détruisant  la  symétrie 
de  la  section  par  rapport  à  l'horizontale  menée  par  son  centre  de 
gravité  ;  l'excès  de  matière  doit  être  au  contraire  porté  vers  l'intrados 
pour  les  arcs  se  rapprochant  du  plein  cintre.  Du  reste,  les  applica- 
tions numériques  montrent  que  l'économie  réalisée. par  la  substitu- 
tion de  sections  variables  aux  sections  constantes  est  moins  impor- 
tante pour  les  poutres  en  arc  que  pour  les  poutres  droites  ;  résultat 
qui  doit  être  attribué  à  ce  que  U  forme  en  arc  répartit  les  efforts 
dans  les  diverses  sections  de  la  poutre  plus  également  que  ne  le  fait 
la  forme  droite. 

8*  M.  Albaret  a  comparé  entre  eux  trois  types  principaux  d'arcs 
métalliques  :  lé  premier  est  un  arc  dont  la  hauteur  est  constante  et  la 
section  partout  la  même  ;  le  second  a  la  même  hauteur  partout ,  mais 
la  section  est  renforcée  des  naissances  vers  la  clef;  le  troisième  a 
une  hauteur  graduellement  décroissante  des  naissances  à  la  clef, 
avec  une  section  croissante.  Le  second  type  est  le  plus  avantageux 

pour  les  arcs  dans  lesquels  le  rapport  -^  est  inférieur  ^  g  ;  le  troi- 
sième convient  particulièrement  aux  arcs  dans  lesquels  -^  est  plus 

grand  que  ? ,  et  l'adoption  de  ce  type  peut  conduire  alors  à  une  éco- 
nomie d'une  cert^ne  importance.  Enfin,  pour  les  arcs  dont  le  sur- 

baissement  -^  est  compris  entre  ^  et  ? ,  la  forme  de  l'arc  parait 
sa  o       0 

à  peu  près  indifférente. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  les  charges  qui  pèsent  sur  l'arc 

sont  également  réparties  dans  toute  l'étendue  de  la  portée.  M.  Al- 
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baret  ne  s'est  pas  contenté  de  cette  première  hypothèse  :  il  a  publié, 
dans  le  tome  IV  des  Annales  (année  1 86s],  un  second  mémoire  où 
il  apprécie  Tinfluence  des  charges  incomplètement  réparties.  Nous 
ne  pouvons  que  renvoyer  ici  à  cet  important  travail.  Les  résultats 
sont  très  significatifs  ;  les  surcharges  appliquées  à  la  totalité  de  la 
portée  ne  correspondent  pas  au  plus  grand  effort  subi  par  la  ma- 
tière, et,  pour  prévoir  les  cas  les  plus  défavorables,  il  faut  calculer 
les  valeurs  de  B  en  différents  points  de  l'arc  pour  des  surcharges 
incomplètement  réparties.  Dans  la  pratique,  on  peut  supposer  ordi- 
nairement que  ces  surcharges  incomplètes  s'étendent  à  toute  une 
moitié  de  la  portée.  L'emploi  des  sections  variables,  loin  de  conîger 
les  inégalités  d'efforts  produites  par  la  distribution  des  charges,  peut, 
dans  certains  cas,  accroître  ces  inégalités.  A  ce  point  de  vue,  l'uni- 
formité de  la  section  parait  une  règle  assez  sage  à  suivre. 

Une  fois  la  section  calculée  dans  l'hypothèse  d'une  charge  com- 
plète, on  l'augmentera  de  i5  à  20  p.  100,  pour  tenir  compte  de 
l'influence  des  charges  inégales,  sauf  à  vérifier  ensuite,  par  le  cal- 
cul et  la  construction  des  épures,  si  la  section  ainsi  amplifiée  suffit 
aux  efforts  qu'elle  peut  être  appelée  à  supporter. 

Dans  un  troisième  mémoire,  qui  a  paru  dans  le  cahier  des  Annales 
de  décembre  1 870,  M.  Albaret  a  rendu  compte  des  études  auxquelles 
il  s'était  livré  à  l'occasion  des  ponts  en  arcs  surbaissés  construits 
sur  la  ligne  d'Alger  à  Oran.  Les  conclusions  de  ce  dernier  travail 
font  ressortir  la  grande  influence  de  la  hautear  de  la  section  de 
l'arc  sur  la  rûdeur  de  la  construction,  et  l'influence  non  moins 
considérable  de  la  rigidité  des  tympans.  M.  Albaret  conseille 
d'observer  les  déformations  des  arcs  sous  les  charges  d'épreuve 
plutôt  aux  reins  qu'à  la  clef  :  méthode  déjà  proposée  par  M.  Darcel. 
Enfin  le  mémoire  contient  une  comparaison  instructive  des  arcs 
en  fer  avec  les  arcs  en  fonte.  Contrairement  à  l'opinion  qui  do- 
minait il  y  a  une  trentaine  d'années,  M.  Albaret  n'hésite  pas  à  pré- 
férer le  fer,  qui  donne  plus  de  raideur  que  la  fonte,  même  à  poids 
plus  faible. 

Ce  mémoire  contient  des  formules  empiriques  qui  font  connaître 
le  poids  propi-e  des  divers  ponts  étudiés  par  l'auteur.  Ces  for- 
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mules  rentrent  toutes  dans  la  forme 

P  étant  le  poids  total  du  pont  en  kilogrammes,  /  la  portée  en  mè- 
tres, et  A,  B,  G»  D,  des  coefficients  variables  suivant  les  cas.  Yoid 
le  résumé  de  cette  partie  du  travail  de  M.  Albaret  : 

itl-detMUéê4  met,  P= 950/ +700, 
de    4  k  10  met.,  P=  120/*  +  6502, 
de  iO  k  25  met.,  P= 103/^ +  8202, 
de  25  k  80  met,  P  =  0,32/«  +  40/*  +  2200/, 

travées  solidaires,  de  25  k  80  met,  P= 0,30/' +  37/* +  2200/, 
(/,  portée  moyenne)  \ 

iu-desMUS  de  4  met,  P= 540/ +  410, 
de  4  k  10  met,  P  =  68/*  +  370/, 
de  10  a  25  met,  P=6t/'  +  440/, 
de  25  k  80  met,  P  =  0,19/>  +  37/*  +  930/, 

travées  solidaires,  de  25  k  80  met,  P=: 0,17/* +  35/* +  930/, 
(/,  portée  moyenne). 

II.   Ponts  en  arc  de  |  en  fer,     de  25  k  50  met,  P=:33/*  +  790/, 


de  i 


cercle,  k  une  voie,    |  en  fonte,  idem  P  =  44/*  + 1330/. 

MÉTHODE  HAPIDE  POUR   LE   CALCUL  DES  PIÈGES  COURBES. 

259.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  construire  un  arc  qui  franchisse 
Fig.  S21.  ^°  débouché  AB ,  et  qu'on  veuille  donner  à  la 

fibre  moyenne  une  forme  AGB  déterminée.  On 
simplifiera  le  problème  en  admettant  que,  dans 
la  section  transversale  moyenne,  c'est-à-dire 
dans  la  section  faite  par  le  plan  vertical  OT, 
mené  perpendiculairement  à  la  courbe  AGB, 
le  moment  fléchissant  soit  nul.  Cette  hypo- 
thèse revient  à  admettre  que  les  deux  par- 
ties AG,  GB  de  l'arc  reposent  Tune  sur  l'autre  &u  point  G,  en  se 
comprimant  mutuellement,  et  sont  comme  articulées  l'une  avec 
l'autre  (i).  La  relation  mutuelle  des  deux  parties  AG,  GB,  sera  donc 


(I)  Dans  certains  ponts  récemment  construits,  on  a  introduit  une  arUculaiion  à  la 


V, 


Hg.  «22. 
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une  force  dirigée  suivant  une  certaine  droite  passant  par  le  point  G  ; 
les  réactions  des  appuis  sont  des  forces  passant  par  les  points  A  et 
B;  si  l'on  connaît  la  distribution  des  forces  appliquées  à  l'arc,  de  A 
en  G  et  de  G  en  B,  on  peut  déterminer  par  la  simple  géométrie  les 
réactions  inconnues. 

Nous  supposons  ici»  pour  plus  de  généralité,  qu'il  n'y  ait  symétrie 
ni  dans  le  tracé  de  l'arc,  ni  dans  l'application  des  surcharges. 

Par  le  point  G  menons  une  droite  DE ,  pour  représenter  la  direc- 
tion des  réactions 
mutuelles  des  deux 
parties   de  la  pièce 

p jjjjT^   courbe.  La  direction 

^""""^  DE  est  jusqu'ici  in- 

connue. 

^  I  Considérons  les  for- 

I  ces    données    appli- 

quées sur  la  partie  AG 
de  l'arc;  les  moments  de  ces  forces,  pris  par  rapport  au  point  A, 
donneront  une  certaine  somme  connue.  M;  et  comme  il  y  a  équilibre 
par  hypothèse  entr^  les  forces  extérieures  de  A  en  G ,  la  réaction  de 
la  seconde  partie  de  l'arc,  dirigée  suivant  GD,  et  la  réaction  de  l'ap- 
pui A,  qui  passe  en  ce  point  A,  on  a,  en  appelant  F  la  force  inconnue 
dirigée  suivant  GD,  et  en  abaissant  la  perpendiculaire  AD  du  point  A 

sur  la  droite  DE , 

FxAD  =  M. 

Appelons  M'  la  somme  des  moments  des  forces  appliquées  sur  la 
partie  GB  ,  par  rapport  au  point  B  ;  nous  aurons  de  même,  en  abais- 
sant du  point  B  une  perpendiculaire  BE  sur  CE, 

FxBE  =  M'. 
Donc 

AD_M 

BE  "■  M'* 


def,  de  manière  à  sapprUner  tout  moment  fléchliiant  daoi  cette  secUoo.  On  eo  voit 
des  exemples  sur  le  chemin  do  Nord»  Àur  la  rigole  d'alimentation  da  canal  de  l'Aisne  à 
la  Marne,  et  dans  plnsleors  grands  ponts  du  Rbio. 
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La  question  est  donc  ramenée  à  mener  par  le  point  G  une  droite 
telle,que  le  rapport  de  ses  distances  AD,  BE,  à  deux  points  donnés  k 

M 

et  B»  soit  égal  à  un  rapport  donné  -^p . 

11  suffit,  pour  résoudre  le  problème,  de  mener  la  droite  ÂB,  et  de 

•PA       M 

prendre  sur  son  prolongement  un  point  P  tel  que  pn  =  t??»  puis  de 

joindre  PC,  qui  sera  la  droite  cherchée.  Mais  cette  construction  sera 
en  général  peu  commode,  parce  que  le  point  P  est  trop  éloigné.  Il 
faut  alors  recourir  à  la  construction  suivante. 

Joignons  AC ,  puis  déterminons  sur  cette  droite  un  point  H,  tel 
qu'on  ait  la  proportion 

CH     m; 

Ca"  M' 

Du  point  H,  abaissons  H6  perpendiculairement  sur  CD  ;  nous 
aurons 

HG       ÇH       M' 
ad"*  CA~  M* 


liais,  par  hypothèse , 


EB_M' 
AD*"  M 


Donc  H6=EB,  et  par  suite  la  droite  DE  est  parallèle  à  la  droiteBH, 
qui  est  connue  de  position. 

On  pourra  donc  tracer  la  droite  DE;  alors  la  distance  AD  sera 
connue,  et  on  en  déduira  la  valeur  de  la  réaction  F  par  Téquaiion 


F  X  AD  =  M. 


La  force  F,  décomposée  en  G  suivant  l'horizontale  et  suivant  la 
verticale,  donnera  les  valeurs  de  la  force  de  compression  P  et  de 
l'effort  tranchant  A  dans  le  plan  de  la  clef  de  l'arc. 

S'il  y  a  symétrie  géqmétrique  et  symétrie  des  charges  par  rapport 
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au  plan  vertical  OT,  les  moments  M,  M'  étant  égaoz,  et  les  droites 
GB,  CA  égales,  le  point  H  coïncide  avec  le  point  A,  et  la  réaction  à 
la  clef  de  l'arc  est  horizontale. 
Dans  ce  cas,  si  on  ajoute  que  les  charges  se  réduisent  à  des  poids 

également  répartis  suivant  l'horizon- 
tale, à  raison  de  p  unités  de  poids 
par  unité  de  longueur,  la  force  F  sera 

égale  à  ^ ,  en  appelant  s  a  la  por- 
tée AB,  et  /  la  flèche  de  l'arc ,  ou  la  quantité  CL  C'est  la  tension  ho- 
rizontale dans  la  chaîne  des  ponts  suspendus.  Nous  avons  vu  que 
l'analyse  condmsait  pour  les  arcs  surbaissés  à  la  formule 

_  pg}         7  o« 
^""2/         ^5r^• 
*■*"  8  /« 

La  méthode  rapide  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  consiste  à 
admettre  qu'il  n'y  a  pas  de  moment  fléchissant  pour  le  point  G,  nous 

donne  le  facteur^,  en  laissant  de  côté  le  facteur  correctif 

*      là} 


*+    8    /« 


En  donnant  à  un  arc  surbaissé  la  forme  parabolique,  on  peut  faire 
en  sorte  que  le  moment  fléchissant  soit  nul  en  tout  point,  pour  une 
charge  également  répartie  par  unité  de  longueur  horizontale.  La 
résistance  à  la  flexion  n'est  alors  mise  en  jeu  que  pour  des  charges 
incomplètes  ou  discontinues. 

La  méthode  de  recherche  que  nous  venons  d'employer  nous  ser* 
vira  plus  tard  à  l'étude  de  l'équilibre  des  voûteSt 
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£T  STMÉTRIQUEMEirr  CHARGÉ. 


260.  Le  calcul  de  rétablissement  d'un  arc  métallique  suppose  comin 
le  poids  propre  de  cet  arc,  tandis  que  ce  poids  ne  peut  être  déter- 
miné avec  exactitude  que  lorsqu'on  a  fixé  la  section  de  la  pièce  d'a- 
près les  efforts  auxquels  elle  est  soumise.  Après  avoir  pris  arbitraire- 
ment une  première  valeur  de  la  section,  et  en  avoir  déduit  le  poids 
de  l'arc,  qu'on  fait  entrer  dans  le  calcul  de  la  poussée,  on  applique 
les  formules  de  répartition  des  efforts,  et  on  reconnaît  si  la  section 
doit  être  modifiée  en  plus  ou  en  moins.  On  abrège  ces  tâtonne- 
ments en  partant  d'une  valeur  de  la  section  voisine  de  sa  valeur 
définitive.  Pour  trouver  cette  valeur,  voici  quelle  marche  on  peut 
suivre. 

Soit  û  la  surface  de  la  section,  supposée  uniforme  ;  occupons-nous 
seulement  de  la  compression  produite  dans  les  diverses  sections  par 
la  composante  P  normale  à  leur  plan  ;  le  maximum  de  cette  com- 
pression a  lieu  aux  naissances.  Appelons  f  le  demi-angle  au  centre 
de  la  pièce  courbe.  La  réaction  de  l'appui  se  décompose  en  deux 
forces  :  l'une,  Q,  est  la  poussée  horizontale,  qui  fait,  avec  la  normale 
à  la  section  d'appui,  un  angle  égal  à  f  ;  l'autre,  pa^  est  verticale  et 
égale  au  poids  du  demi-arc  ;  elle  fait  avec  la  normale  à  la  section 

d'appui  un  angle  égal  à o.  La  compression  normale  sur  Tappai 

s 

est  donc 

Qco89  +  pa8inf , 

et,  par  suite,  la  pression  moyenne  sur  l'unité  de  surface  correspon- 
dante à  cette  action  a  pour  valeur 

I*     ■  Q 
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Cette  quantité  R'^  peut  être  fixée  d'avance;  en  efiiet,  elle  s'ajoute 

Wff} 

algébriquement  dans  les  diverses  sections  à  la  pression  variable  -y , 

l)roduite  par  le  moment  fléchissant;  mais  Tinfhsieince  de  ce  second 
terme  peut  être  réduite  à  volonté,  en  disposant  convenablement  de  la 
forme  de  la  section ,  d'où  dépend  le  dénominateur  1,  sans  atlérer 
Id' ailleurs  la  surface  Û. 

On  peut  donc  admettre,  au  moins  à  titre  provisoire,  qne  Ybk  sera 
dans  de  bonnes  conditions  de  résistance,  si  l'on  fixe  d'avance  la 

limite  K\  à  une  certaine  fraction,  les-=,  par  exemple,  de  la  li- 
mite R;  on  fera  donc  R"  =  4ooo  ooo,  si  R  =  6  ooo  o(»o  est  la  limite 
adoptée  pour  la  résistance  du  métal.  On  aura  alors  pour  détermi- 
ner û  l'équation 

R"Û  =  Qcos9  +  pasinç, 

dans  laquelle  R"  est  supposé  connu. 

Pour  trouver  la  valeur  de  Q ,  on  prendra  la  formule  approximative 

Q  =  ^-j ,  qui  correspond  à  une  charge  p  uniformément  répartie  le 

long  de  la  corde,  et  cette  hypothèse  donnera 

Rû-pax . 

m 

n  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  le  poids  p,  ou  plutôt  le  poids  «/>«, 
qui  représente  la  chaîne  complète. 

Or  ce  poids  comprend  :  i*  le  poids  de  l'arc,  qu'on  peut  représenter 
par  le  produit  Qx^bxçy  en  appelant  sS  la  longueur  de  la  fibre 
moyenne  et  q  le  poids  spécifique  du  métal  ;  à  la  vérité,  ce  poids  n'est 
pas  réparti  également  suivant  la  corde,  comme  le  suppose  la  for- 
mule Q  =  ^-j  ;  msds  l'erreur  qui  résulte  de  cette  fausse  supposi- 

f 
lion  est  peu  importante  »  surtout  si  le  rapport  -^  est  très  petit. 

2*  le  poids  des  accessoires  de  l'arc,  tympans,  contreventement. 
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entretoisement,  tablier,  qu*on  peut  supposer  connu  d'avance.  En 
général  le  poids  des  tympans  est  sensiblement  proportionnel  à  l'aire 
comprise  entre  la  fibre  moyenne,  la  tangente  menée  en  son  sommet, 
et  les  verticales  passant  par  les  points  d'appm; 

3*  Le  poids  de  la  surcharge  accidentelle,  qu'on  évaluera,  par 
exemple,  à  4tOOo  kilogrammes  par  mètre  courant  de  voie  simple,  s'il 
s'agit  d'un  pont  de  chemin  de  fer  de  grande  ouverture,  ou  à  400  kilo- 
grammes par  mètre  carré  de  tablier,  s'il  s'agit  d'un  pont  pour  route. 

Ces  deux  derniers  poids  donnent  en  bloc  un  poids  p\  qu'on  sup- 
posera également  réparti  par  unité  de  longueur  horizontale ,  et  qui 
est  connu  d'avance;  le  poids  total  correspondant  est  p'a*  On  pourra 
donc  remplacer  pa  par 

p'a  +  ûSg, 

et  l'on  aura  pour  détermiuer  û  l'équation 

R'^û  =  (p'a  +  OSç)  222524iiîîîîf . 

D'où  l'on  déduit 

ocosç  +  î/sinç 


0=L 


P'°  ^  if 


R._S,xî^25î±pSl' 


valeur  de  la  section  qui  peut  servir  de  point  de  départ  aux  calculs. 
En  la  multipliant  par  2  Sç,  on  aura  le  poids  propre  de  l'arc. 


EMPLOI  DES  TENDEURS  POUR  ÉQUfLIBRER  LA  POUSSÉE  HORIZONTALE 

DES  ARCS. 

261.  Un  arc  ACB  chargé  de  poids  et  reposant  sur  deux  appuis  A 
et  B,  exerce  sur  ces  appuis  des  poussées  horizontales  qui  peuvent  en 
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certaios  cas  naire  à  leur  stabilité  propre.  On  empêche  cet  effet  en  les 
p.    j^^  réunissant  par  un  tirant  métallique  AB, 

dont  la  tension  tient  en  équilibre  la 
poussée  de  Tare,  de  manière  que  les 
appuis  n'aient  plus  à  supporter  que 
des  actions  verticales.  C'est  le  même 
artifice  qu'on  emploie  pour  détruire  les  actions  latérales  d'une  toi- 
ture sur  les  murs  qui  la  supportent. 

Le  calcul  rigoureux  de  la  poussée  d'un  arc  muni  d'un  tendeur 
subit  alors  une  légère  modification.  Supposons  qu'il  y  ait  symétrie 
dans  l'arc  et  dans  les  charges.  On  reprendra  les  deux  équations  qui 
donnent  V  —  0  et  â^  —  x,  en  faisant  commencer  les  intégrales  dé- 
finies à  partir  de  0  =  o.  La  constante  ^  sera  encore  nulle.  Mais  pour 
déterminer  la  force  Q,  on  ne  peut  plus  supposer  que  af — x  soit  nul 
au  point  B;  car  le  point  B  se  déplace  latéralement  d'une  quantité 
égale  à  la  moitié  de  l'allongement  pris  par  le  tendeur  AB  sous  l'ac- 
tion de  la  force  Q;  sa  représentant  la  portée  totale  AB,  cet  allonge- 

ment  est  égal  à  ^ ,  E  étant  le  coefiicient  d'élasticité  du  tendeur, 

et  o)  sa  section,  supposée  constante.  On  aura  donc  af  — x  =  ^  pour 

le  point  B,  au  lieu  de  â:^  —  x  =  o. 

L'équation  qui  détermine  la  force  Q  est  encore  du  premier  degré, 

mais  elle  contient  un  terme  déplus,  relatif  à  l'élasticitédu  tendeur  (i). 
262.  On  ne  place  pas  toujours  le  tendeur  à  la  hauteur  de  la  corde 

de  l'arc  AB;  cette  position  serait 
inadmissible,  en  général,  dans  un 
pont  jeté  sur  une  rivière,  parce 
qu'elle  réduirait  l'espace  libre 
laissé  entre  l'intrados  de  l'arc  et 
le  niveau  de  l'eau.  Dans  ce  cas, 
on  peut  reporter  le  tendeur  au- 


Pig.  125. 


(1)  En  toute  rigueur,  un  terme  pareil  devrait  toujours  figurer  dans  les  équations  géné- 
rales; car  il  est  impossible  d'admettre  la  fixité  absolue  des  appuis  A  et  B,  qui  subissent 
aécMsairement  un  tassement  latéral  Tailable  avec  la  force  Q. 


Fig.    126. 


O^.BO 
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dessus  de  l'arc.  Tantôt  on  le  formera  d'une  ou  de  plusieurs  tiges  mé- 
talliques, DE  (fig.  225)9  entretoisant  les  piliers  verticaux  DF,  E6, 
sur  lesquels  l'arc  ÂGB  Tient,  aux  points  Â  et  B,  exercer  une  action  la- 
térale. Le  pilier  doit  être  alors  considéré  conmie  une  pièce  droite, 
sollicitée  en  B  par  une  force  égale  à  Q,  et  en  E  par  une  force  égale 
et  contraire,  qui  représente  la  tension  de  la  tige  DE.  Cette  disposition 
a  été  adoptée  pour  la  toiture  de  la  galerie  des  machines  au  Palais 
de  l'Exposition  de  1867  (fig.  226)  (i).  Tantôt  l'arc  métallique  se 

réunit  à  son  point  le  plus 
haut  à  un  longeron  hori- 
zontal, avec  lequel  il  est 
entretoisé  par  les  diverses 
pièces  entrant  dans  la 
composition  des  tympans , 
et  c'est  le  prolongement 
du  longeron  qui  s'attache 
aux  massifs  sur  lesquels 
l'arc  repose.  Cette  solu-^ 
tion,  applicable  aux  ponts 
en  arc  de  cercle,  a  été 
adoptée  dans  plusieurs  cas,  et  notamment  au  pont  de  la  Tbeiss  à 
Szégédin  (Hongrie)  ;  dans  ce  pont,  les  arcs  métalliques  reposent  sur 
des  piles  tubulaires  (a). 

263*  Enfin,  les  types  Bow-strings^  imaginés  par  Brunel  et  appli- 
qués par  lui  aux  ponts  de  Chepstow  et  de  Saltash,  constituent  une 
application  sur  très  grande  échelle  des  tendeurs  destinés  à  équili- 
brer la  poussée  horizontale  des  arcs.  Nous  nous  arrèteix)ns  à  décrire 
sommairement  ces  deux  grands  ouvrages. 
Le  pont  de  Chepstow^  construit  sur  la  Wye,  à  son  embouchure 


(1)  V.  Mémoire  sur  Us  éprtunes  des  ares  mélailiques  de  la  galerie  des  maehinet, 
faites  par  ordre  de  la  commission  impériale,  par  G.  Eiffel.  1867.  —  Ces  eipériencct, 
faites  dans  les  ateliers  de  Mil.  Ernest  Gouin,  à  Parifl,  fMir  MM.  Pouquet  et  Eiffel,  ooi 
confirmé  très  sensiblement  les  résultats  de  l*applicatton  des  formules  de  H.  Bresse. 

(2)  V.  Annales  des  ponte  et  ehaussées,  1850,  mémoire  n*  341,  par  E.  Césanne. 
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•dans  la  Severn,  snr  la  ligne  du  sud  du  pays  de  Galles,  a  une  portée 
de  99*995  (fig.  287).  La  poutre  pleine  qui  supporte  le  tablier  repose 
sur  les  deux  culées;  de  plus,  en  deux  points  de  sa  longueur,  elle  est 
soutenue  par  des  haubans  attachés  à  une  poutre  tubulaire  cylindrique 
franchissant  la  même  ouverture.  Cette  poutre  tubulaire  a  une  légère 
courbure  dans  le  plan  vertical.  Elle  pose  sur  deux  appuis,  à  l'a- 
plomb des  deux  culées,  et  elle  y  exercerait  une  certaine  poussée  ho- 
rizontale, sans  les  haubans  inclinés  qui,  des  extrémités  du  tube,  vont 
rejoindre  le  tiers  de  la  portée  totale  de  la  poutre  inférieure,  et  dont 

la  tension  fait  équilibre  à 
la  poussée  de  Tare  tubu- 
laire. Le  pont  de  Ghepstow 
n'est  en  définitive  qu'une 
poutre  droite  année  d'une 
m  anière  particulière  ;  la 
grande  hauteur  de  l'arma- 
ture suffit  pour  expliquer 
la  raideur  que  cette  construction  possède.  Le  pont  pèse  plus  de 
5  tonnes  par  mètre  courant. 

26i.  Le  Pont  de  Saltash  (Royal  Albert)  (fig.  328),  a  deux  por- 
tées de  i38",684  chacune;  la  distance  du  tube  elliptique  à  la  chaîne, 
•au  centre  de  la  portée,  est  d'axe  en  axe,  de  1 7",  i45. 


Dimensionsde  Tellipse  formant  la 
section  du  tube.  .  • 


grand  axe  (horizontal)  5",  101 
petit  axe. 3*,657 


n  existe  un  montant  vertical  au  milieu  de  la  portée  ;  les  autres 
Bont  distribués  symétriquement  à  des  distances  qui  varient  de 
ii",963à  ii*,o39;  ily  enacinqde  chaque  côté  du  montant  central. 

Le  poids  total  du  pont  est  d'environ  10  tonnes  par  mètre  courant 
4e  simple  voie. 
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Vif*  228« 

,, ^ Lîiîî!l-5»i 


Le  pont  de  Saltash,  jeté  sur  un  bras  de  mer  qui  sépare  le  comté 
de  Cornouailles  du  Devonshire,  est  le  type  du  véritable  bow-string, 
tel  que  nous  Fentendons  ici  (i).  Il  se  compose  de  deux  travées  de 
1 39  mètres  chacune  ;  elles  portent  toutes  deux  sur  un  appui  central 
pour  la  construction  duquel  on  a  employé  un  caisson  à  air  comprimé. 
Le  tablier  est  à  plus  de  3o  mètres  au-dessus  des  hautes  mers.  Un 
arc  tubulaire  en  tôle,  à  section  elliptique,  a  sa  poussée  équilibrée 
par  la  tension  d'un  polygone  funiculaire  analogue  à  la  chaîne  des 
ponts  suspendus.  Ces  deux  parties  forment  une  poutre  armée,  soli- 
dement entretoisée  par  des  liens  diagonaux. 

Le  tablier  est  une  poutre  droite,  pleine,  formant  garde-corps  sur  la 
voie  ;  il  est  soutenu  par  un  certain  nombre  de  tiges  accrochées  les 
unes  au  câble,  les  autres  à  l'arc  tubulaire.  L'assemblage  d'une  même 
tige  avec  les  deux  parties  principales  de  la  construction,  tube  et 
câble,  ne  permet  pas  de  savoir  exactement  commçnt  se  répartit  la 
tension  des  tiges  entré  les  deux  pièces  qui  contribuent  à  les  soutenir. 

Le  calcul  des  efforts  développés  dans  une  construction  de  cette 
forme  serait  très  difficile,  si  Ton  voulait  tenir  compte  de  la  résistance 
de  l'arc  métallique  à  la  flexion.  Ordinairement  on  en  fait  abstraction, 
et  Ton  considère  les  divers  éléments  de  la  poutre  conoime  réunis 


(1)  Le  Dom  de  bouhitring  (eorde  de  Tare)  g'applique,  en  Angleterre,  aox  ponts  à  poutre 
droite,  lorsque  l'arête  saijérieure  des  poutres  a  la  forme  d*un  arc  de  eerde,  et  que  Taréte 
Inférieure  dessine  la  corde  de  cet  arc. 


COMPARAISON  DESS  TYPES. 
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les  uns  aux  antres  par  des  articnlations  sans  raideur.  Le  problème 
se  simplifie  alors  et  rentre  dans  les  questions  relatives  aux  systèmes 
articulés,  que  nous  examinerons  plus  tard. 

265.  Les  ponts  du  système  Pauli,  dont  on  voit  de  nombreuses  ap- 
plications en  Allemagne,  appartiennent  à  la  même  classe  d*ouvrages. 
On  a  depuis  perfectionné  ce  type,  en  y  introduisant  une  disposition  qui 
permet  de  réaliser  Tencastrement  de  la  travée  sur  ses  appuis,  et  de 
faire  profiter  les  poutres  à  pluûeurs  travées  des  avantages  de  la  con- 
tinuité au-dessus  des  piles  :  l'artifice  à  employer  consiste  à  croi* 
ser  les  courbes  inférieures  et  supérieures,  comme  l'indique  la 
figure  181  (i)«  Ces  systèmes  se  résument  dans  la  réunion,  en  un  seul 
et  même  ouvrage,  d'une  pièce  courbe  avec  un  câble  de  pont  sus- 
pendu :  la  composante  borizontale  de  la  pression  de  l'arc,  et  celle 
de  la  tension  dans  le  c&ble  étant  sensiblement  constantes  et  égales 

Fig.  M». 


en  tous  les  points,  l'ensemble  peut  être  assimilé  à  une  poutre  droite 
de  bauteùr  variable  ;  la  forme  de  la  poutre  est  donnée  par  les  para- 
boles des  «moments  fléchissants  dans  l'hypothèse  d'une  surcharge 
également  répartie  sur  toute  son  étendue. 

On  voit  par  ces  exemples  que  certaines  formes  courbes  peuvent 
se  comporter  comme  des  poutres  droites,  en  ce  sens  qu'elles  n'exercent 
que  des  actions  verticales  sur  leurs  appuis.  On  peut  rapprocher  de 
ces  types  la  toiture  à  formes  rigides  de  la  nef  principale  du  palais 
de  l'Exposition  universelle  de  1878,  à  Paris. 


(1)  Voyei  Nouveau  iystètne  de  ponts  métalliques  de  grandes  portées,  par  Charles  de 
Ruppert.  Vienne,  1167,  chei  J.  Bartelmus.  Le  même  système  se  prèle  à  rétablissement 
lie  poulies  d'aoe  seule  travée  encastrées  sur  leurs  appolt. 
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GOMPABAISON  DES  PONTS  EN  ARC  ATEG    LES  PONTS  A  POUTRES    DROITES 

ET  LES  PONTS  SUSPENDUS. 


266.  Les  divers  systèmes  de  ponts  métalliques  peuvent  se  rame- 
ner à  trois  types  généraux  : 

Ponts  à  poutre  droite, 

Ponts  en  arc  courbe. 

Ponts  suspendus. 

Dans  les  ponts  à  poutre  droite,  le  tablier  est  porté  par  deux  ou 
plusieurs  fermes,  posées  sur  un  certain  nombre  de  points  d'appui, 
culées  et  piles,  sur  lesquelles  elles  exercent  des  efforts  à  peu  près 
verticaux.  Toute  section  transversale  de  la  poutre  se  décompose  en 
deux  régions,  Tune  où  les  fibres  métalliques  sont  étendues,  l'autre 
où  elles  sont  comprimées. 

Les  ponts  en  arc  de  cercle  reposent  sur  des  arcs  en  fer  ou  en.  fonte, 
qui  exercent  sur  leurs  appuis  une  poussée  horizontale  en  même 
temps  qu'une  pression  verticale.  Autant  que  possible,  la  section  en- 
tière des  arcs  doit  être  soumise  partout  à  un  effort  de  compresdon. 

Les  ponts  suspendus  sont  ceux  où  le  tablier  est  attaché  par  des 
tiges  à  un  certain  nombre  de  câbles  portés  directement  par  les  ap- 
puis. Généralement  les  câbles  exercent  une  traction  sur  des  points  fixes 
extérieurs  à  la  construction.  Les  ponts  bow-strings^  dont'  nous  ve- 
nons de  donner  une  description  sommaire,  ont,  avec  les  ponts  sus- 
pendus une  grande  analo^e,  en  ce  que  le  tablier  est  soutenu  par 
l'intermédiaire  d'un  câble;  mais  la  traction  du  câble  est  contre-ba- 
lancée par  la  compression  de  l'arc  métallique;  en  réalité,  le  tablier 
est  suspendu  en  plusieurs  points ,  mais  le  système  de  suspension 
repose  sur  ses  appuis  sans  y  exercer  d'effort  latéral. 

Les  ponts  en  arc  et  les  ponts  suspendus  sont  les  seuls  systèmes 
dans  lesquels  le  métal  subisse  ou  puisse  subir  partout  un  effort  de 
même  nature,  une  pression  dans  les  uns,  une  tension  dans  les  au- 
tres, et  les  seuls  où  l'on  emprunte  à  des  points  fixes  extérieurs  la 
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réaction  nécessaire  pour  équilibrer  une  poussée  horizontale.  Il  résulte 
de  là  que,  de  tous  les  systèmes,  ce  sont  ceux  qui  permettent  d'éco- 
nomiser le  plus  de  matière,  et  ceux  qui  se  prêtent  le  mieux  à  la  con- 
struction d'un  ouvrage  de  peu  de  valeur.  Cette  économie,  propre  au 
type  en  lui-même,  est  encore  accrue  par  l'emploi  de  la  fonte  pour 
les  ponts  en  arc,  et  du  fil  de  fer  pour  les  ponts  suspendus.  La  fonte, 
à  la  compression,  a  autant  et  plus  de  résistance  que  le  fer,  6  à  7  ki* 
logrammes  par  millimètre  carré,  et  elle  s'obtient  à  un  prix  bien  infé- 
rieur; le  fil  de  fer  peut,  dans  un  pont  suspendu,  supporter  sans 
danger  une  tension  de  1  s  kilogrammes  par  millimètre  carré,  à  cause 
de  Texcès  de  résistance  que  possède  toujours,  relativement  à  une 
pièce  plus  grosse,  un  fil  de  petit  diamètre.  Parfois  on  a  porté  la  limite 
à  18  kilogrammes;  mais  cette  extension  parait  peu  prudente.  Les 
avantages  des  ponts  en  arc  et  des  ponts  suspendus  sont  d'ailleurs 
rachetés  par  des  inconvénients  qui  restreignent  beaucoup  l'applica- 
tion de  ces  types* 

1*  Ils  commandent  une  position  particulière  pour  le  tablier,  au 
haut  de  la  construction  pour  les  ponts  en  arc,  au-dessous  des  câbles 
dans  les  ponts  suspendus  (i).  Dans  certidnes  situations,  les  mus- 
sances  des  arcs  pourront  donc  être  baignées  par  les  hautes  eaux  (s). 
D'un  autre  côté,  la  construction  d'un  pont  suspendu  exige  la  plupart 
du  temps  l'érection  de  points  d'appui  en  maçonnerie  d'une  hauteur 
à  peu  près  proportionnelle  à  l'ouverture  des  travées. 

■ 

9*  Les  poussées  ou  les  tractions  horizontales,  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  reportées  sur  des  points  suflSsammçnt  résistants,  peuvent  com- 
promettre la  stabilité  de  l'ouvrage.  Ainsi,  dans  un  pont  en  arc  à 
plusieurs  ouvertures,  les  charges  en  se  déplaçant  poussent  successi- 
vement en  sens  opposés  les  divers  appuis  intermédiaires.  Pour  pré- 
venir les  oscillations  des  piles  sous  ces  efforts  alternatifs,  on  peut, 
comme  on  l'a  fait  au  pont  de  la  Theiss,  relier  l'une  à  l'autre  deux 

(1)  n  y  a  cependant  des  excepUons.  A  Newca8tle-on-Tyne,  on  a  placé  an-deseont  des 
arcs  du  poni  sur  lequel  passe  le  chemin  de  fer,  un  pont  pour  route  de  terre.  A  Genève, 
le  pont  qui  traverse  le  Rhône  en  touchant  Tile  Jean -Jacques-Rousseau  est  un  pont  sus- 
pendu à  petites  portées  :  le  tablier  est  posé  sur  des  câbles  qui  n*ont  qu'une  faible  flèche. 

(?)  Cela  arrive,  par  exemple,  au  pont  d*Arcole  A  Paris,  dans  les  crues  de  la  Sein^. 
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piles  consécutives  par  un  longeron  droit  qui  touche  en  son  sommet 
l'extrados  de  l'arc  compris  entre  ces  deux  appuis.  Les  piles  tubu- 
laires  se  prêtent  parfaitement  à  cette  addition  ;  mus  en  même  temps 
le  pont  perd  son  caractère  de  pont  en  arc»  car  tout  le  métal  ne  tra- 
vaille plus  à  la  compression. 

L'inconvénient  des  actions  horizontales  est  plus  grave  encore  dans 
les  ponts  suspendus.  Ici  deux  effets  sont  à  craindre  :  la  culée  peut 
être  insuffisante  pour  équilibrer  la  traction  qui  s'exerce  sur  elle,  et 
l'oxydation  du  métal,  dans  les  régions  humides  où  s'enfoncent  les 
câbles,  peut  aller  jusqu'à  la  destruction  des  fils  et  à  la  chute  du 
pont  tout  entier. 

L'attache  des  câbles  est  en  effet  une  difficulté  des  plus  sérieuses  ; 
c'est  par  là  qu'un  grand  nombre  de  ponts  suspendus  ont  péri. 

Il  est  utile  qu'on  puisse  visiter  le  câble  dans  les  puits  où  il  est 
amarré  ;  cette  condition,  qui  est  loin  d'être  remplie  dans  la  plupart 
des  ponts  suspendus  construits  avec  trop  de  parcimonie  à  une  cer- 
taine époque,  n'a  pas  été  négligée  pour  les  grands  ponts  établis 
plus  tard.  Dans  le  pont  Saint-Christophe,  sur  le  Scorf,  à  Lorient,  par 
exemple,  les  câbles,  au  lieu  d'être  attachés,  font  partie  d'un  seul  et 
même  écheveau  ;  un  seul  fil,  non  interrompu,  suit  chaque  câble  en 
particulier,  et  fait  le  tour  de  chaque  culée,  en  passant  dans  des 
galeries  d'un  facile  accès. 

S""  Les  trépidations  sont  nuisibles  à  la  résistance  de  la  fonte  ;  aussi 
convient-il,  dans  les  projets  d'arc  destinés  aux  passages  des  trains 
et  des  charges  en  mouvement,  de  remplir  les  tympans  de  manière  à 
contrarier  les  oscillations  que  tend  à  prendre  l'arc  métallique  (i). 
La  masse  du  pont  est  à  cet  égard  une  garantie  de  stabilité.  Néan- 
moins le  fer  est  aujourd'hui  généralement  préféré  à  la  fonte  pour  la 
construction  des  arcs,  bien  qu'il  conduise  à  des  ouvrages  moins  lourds. 


(1)  Comme  exemple  de  rigidité,  on  peot  étudier,  à  Parle,  le  pODt  de  Solfèrino  eor  le 
Seine.  Voyez  Annales  des  ponts  et  chaussées,  les  Ponts  de  Paris,  par  M.  Féline  Romany, 
1864.  —  Annales  des  conducteurs  des  ponts  et  chaussées.  1860-61»  Compte  renda  som- 
maire des  épreuves  et  dessins  du  pont.  —  Dans  les  ponts  de  Grenelle  et  de  rile-Siiot- 
Louis  (ponts  Sully),  construiU»  en  i875,  on  a  employé  des  fers  Zorès  pour  ent'reioises,  et 
obtenu  une  très  grande  rigidité,  en  évitant  l^s  assemblages  à  queue  d'aroode  du  pont  de 
Solfèrino,  qui  avalent'éprouvé  queiques  avaries. 
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Les  poots  suspendus,  tels  qu'on  les  construisait  encore  il  y  a  peu 
d'années»  constituent  un  système  très  défonnable.  Les  charges 
agissent  sur  un  point  unique  des  câbles,  qui  ont,  dans  des  direc* 
lions  normales  à  leur  longueur,  une  résistance  insignifiante.  La 
forme  parabolique  qu'ils  prennent  ne  permet  pas  de  les  réunir  au 
tablier  par  des  liens  diagonaux.  On  peut  gêner  un  peu  les  oscilla- 
tions en  plaçant  de  biais  les  poutrelles;  les  deux  extrémités  d'une 
même  poutrelle  n'agissent  plus  à  la  fois  sur  des  points  dont  les  os- 
cillations soient  entièrement -concordantes.  On  obtient  aussi  par  ce 
moyen  une  répartition  des  charges  locales  sur  une  longueur  un  peu 
plus  grande  de  tablier  (i).  Les  garde-corps  en  croix  de  Saint-André 
sont  destinés  de  même  à  donner  au  tablier  une  certaine  raideur  ; 
mus  généralement  les  assemblages  à  mi-bois  pratiqués  dans  les  croix 
de  Saint-André  réduisent  beaucoup  l'utilité  de  cette  addition.  Pour 
lui  donner  toute  son  efficacité,  il  faudrait  pour  ainsi  dire  doubler  le 
pont  suspendu  d'une  véritable  poutre  américaine  (s).  On  a  imaginé 
récemment  de  donner  de  la  rigidité  aux  câbles  eux-mêmes.  Pour  cela 
on  emploie  le  fer  en  barres  au  lieu  du  ,fil  de  fer,  et  l'on  pose  deux 
câble  parallèles  que  l'on  entretoise  l'un  avec  l'autre  par  des  barres 
découpant  leur  intervalle  en  triangles  à  peu  près  égaux.  Ce  système 
€St  appliqué  à  Tienne  pour  le  passage  de  la  voie  qui  joint  la  gare  du 
Nord  aux  gares  des  lignes  de  Raab  et  de  Trieste* 

Les  ponts  suspendus  sont,  en  somme,  des  ouvrages  qu'il  importe 
de  surveiller  très  attentivement,  et  sur  lesquels  le  passage  des  charges 
doit  se  faire  à  très  petite  vitesse.  L'économie  de  la  construction  est 
donc  rachetée  par  un  très  grave  inconvénient,  et  malgré  quelques 
exceptions,  plutôt  apparente  que  réelles ,  ils  ne  conviennent  point- 
aux  chemins  de  fer  (3)« 


(1)  Voyei  Annales  det  panU  et  chausiées,  18&9,  mémoire  n*  260,  par  H.  Noyon. 

(2)  C'egt  ee  qo'on  a  fait  poor  oertaina  ponta  daa  Ëtata-Unis  d'Amérique,  dana  lea- 
^eia  le  câble  sopporto  un  tablier  rigide,  porté  aur  poatrea  géoéralement  eocutréea  aar 
les  appola.  Le  câble  cat  alora  réglé  de  telle  aorte,  qu'il  n*ait  â  porter  que  la  surcharge 
aeddeuteile,  lea  poutres  du  tablier  supportant  tout  le  poida  propre.  Il  semble  dUBdle 
d'aaaorer  d'une  manière  bien  régulière  ceUe  répartition  dea  efforta,  qui  doit  varier  no- 
tamment avee  la  température. 

(3)  Quelquea  ponta  suspendus  que  Ton  trouve  en  Angleterre  doivent  lecr  rigidité  â  on 
excès  do  maUère.  Le  aystème  n'a  plus  alora  le  mérite  de  réoonomie,  la  seul  qu'on  puisse 
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4*  Les  variations  de  température  altèrent  la  poussée  des  arcs  en 
même  temps  que  leurs  flèches,  et  dans  certains  cas  elles  peuvent 
amener  les  arcs  à  ne  plus  poser  sur  leurs  appuis  que  par  une  arête 
de  la  surface  des  naissances  ;  la  construction  chargée  par  en  haut 
peut  n'avoir  plus  alors  toute  l'assiette  qui  lui  est  nécessaire. 

Dans  les  ponts  suspendus»  la  température  fait  varier  la  longueur 
des  câbles,  les  fait  glisser  sur  leurs  appuis,  et  déforme  le  tablier, 
tant  par  suite  des  variations  de  longueur  des  câbles  que  par  suite 
des  altérations  inégales  de  la  longueur  des  tiges  de  suspension. 

5*  Le  montage  d'un  pont  en  arc  de  cercle  ou  de  parabole  se  fait 
généralement,  si  la  portée  n'est  pas  trop  grande,  en  assemblant  à  plat 
les  divers  éléments  de  la  construction  sur  le  chantier,  puis  en  les 
transportant  à  proximité  des  appuis  et  en  les  enlevant  pour  les  dé- 
poser à  leur  place«  Pour  les  grands  arcs  qu'on  a  élevés  dans  ces 
derniers  temps,  on  les  a  le  plus  souvent  construits  sur  place  à  l'aide 
d'un  cintre,  à  la  façon  des  voûtes  en  maçonnerie.  Enfin,  la  création 
du  nouveau  type  de  ponts  en  arcs  articulés  au  sommet  et  aux  nais- 
sances, a  donné  lieu  à  un  mode  particulier  de  montage.  Les  deux 
moitiés  de  l'arc,  articulées  chacune  à  son  appui,  sont  d'abord  posées 
horizontalement,  et  soutenues  dans  cette  position  par  un  échafau- 
dage spécial,  placé  au  milieu  de  la  portée;  puis  on  élève  simultané- 
ment les  deux  moitiés,  en  les  faisant  tourner  autour  des  articulations 
des  naissances,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  amené  en  coïncidence  les  deux 
trous  réservés  à  l'extrémité  supérieure  des  deux  pièces,  pour  recevoir 
le  goujon  qui  doit  les  réunir  en  formant  l'articulation  du  sommet. 
Il  sufiit  alors  de  passer  ce  goujon,  pour  que  la  construction  ait  pris 
sa  position  d'équilibre. 

Le  montage  des  ponts  à  poutre  droite  se  fait  d'un  très  grand 


lui  accorder.  II  est  Juste  d'observer  pourtant  que  ie  système  des  ponts  sitspendus  est 
celui  qui  permet  de  franchir  les  plus  grandes  portées.  Le  pont  de  B'ookiyii,  à  New- 
York,  a  une  ouverture  de  486",30.  Le  pont  est  porté  par  quatre  càhles  principaux, 
dont  la  flè<he  atteint  39  mètres,  et  qui  ont  un  dianaètre  de  40  centlmètrea.  La  section 
est  formée  tte  la  juxtaposition  d'environ  6.000  fils  d'acier,  de  4  mlIlinK  1/3  de  diamètre. 
Le  poids  du  mètre  de  cftbie  principal  ressort  à  environ  700  kilogrammes;  le  poids  du 
tablier  porté  par  les  quatre  câbles  est  évalué  à  10  tonnes  par  mètre  courant.  La  grande 
difflciilié  de  ce  genre  de  construction  consiste  à  réaliser  Tégallté  des  tensions  des  nom- 
breux Ûls  Juxtaposés. 
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nombre  de  manières,  et  laisse  une.  grande  latitude  au  constructeur 
pour  profiter  de  toutes  les  circonstances  locales. 

Le  montage  d'un  pont  suspendu  se  fait,  soit  en  composant  le  câble 
sur  place,  soit  en  le  formant  dans  un  chantier  spécial  pour  le  poser 
ensuite.  Dans  Tun  et  Tautre  cas,  c'est  une  opération  délicate,  dans 
laquelle  il  y  a  toujours  lieu  de  craindre  des  malfaçons. 

207.  Nous  citerons  quelques  types  récents  de  ponts  en  arc,  qui 
ont  acquis  une  juste  célébrité. 

Le  pont  de  PartOy  sur  le  Douro  (Portugal) ,  tievé  par  la  maison 
Eiffel,  franchit  au  moyen  d'une  grande  arche  unique,  de  160  mètres 
d'ouverture  la  vallée  du  fleuve.  Les  naissances  reposent  sur  le  ro- 
cher. La  flèche,  mesurée  entre  la  corde  et  la  ligne  moyenne  de  l'arc» 
atteint  49"',3o.  Au  sommet,  l'arc  a  une  hauteur  de  10  mètres,  et 
une  largeur  de  S'tgS.  Il  est  formé  de  deux  nervures  entretoisées  par 
des  liens  verticaux  et  des  diagonales.  La  hauteur  de  l'arc  diminue 
graduellement  du  sommet  aux  naissances,  et  se  réduit  à  une  simple 
arête  de  contact  sur  l'appui,  mais  en  même  temps  la  largeur  hori- 
zontale de  la  section  augmente,  et  atteint  la  valeur  de  i5  mètres  sur 
l'appui.  Il  en  résulte  un  empâtement  de  l'arc  sur  sa  base,  qui  lui 
donne  une  grande  stabilité.  La  voie  ferrée  passe  sur  un  pont  à  poutre 
droite  qui  touche  l'aie  à  son  sommet  ;  elle  est  en  outre  soutenue 
par  deux  piles  métalliques  implantées  sur  les  reins  de  l'arc,  et  deux 
autres  piles  élevées  sur  les  appuis.  Le  poids  de  l'arc,  y  compris  les 
palées  sur  les  reins  et  le  tablier  supérieur,  s'élève  à  960  tonnes,  soit 
6  tonnes  par  mètre  courant  d'ouverture. 

La  même  maison  vient  de  construire  en  France  le  viaduc  de  Ga-- 
rabiu  qui  rentre  dans  le  type  du  pont  du  Douro.  La  portée  est  de 
i65  mètres,  la  flèche  à  l'intrados  est  de  60  mètres,  l'épaisseur  au 
sommet  est  de  10  mètres;  la  largeur  horizontale,  de  6  mètres  au 
sommet,  s'accroît  graduellement,  en  même  temps  que  l'épaisseur 
diminue,  et  atteint  so  mètres  aux  naissances.  Le  poids  total  du  pont 
monte  à  1,900  kilogrammes  par  mètre  courant. 

Le  pont  pour  route  sur  le  Schwarzwasser,  près  Berne  (Suisse), 
présente  un  arc  à  deux  nervures,  réunies  par  une  triangulation  ;  la 
portée  de  l'arc  est  de  114  mètres,  et  la  flèche  de  2i'',3o.  Le  tablier 


480      COMPARAISON  DES  DIVERS  SYSTÈMES  DE  PONTS  MÉTALLIQUES. 

est  porté  par  une  série  de  piles  verticales  métalliques,  dont  la  dis- 
tance commune  d'axe  en  axe  est  de  S'^tyG.  Le  poids  du  pont,  rapporté 
au  mètre  courant,  monte  pour  la  travée  de  1 14  mètres,  à  a,83o  kilo- 
grammes. On  trouvera  la  description  de  cet  ouvrage  dans  un  Mé- 
moire des  ingénieurs  qui  Font  construit,  HM.  Rôthiisberger  et  Si- 
mons,  extrait  du  journal  italien  11  PolUecnico  (1884»  vol.  XXXIII, 
Milan). 

A  Bàle,  nous  citerons  les  nouveaux  ponts  sur  le  RhlUt  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'ancien  pont  établi  au  débouché  de  la  vallée  de  la 
Birsig.  Le  pont  supérieur  présente  cette  particularité  que  le  tablier 
est  établi  en  pente  pour  faire  communiquer  la  rive  droite  du  Rhin, 
qui  est  basse,  avec  l'escarpement  sur  lequel  est  construite  la  partie 
haute  de  la  ville.  Cet  ouvrage  a  été  élevé  par  la  maison  HolzmanD, 
de  Francfort. 

La  même  maison  a  créé  un  type  de  pont  en  arc  à  grande  portée, 
avec  articulations  au  sommet  et  aux  naissances,  dans  lequel  la  voie 
peut  être  placée  soit  au  sommet,  soit  à  mi-hauteur  de  l'ossature 
principale. 


SUPPLÉMENT  AU  UVBE  Y. 


RKCHBIICHB  DB  Là  DÉPORMATIOH  D*UNB  PIÈCE  GOUHBB. 

9C8.  IM  équatloM  gfoérales  de  li  défonnatlon  sont  «a  nombre  de  deux  : 


"^     "*       EÛ 

Le  momeot  M  eetponitlf  quand  il  tend  i  augmenter  la  conrUaro;  la  force  P  est  pcel- 
ttfeqnand  elle  tend  I  raeconreir  la  fibre  moyenne. 

La  première  équation  fait  connaître  les  changements  de  conrbnre  de  la  fibre  moyenne 
prodoits  iMT  le  moment  fléefaieiant  M;  la  seeonde  donne  les  racoonrcissements  produits 
par  la  eompieeaion  P. 

Les  fonetlons  M  et  P  contiennent,  outre  les  forces  données  dlrsctement,  les  com;^ 
santés  et  les  moments  de  la  réaction  de  l'un  des  aïeuls  de  la  pièce.  Les  réactions  des 
deux  appuis  sont  généralement  inconnues.  On  peut  les  décomposer  en  deux  compo- 
santes, rune  Tcrticale  et  Tantre  horisontale;  diaque  réaction  sera  déterminée  par 
ses  deux  composantes*  de  sorte  que  le  problème  renferme  quatre  inconnues.  Mais 
la  statique  établit  entre  ces  quatre  Inconnues  les  trois  équations  de  Téquilibre  exté- 
rieur, ssToir  :  les  deux  équations  des  composantes  et  l'équation  des  moments,  de 
sorte  qu'on  peut  en  général  exprimer  trois  inconnues  en  fonction  de  la  quatrième.  Les 
fonctions  M  et  P  renferment,  en  définltiTC,  une  force  qui  ne  sera  connue  qu'à  la  fin 
du  calcul. 

Nous  supposerons  M  et  P  exprimés  en  fonction  de  9,  ou  de  toute  autre  variable  liée  • 
atec  l'are  «. 

Si  la  pièce  était  soumise  à  une  variation  de  température.  Il  fondrait  modifier  en  consé- 
quence la  seeonde  équation,  et,  au  Ueu  de  poser 

.       . .     Prf# 
écrire  l'équation 

en  appelant  a  le  coeiDclent  de  dilatation  et  t  la  différence  de  température.  Dans  tous 
les  cas  nous  supposerons  que  M  et  le  coeflicient  de  ds  dans  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  sont  des  Ibnctlons  connues,  F{$]  et  f[s),  de  l'arc  «,  ces  fonctions 
contenant  d'ailleurs  explicitement  la  composante  inconnue  de  Tune  des  réactions  des 
appuis. 

Pour  simplifier  la  notatlon^nous  ferons  usage  de  la  caractérlstlqne  i,  empruntée  au  calcul 
des  yariatiotts,  pour  exprimer  d'une  manière  brève  la  différence  entre  les  deux  valeurs 
successives  d'une  même  quantité  quand  la  pièce  passe  de  l'état  naturel  à  l'état  déformé. 
Soit  u  une  quantité  quelconque  relative  à  l'état  natorel  de  la  pièce,  u'  la  valeur  que 
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prend  cette  qoanUté  daoi  l'état  défociné.  Noos  poeerons,  d'après  cette  DotaUon, 

6u  repiétentera  une  naantHé  Me^  malt  gédécataimik  trê»  peitte,  et  dont  on  pourra 
négliger  les  poissaneer  Lr caractéristique  h  peat  s'appliquer  aux  différentielles  comine 
aux  quantités  finies.  On  aura,  par  exemple, 

Wii  =  rfu'  — rftt  =  d(tf'  — tt)  =  d8w,      . 

équation  qui  montre  qu'on  peut  permuter  les  deux  caractéristiques  d  et  6.  L'opération 
représentée  par  la  nouTcUe  earactéristique  est  une  sorte  de  diiférentiation  analogue  à 
celle  que  Lelbniti  appelait  diffèrentiatio  de  curvd  ta  eurvam;  tettieoMnl  nos  8  sont  des 
quantités  flnierqnv  nous  nous  proposons  de  calculer^  tandis  que  les  8  du  calcul  des  varia- 
tfons  sont  des  quantités  auxiliaires  infiniment  petites,  que  la  suite  du  calcul  doit  forcé- 
ment éliminer»,  at  dont  la.  tolutian  ééûnUOnm  do  problte»  ne  eenterve  pfns  aucune  trace. 
An  lieu  des  équations 


■•(?-;)-"• 


dt'^d9'  = 


¥é9 
Eu* 


iMW  peeeranvdiNW»  enenpltiyaiit  notre  nourelle  notation^  «t  en  IkiiaAt 


B« 


iaia,.«ai 
(3X 


tds  =  -  /(a)da. 
id#4lfnBffBV9B  Ifire 


«--f/r.)*. 


MMégraie^étant  priée  dteputa  ^extrémité  A  de  la  pièce  jusqu'au  point  M  déflnf  par  une 
valeur  particulière  de  Tare  s.  ^ 

9Mt  ¥  Pangir  quer  Ikrt  h  Ungente  MT  à  la  eoudie  aa podâ  M  «vee  Ftaa  OX;  nous 


Fig.  t30. 


T  0 


Tt 

ZTxZë+dë' 


--^c-. 


aurons 


et,  par  suite, 


donc 


_ds 


1 

P 


d9 
di' 


P  «Cr 

Nous  pouvons  appliquer  ici  par  approxima:fen 
les  règles  de  La  dlffénattettoa  ;  «la  revient  en 
plfet  i  négliger  des  termes  influiment  plus 
petits  ^ue  ceux  «iiai'oB  eowarve;  H  viendra 
alocs 
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(3)  8-= PW. 

BéeolyoDt  cette  éqnitlon  par  rapport  à  6(2V;  IlTTent 

équation  qui,  Intégrée  entre  les  points  A  et  M»  nons  dotne 

(4)  »  =  J|F(5)dr-JJ/(*)d*  +  p 

Nous  ajontoMime  conetante  p,  qnl  représente  Pangle  dont  tourne  la  aeccton  extrême 
nutoar  de  son  point  d'appai  A  par  snile  do  la  déformation. 
Oo  pent  donner  ane  antre  forme  à  l'équation  (4).  Reprenons  l'équation  précédente 

db 
as 

m 

et  intégrons  sans  remplacer  <(f «  par  sa  valeur  déduite  de  la  seconde  équation  (1);  il 
Tiendra 

Le  second  terme  pent  être  Intégré  par  parties  : 


«o  Uen,  en  tdsaiit  ess—ienear  les  Intégrales  au  point  A,  «t  eDobservmtqiie  d#  est 
nol  en  ce  point. 


(5) 


fU  £/«  CM        ^ 

JA  ds  JA       ds 


Tontes  les  Intégrales  indiquées  pourront  être  prises  le  long  de  la  fibre  moyenne  dans 
son  eut  naturel.  On  voit  que  la  formule  (&}  se  prête  à  «ne  simplification  lorsque  l'arc  AB 

d9      1  de 

est  diculaire.  On  a  alors,  en  effet,  --  s  -  =  constante.  Donc  cf  -;-  =  0 ,  et  le  seoonl 

ft*      p  a$ 

membre  de  Téquation  (5)  se  réduit  à 

{S  bis)  W  =  P-H\  F<#)(i»+5î, 

Dans  cette  équation  (S),  entre  une  nourelle  constante  p,  qui,  Jointe  I  la  composante 
inconnue,  porte  à  deux  le  nombre  des  quantités  qui  restent  à  déterminer. 

269.  Cherchons  les  yarlations  tx  et  8y  des  coordonnées  das  points  de  la  fibre  moyenne. 
I^ous  avons  à  la  fois 

i®J  J  et  arc  tang  -r  =^>      «»r      tangO  =  ^. 

{  dx  "        t!x 


iS4  RECHERCHE 

DifférenUoni  par  8  oes  deox  équations.  Il  vient 

•     en  mulUpIfant  la  deniière  équation  par  dsK  RésolTons  les  équaUoiu  (7}  par  rapport  a 
tdx  et  idy.  Naos  aarons 

(dx 

Intégrons  à  partir  dn  point  A.  Les  premiers  termes  da  aeoond  membre  s'intègrent  par 
parties  s 

idx         C"       dx     P" 
ds  \       ds       \^' 

«y  =s  ^  8f  —  \àtd  ^  +  \   dx8D. 
d*  JA         ««         JA 

dx  dy 

On  n'itfonta  pas  de  constantes,  puisque  -r-ts  et  -p-  d«  s'annulent  tous  deux  an 

as  os 

point  A. 

Le  facteur  ts  est  conna  par  l'équafion  (2),  M  est  donné  par  l'équation  (5),  et  les 
équations  (9)  indiquent  pour  chaque  point  les  composantes,  8x  et  ^y,  du  déplacement 
subi  par  ce  point;  &c  et  ty  sont  exprimées  en  fonction  de  la  composante  de  la  réaction 
et  de  la  constante  p.  On  déterminera  ces  deux  Inconnues  en  exprimant  que  pour  *=Si, 
longueur  primitive  de  Tare  AB,  le  tx  et  le  6y  sont  unis  à  la  fols,  car  l'appui  B  est  sup- 
posé fixe.  Cela  fournira  deux  équations  qui  feront  connaître  ces  inconnues. 

Si  la  pièce  était  encastrée  en  A^  on  aurait  une  inconnue  de  plup,  à  savoir,  le  moment 
d'encastrement  en  ce  point.  Mais  la  constante  p  serait  alors  nulle,  de  sorte  que  le  pnn 
blême  n'aurait  pas  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

Si  elle  était  encastrée  en  A  et  en  B,  on  aurait  une  Inconnue  de  plus,  le  couple  d'en- 
castrement en  B;  mais  on  anralt  en  môme  temps  une  relation  de  pins,  car  SO  devrait 
être  nui  au  point  fi* 

Posons  pour  abréger 


(10) 


Les  équations  (9)  prendront  la  forme  très  simple 

dx 


(te«^«.-U, 


\  ds 

Les  fonctions  C  et  Y  vont  se  retrouver  dans  la  détermination  de  certaines  quantités 
qu'il  peut  être  utile  de  connaître. 
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Lu  dërorntition  de  la  pièce  traiif  porte  le  point  M  en  M%  le  point  Mi  en  M/,  ete.  Faison» 

llM'=tf,  eette  quaatité  u  étant  sappMée   tr^ 
'*^-  ^^'  petite.  Au  point  If  menons  la  tangente  MT^  et 

proJetooB  le  point  M'  en  S  sor  cette  droite. 
FaiflODs 

MS=t, 
SM=:ii; 

<  et  n  seront  les  composantes,  tangentlelle  et 
normale^  dn  déplacement  1IM'=««  Soit  encore 

MUT»  a  l'angle  que  fait  le  dépiaeemeot  total  avec  la  tangente  à  la  fibre  moyenne  dans 

son  état  naturel.  Nous  aurons 

f  ssticosa, 
fiBs  usina. 

La  direcUon  HT  a  pour  eoefllcient  angulaire  -~;  la  direction  MM'  a  de  même  pour 

au 

coefficient  angulaire  ^$  et  par  suite 

ox 

ds»      Ix  txdy^^dar^ff 

■"         çjy  dy  ~"  dxBx-{'di/Qi/' 
dx  Bx 

De  là  on  déduit 

C0Sa=  ^  -  =s ' — ^-2 as 7"^"^ 

yj{d3^  +  </yÔy)«  +  (&ce/y  —  diÔy)«       \J(d3^-\-dy^){hj^'\'ly^)  "^* 

On  aurait  4e  même 

^dy-^dt^ 
linas  . 

uds 

Donc 

dx  dy 

<  =  tt  ooaa  = -;- fix  + -r  5y  * 
ds  ds 

dy  dx 

nsstisinass  --^  8x—  -r-  ôy. 
ds  ds 

Remplaçant  «ofln  ^  et  Sy  par  leurs  Tsleurs,  il  Tiendra 

"= -dT-' 

On  peut  remarquer  que  nds  représente  i'aire  MH|M'|M'  engendrée  par  l'élément  MMi 
dans  son  déplacement,  de  sorte  qu'en  appelant  »  l'aire  comprise  entre  les  deux  courlis» 
somme  algébrique  de  tous  ces  éitoents,  on  aura  dia = nds = -*  çûdy  -f  Vdx). 
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Application  à  rare  de  cercle.  Calcul  des  fonciiont  B  et  Y, 


270.  R  étant  le  rayon  da  cercle,  gopposé  tangent 
ao  point  0  à  l'axe  OX,  nous  aurons,  en  remarqoant 
qne  l'angle  MGO  est  égal  à  l'angle  6  qae  fait  la  tan>- 
gente  eu  M  avec  l'axe  OX.- 


\ 


y 

ds. 

dx 

ds' 
dy 

ds 


RsinO,  dx: 

R(l— 0060%       dp 
Rde. 


coe.O, 
:8in6. 


,dx 

d'JL 

ds 


RcosSdO, 
rR  8fn6cf9, 

:COB0cIS. 


U  =  Y*  (R  8(n  0(2686 — df  sin  OJO)  =  ^   (Ill9--«r)  sla  6(;f 0, 
V  =  ^   (Rco86rfe8Ô  — 8*co80rf6)=:\*'(R6a  — 8«)c086d8. 

Ces  deux  intégrales  se  fondent  en  une  seule  si  l'on:  introduit  les  exposants  imagi- 
naires. On  a,  en  eiTet,  V+U  V^  =  V     (RôO  -  tx\e^'^d». 
La  foncUou  R86— ai  est  donnée  par  l'équation  {h  bis).  Nous  avoDS,  en  faisant  p=R,. 


R»  -  «*=r/p  +  \   F(«)dA 


Soit  H  cette  fonction  de  l'angle  0.  Nous  aurons  à  intégrer  la  fonction  He^^^dQ  entre 
les  limites  —  ç  et  0;  on  peut  intégrer  par  parties^  ce  qui  donne  ponr  l'intégrale  indé- 
finie 


\He«^de=5î 


6/=î 


v^     v^-fJ 


kt^rfH, 


et  entre  les  limites,  en  appelant  Ho.  la  taleuSh  partieiillère  de  H  an  point  A,  on  pour 

6=  — ç. 


Or 


et  enfin 


HR  HR>  ^ 


M^=!SÎ2^=2.^SL-'^-. 


quadrature  facile  à  faire  dès  qu'on  connaît  M  en  fonction  de  6. 
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W 


Calcul  de  la  poussée  dans  un  cas  parUeulier. 


ng.  233. 


27].  Proionay  par  exemple,  un  arc  de  cercle  symétrique  par  rappari  à  la  TBrtlcale«  et 
durgé  de  poida  uniformément  répartie  anivaiit  la  corde  AB=:Sa. 

Les  réactions  verticales  des  appuis  sont'coo- 
Dues  et  égales  i  pa;  les  réactions  horiMstales 
iontégalesy  malsInMBtaoes:  Boantewprt- 
sauterons  par  X. 

La  somme  des  moments  des  forces  réparties 
dn  point  B  an  point  M,  par  rapport  k  ne 
point  M,  est  donc 

M  =  XxB(cot6«HCOS9)— paxAisinç— ânO) 

=  RXcos6  +  Rpashie 

— pRSsin9SlnO+  -plt*sln*0»Itlcos9 

— Rpaain?  +  5  pR^ainF»fw 
La  compression'  se  calcule  de  même  : 

P=:  X  cmO  i- fMi  alnO — ;iR(sla(p  «.  aki6)  sintt» 
Od  en  dédnll 

EÛ6«=~  RX  \      cosWô— Rp«  Y     slnWI+pR«sinçÇ^slnWd-pR»^sin«W8 
=— RX  (aéa«  +  ate^)+R|Ni(oM«~«oef)  — i>ft»«iB^«oa#-Mlf) 


i  (»in2«+  rtn^j]  +  ^  (Ç*     c<»M»-«Mf  Vj^    «^ 


—  =r.-  un 


=  P- 


SI 

KO 


'(L*^**-5''"'L'") +iSfL"""^ 


*  +  e5  t^»®- ®^  *p)  -  £5  «^î  «^«^ +^  •'«^^  «M9 


+  ~[«W-fita9-cosç(e+ç)j-  ^[cos  e-cos9-t-rtn9(M-f)] 
+  §^in  ç  [eoi^-^canç  +  jsln  ç(6+f )]  +  j  ^' P^ 
La  fonction  U  est  égale  à  \      (Rda — ^s)  slnOdO- 
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Or 


MiiltipIloQS  par  8loO(/0»  et  Intégroot  entre  les  limites  —  9  el  ftt  U  Tient 
U=pR^   ^'^^'^^^   Isliisad0+siii9slii0d»-eos9(6  +  f)slnede)) 

+  ^»In9Y^    foosOslnOdO  — oo8  9Binecre  +  -sln9(e  +  ç)slDecro)J 

OQ  bien 

U=- pR  (COS6- COS9)  +  ^  pi^-1  (sln20+sln  J9)  j- ^  sln9(cos  0^ 

—  —  006?(8lue+8in9— 6  0066—90089) ^-(sin26— sln39} 

H*pa  Mm 

—  •gj-cos9(cos»— COS9) — gpslD9(8ia64-sln9— •oos6— 900S9) 

fflpa  pR*         1 

+  T^9Sln9(cos6— cosç)  •J-^8in9-(8in26  — siD29) 

pR^ 

+  —  sln  9  008  9  (cosO  —  COS9) 

+  j ^  8ln 9(sinO  +  8109  —  6  co86— 9COS9)—  -  ^  98109 (cos» ~ cm^) 

lpR*ri  1  1 

+  jgj- j^j(8io6  +  8ln9— 60086— 9COS9)--9tcos6-cos9)J  . 

]  pR*  rî      .  Il  pR* 

Les  deox  inconnues  p  et  X  se  détermineront  eo  exprimant  que  96  =  0  pour  0  =  0, 

à  cause  de  la  symétrie  de  la  pièce  et  de  la  distribution  des  oharget,  et  que  ix  =  0  au 

dx 
point  B,  c  est-à-dire  qne  ^  6«  —  U  =:  0  pour  6  =  9. 

Oo  aura  donc  à  la  fois  les  denx  équations  : 

0=  p  — '■=-rX+-~(l— COS9)— ^sin9-f --81090089— fe»(  I^     ,^  ) 
Eu  Eû^  ^'     Eu      ^     Eu      ^      ^     EÛVl         4    y 

+  — (8ln9-9C0S9) — g?(l— cos9-i-98in9)  +  ^sln9n  — oo89  +  ?î^^ 
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■"  2co8çiino  .  R»  /        lin 20  .  71 

KO         +  iî  [^ r^+  -.IllJç+Î9COS«9) 

Cette  dernière  éqaation  ftlt  connaître  la  poouée  horiiontale  de  l'arc,  et  la  Talenr 
ainsi  trouTée^sabstitaée  dana  l'éqaation  précédente,  donne  la  Talenr  de  la  constante  p. 


Comparaiitm  aœe  Ui  équation»  de  if.  Brust* 


Tll.  L'éqoation  (5)  eolndde  avee  celle  de  If.  Breasé  el  celle  de  NaTler,  en  négligeant 
toua  les  termes  contenant  ^.  n  vient  alors  simplement 


OQ  bien,  si  Ton  rétablit  la  notation  ordinaire, 

•'^•ap  +  V    ^d»         (éqnatton(S)dnS344). 

Les  équations  (8)  se  ramènent  aux  équations  qnl  donnent  af—x,  y'  —  y.  Pour  cela, 

Ids  P 

remplaçons  dans  les  équations  (8)  le  rapport  -j-  par  —  A4  =  ~~  sg  +  ecv.  Il  Tiendra 

Wap  =  dy  f— —  +  aTJ  + d«», 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

fM  pi    P  fM 

y'-y  =  +\*  d4;((K-8)-\    -^dy^-K    «tcte, 


on  bien 


équations  Identiques  aux  équations  (10)  et  (11)  du  S  244.  En  résumé,  la  seule  modlfl- 
catlon  introduite  par  la  nouTeiie  méthode  est  celle  qui  consiste  à  compléter  la  Taleor 

Sd^ 
—  dis'  —  *). 
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PIÈCES  COURBES.  ^HÊTHOlkB  AS  V«  JIKU.'CJ). 


373.  Soit  AB  la  fitoe  vaojenm^û^uu  arc  ^tetll^fie,  que  aom  mippoieroiis  pose  en  A  et 


Fig.  134. 


eo  B  sur  deux  appuis.  Appelons  1  et  Y  tel 
composantes^  Tune  horizontale,  rentre 
Terficate,  4e  la  Y^adlan  âo  point  A,  d 
aansidéFoi»  nnr  l'aro  m  second  point  I 
quelconque.  L'are  AM  sera  en  éqailibief 
BOUS  Paction  des  forces  X  et  Y,  des  forées 
données  réparties  de  A  en  M,  et  des  forces 
^évètoppéw  -dam  la  «ection  M.  Ces  der- 
nières forces  sont  équlYslentas  à  la  résol* 
tante  changée  de  sens  des  premières.  Noos 
poumaas  Aas  rédain  «a  ^fmkml  à  une  fosoe 
UAÎQUC^  «fpfllqaée  an  on  paint  Mf  aitaé  mt 

la  verticale  do  point  M,  et  telle  que  Ton  ait,  en  décomposant  cette  force  suiyant  Thori- 

sontale  et  la  terticale, 

g  —  Y V 

H  étant  la  somme  des  composantes  horlsontales  des  forces  données, 

V  la  somme  das  composantes  verticales^  pesitines  qaand  «Ues  agissent  de  baat  en  iMts, 

et  (&  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  an  point  M. 


Soéem 


0P=».         Pll  =  y,        Fll'«sr, 


et  soient  OL«s  m.  Là  =  n,  les  coordonnées  du  point  A.  On  aura  les  trois  équationi  : 


(0 

(2) 

(3) 


Û  =  Xt.H, 
S  =r  Y  -  Y, 


X,  Y,  sont  des  constantes,  ainsi  que  m  et  n.  H,  Y,  (i  sont  des  fonctions  de  x  et 
de  y.  D'ailleurs,  y  et  «  sont  liés  entre  eux  par  Téquation  de  la  courbe  AHB.  BUmi- 
nons  y  et  Q  entre  Téquation  (1),  l'équation  (8)  et  Téquation  de  la  courbe.  L^éqostiOD 
finale  entre  y'  et  x  sera  l'équation  du  lieu  du  point  M'*  Le  tracé  de  cette  courbe  auxi- 
liaire, que  M.  Bell  appelle  courbe  cTéquilikrê,  aidera  à  trooTer  le  moment  flécbisuiit 
en  un  point  quelconque  de  Tare.  Il  suffira,  en  effet,  de  faire  le  produit  do  la  force  Q. 
composante  borixootale  de  la  poussée  an  point  M»  par  l'intervaùe  MM'  comprit  •or  la 
yerticale  entre  les  deux  courbes.  

Il  y  a  un  cas  particulier  très  important  pour  la  pratique,  celui  où  tontes  les  furev 
extérieures  appliquées  à  l'arc  sont  verticales.  Dans  ee  cas,  H  s  0^  et  Q  est  une  quan- 
tité constante.  Alors  le  moment  flédiissant  est  pmpertlonnel  à  riat«rvalle  des  dsoz 
courbes. 

La  courbe  d'équilibre  passe  par  les  points  A  et  B  si  Tare  est  limplement  posé  sor 
ses  appuis;  car  en  ces  points  le  moment  fléchissant  doit  dire  nul. 

M.  Bell  a  déduit  de  cette  remarque  une  méthode  de  calcul  des  pièces  courbes.  Oi» 
les  formules  qui  donnent  68,  £x,  By,  cerialas  termes  eentleniient  les  variatloos  de  les* 


(*)  0»  the  stresteê  of  Hgii  archet,  eto.,  by  Willivai  BeU  (Instttotion  dei  Ugénienn  ciTili  àê  Usdres, 
8tene«  du  5  décembn  1871,  vol.  XXXIU,  n*  1S07). 
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gneur  ^  de  l'arc  moyen,  et  expriment  l'effet  da  raeeooreisflement  oo  de  ranongement 
de  la  fibre  moyenne,  dûklà  force  P  normale  à  la  section,  on  à  la  Tarlatlon  de  la  tempé- 
rature; d'autres  termes,  et  ee  senties  plus  importants,  expriment  l'effet  dû  au  moment 
fléchissant.  M.  Bell  ne  conserve  que  ces  derniers  dans  ses  calculs.  ïjn  formules  sft 
réduisent  alors  aux  snlTanles  : 

te  =  —  ^    Wrfy, 
^  =zs  +  \    9Mm* 

Les  deux  dernières  équations  se  prêtent  à  l'intégration  par  parties. 
On  a,  en  effet. 


\«Wy=y»— V 


yd». 

m 
Mais  d60  =  rr-  ds,  en  Tortu  de  la  première  éqnallon  dlflétentlée. 

Donc 


et  de  même 


AppliqueM  oea  ifmlÊêm  à  Vmo<mÊkr  AB,  «dm 


«»<'+Vs"'"' 


Ces  équations  ae  shnplHIent  dans  les  cas  partleullers  sntrants. 
1*  SI  Tare  est  encastré  en  A,  on  aura  en  ce  point  86 = 0  ;  donc  la  constante  p  est  nulle  ; 
3*  SI,  en  outre,  Pare  est  encastré  en  B,  la  râleur  de  M  est  aussi  séro  pour  le  point  ^^ 
et,  par  suite,  on  a  la  retadlDD 


^  M df  =  0, 


en  Mnat  aortlr  la  fluteir  «nalaol  gj  4u  signe 


fLeatannaa  |^ret|<x6e 


W4 


TB 


nppnia^  car  doit  8B  est  nul  aux  Hmlles. 


sont  nuls  qaand  lapièca  est  encaatiiéa  aor  aaa  deux 
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Dans  ce  cas,  on  a  les  deus  relations . 


B 

Mxdê  a  0. 

A 


4*  lians  le  cas  particulier  où  Tare  est  symétrique  par  rapport  à  une  Terticaie,  \(% 
ordonuées  n  des  deux  points  A  et  B  étant  les  mêmes,  on  a 

et  la  seconde  équation  prend  la  forme 


n 


(*B  M    ^*     fB  Mv 
Ja  El  Ja  El 


Dans  toutes  ees  formules,  où  nous  supposons  I  constant,  entrent  les  intégrales  sol- 
liantes: 


yidSf      yiydSt      ylixdst 


dont  rinterprétation  est  Immédiate.  Suppoions  qu'on  attribue  à  l'arc  ds  de  la  libre 
moyenne  un  poids  spécIQque,  positif  ou  négatif,  égal  à  M.  La  somme  \M(f#  sera  lepoidi 

d'un  are  fini,  et  \Mv<f«,  \Ma;cf«  seront  les  moments  de  ce  poids  par  rapport  aux  sxes 

coordonnés. 

Dans  le  cas  des  ares  encastrés  sur  les  deux  appuis,  les  poids  (positifs  ou  négatifo)  des 
divers  éléments  de  la  fibre  moyenne  se  font  équilibra  et  de  plus  forment  un  système 
indifférent  (l). 

Dans  le  cas  d'un  are  symétrique  par  rapport  à  la  verticale,  le  centre  de  gravité  des 
poids  (positifs  et  négatife)  des  divers  éléments  de  la  fibre  moyenne  est  situé  sor  Is 
corde  AB. 

Or,  si  l'on  se  reporte  au  tracé  de  la  courbe  d'équilibre,  on  verra  que  le  poids  spéci- 
fique M  est  représenté  en  chaque  point  par  l'intervalle  vertical  MM'  compris  entre  les 
deux  seules  courbes,  dans  l'hypothèse  où  la  pièce  n'est  sollicitée  que  par  des  poids. 

Ces  remarques  ont  conduit  M.  Bell  à  une  méthode  graphique  très  simpie  pour  la 
recherche  des  moments  fléchissants  dans  les  pièces  courbes,  Ayant  déterminé  la  pouiaée 
d'une  manière  arbitraire,  on  en  déduit  une  courbe  auxiliaire  AM',  au  moyen  de  laquelle 
on  essaye  de  vérifier  les  équations  de  condition;  on  modifie  la  poussée  de  manière  que 
ces  conditions  soient  satisfaites,  et  l'on  arrive  au  résultat  cherché  après  un  petit  nombre 
d'essaiSy  que  l'emploi  du  compas  de  proportion  peut  éviteri  ainsi  que  l'a  fait  observer 
H.  le  major  Brown  (page  25  du  mémoire  précité). 

Nous  renverrons  au  mémoire  de  M.  Bell  pour  les  développements  de  cette  méthoife. 


(I)  JJastistème  est  dit  indi firent,  loriqae  la  centre  de  gravité  du  système  est  iadéteminé,  ce  qoi 
suppose  an  certain  nombre  de  masses  négatives,  et  la  masse  totale  égale  k  séro.  Dans  ce  cas,  chaque 
point  da  système  est  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  antres.  Lorsque,  la  somme  des  masses  étant 
toujours  nulle,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont  infinies,  les  forces  se  réduisent  à  un  couple, 
et  on  peut  dire  que  le  système  est  wmgnètiquet  par  analogie  avec  la  propriété  des  pôles  d'un  aimant 
Ces  dénominations  sont  dues  à  M.  Jung  (de  Milan).  (Y.  Comptes  remtus  de  rAssoeiatUm  firmfise  fstr 
Favanceateut  des  sciences^  Congrès  de  Eoaen,  1883.)  ^ 


I  ig.  235. 
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274.  Soit  AEB  la  fibre  moyenne  d'one  pièce  courbe,  dont  nous  supposons  la  section 

uniforme.  La  corde  AB  est  bo- 
riiontalei  nous  la  prendrons 
poor  axe  des  abscisses,  en 
fixant  Torlglne  au  point  A;  les 
ordonnées  y  seront  compta  à 
partir  de  l'axe  AB  jusqu'à  la 
courbe  donnée  AEB. 

Supposons  que  la  surdiarge 
qui  pèM  sur  la  pièce  soit  uni- 
formémect  répartie,  de  C  en 
Dy  sur  une  longueur  CD  =  b, 
à  raison  de  p  unités  de  poids 
par  unité  de  longueur.  Soit  a  la  portée  AB  de  la  pièce. 

Construisons  la  courbe  d'équilibre  AFB.  Poor  cela  déterminons  les  réactions  yerti- 
cnies,  X  et  Y,  des  appuis,  et  appelons  Q  la  composante  horixontale,  qui  reste  à  déter- 
miner. 

Sî  l'on  appelle  y*  Tordonnée  d'un  point  de  la  courbe  d'équilibre,  correspondante  à 
l'abscisse  x  et  à  l'ordonnée  y  de  l'arc  donné,  on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe  cher- 
cbée,  entre  les  ordonnées  y'  et  x,  de  l'abscisse  x  =  0  à  x=ib, 


C    p 

F 


^    « 


Q(y'  — y)  =  X«  — Qy  — jpa:* 


et  de  x=z  à  à  07  =  /, 


W(y'-y)  =  Xx-Qy  — p6^ar--) 


on      (}y'=Xx— -  po;*, 


pb* 
on      Qy'rrXa;  — p&a:  +  ^. 

2 


La  première  équation  représente  nne  parabole  qui  part  du  point  A  ;  la  seconde  nne 
droite  qui  prolonge  tangentiellement  la  parabole  A  i'aplomb  du  point  G,  et  qui  passe 
par  le  point  B.  Le  moment  flécblssant  en  un  point  quelconque  M  est  donné  par  le 
produit  Q(y'— y). 

Les  appuis  A  et  B  étant  de  nireau,  on  a  tu  que  le  centre  de  graTité  de  l'arc  AB,  an- 
quel  on  attribue  en  cbaque  point  une  densité  égale  à  M,  est  sur  la  corde  AB;  et 
puisque  cette  corde  sert  ici  d'axe  des  x,  on  doit  avoir 


y  Myrf*==0, 


Formons  donc  rintdgrnie  \  M^^^,  étendue  à  l'arc  tout  entier.  Il  tient 
^*  (x«-Qy  -  i  pa^)yA+ Ç' [x«-Qy- p6(ar- j)]^^ 


ou  bien 


JO  JO  2       JO  Jb  *     J6 
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équation  dont  on  tire 


^^^S>f^2Hil!!^r!!5 


b  2    Jb 


10 


Tonte  1«  inléiraltt  ill4^oée8  sont  faciles  li  làire,  et  on  peut  les  ramener  à  des  con- 
structions géométriques. 
Flg.  t3S.  !•  geit 

m»=:ds, 
mp=zy. 

Si  Tou  mène  la  normale 
mA,  et  qu'on  pose  pp*  =  dx, 
on  a  la  relation 

ffdt=sJidxy 

en  appelant  N  la  longueur  mk, 
li  suflln  done  de  reierer  eo 
pf,  snlTanit  l\irdonnëe  pn, 
la  normale  mh,  pour  ebUoir  le  lien  des  points  q,  teU  qM  l'ain  kpq  àoiê.  eourlM  ssH 

équlralente  à  l'intégrale  Vyc&f  prise  entre  les  points  A  et  m. 

t*  \xyds  est  la  somme  des  moments  des  aires  élémentaires  yds  ou  Ndo;,  par  rap- 
port à  la  droite  AH,  perpendiculaire  à  AB  au  point  A.  La  construction  da  §  &9,  appli- 
quée aux  aires  kpq,  ramènera  donc  la  recherche  de  cette  intégrale  à  la  quadrature  d*aM 
aire  plane. 

8*  De  même  Xo^y  di  est  le  moment  d'inertie  des  aires  yds  on  Hdx,  par  rapport  à  li 
même  droite  AH;  et  la  même  construction  l^ra  connaître  cette  somme. 


4*  Il  resAe  Ilntégrale  \   y*^«  qnl  équivaut  à  \   yNtf«.  0b  la  tfamTormera  facllemaot 

de  la  manière  suiTsnt^  Prenons  sur  la  normale  mh  nne  loigneor  fva  =  A,  coostaote 
Joignons  ap,  et  menons  par  le  pied  h  de  la  normale  one  panllèle  kr  à  cette  ligne  ep 
Nous  aurons 


ma 
mp 


mh 
mr 


ou  bien 


mhxmp       N  V 

mr  = =  -7-, 

ma  k 


et,  en  appelant  s  cette  longueur  mr,  il  viendra 

kxd»^=z  Nydx, 

de  sorte  que  rintégrale  cherchée  est  l*aire  comprise  entre  la  courbe  donnée  AEB  et  li 
courbe  lien  des  points  r. 

Connaissant  la  poussée  Q,  le  tracé  de  la  courbe  d'équilibre  s*en  déduit  immédiatement, 
et  cette  courbe  fait  connaître  les  valeurs  du  moment  fléciUunat  eo  tons  les  points  de  li 
portée. 
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On  peot  remaifaer  qjua,  Umqpé  U  ponuée  Q  resta  imUtamlDée»  la  Ugne  d'éi|ulllbre 
AFKE  «t  QODBoa  à  vichelle  du  ordwMe*  j'  près;  cw  lue  vartatioa  du  facteur  Q 
entraîne  pour  j/  une  yarlation  correapondante,  laissant  le  produit  Qj^  k  même  en 
chaque  point  de  la  portée. 

La  ligne  d'équilibre  est  donc  entièrement  détermiJiée  quand  on  en  connaît  un  point, 
antre  que  les  points  â  et  B;  par  exemple  le  point  où  elle  rencontre  la  ligne  moyenne, 
c'est-à-dire  le  point  où  la  moBMnt  fléeblseant  eat  nol.  La  peussée  Q  s'en  déduit  immé- 
diatement. C'est  ce  qui  arrire  lorsque  la  pièce  courbe  possède  une  articulation. 

Lorsque  l'arc  donné  est  très  surbaissé,  la  normale  ft  eat  sensiblement  égale  I  l'or- 
donnée y  et  l'on  peut  remplacer  dt  par  dx.  Alors  la  formola  qui  donne  la  poussée  Q 
se  simplifie.  Appllquon»-la,  comme  vérification,  au  cas  où  la  charge  p6, s'étend  sur 
toute  ia  portée,  c'est-à-dire  au  cas  où  6  =  a.  On  aura,  en  substituant  dx  à  d$, 


Q=* 


A    xydx p\    a^ydx 


y^dx 


Supposons  que  l'arc  donné  soit  une  parabole,  dont  la  flèche  soit  égale  à  f.  L'équation 
de  la  eourlM  sera 

y  ziz -^  x[a -^  X), 


et  l'on  aura 


yé.^'^^,»-^fé^^Lpa, 


0 

«  1 

'0  • 

•  I 

IS  û 

«  1 
X  —  Tl»» 


2  '4  t'^      Ik'  pa^ 


■ir" 


»/• 


On  leiroiiia  laiormla 
OMitté  de  la  portée. 


Q^jf*  équiTatoUà  ^,  sLI'ODapiiiUe  a'  la 
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t}5.  Supposons  un  are  rigide  AOB,  posé  en  A  et  B  sur  deux  appuis,  et  symétrique  par 

rapport  à  la  Terticale  OY  qui  passe  à  égale 


Fig.  237. 


distance  de  cas  deux  appuis.  Supposons 
d'abord  que  eet  are  soit  uniformément, 
chargé,  en  projection  horiiontale,  à  raison 
de  p  unités  de  poids  par  unité  de  lon- 
gueur. Soit  3a  la  portée  AB,  /  la  flèche  10. 
Proposons-nons  de  déterminer  la  forme 
à  donner  à  cet  arc  pour  que  le  moment 
fléchissant  11  soit  nal  en  t«Nit  point  de  la 
fibre  moyenne. 
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Soient  x=OV,  ys=NM  les  coordonnées  d'on  point  queleon^e  M. 
Appelons  Q  la  poussée  horisontale,  qnl  est  la  même  anx  points  A  et  B,  pntsqne  l'are 
n'est  sollicité  que  par  la  pesanteur. 
La  composante  Tertlcale  des  réactions  des  appuis  sera  égale  à  pa. 
On  aura  donc  pour  le  moment  fléchissant  en  M 

NL 


||aÛX(LB-Nil)-|HixLN+pxNLx-^, 

2 


•n  bien 


M  =  Q(r— y)  —  /)a(a — «) +p 


(a— «)« 


Pour  <iue  11  soit  nul  en  tous  points,  il  faut  (lu'on  ait  identiquement 


On  satisfait  A  «s  équations. en  posant 


on 


et 


Qy 


par* 

""  2 


ou  bien 


?  — ** 
/-?' 


équation  d*une  parabole  A  axe  yertlcal,  passant  par  les  trois  points  A,  0,  B. 

La  poussée  horizontale,  ^  est  égale  en  Taleur  absolue  A  la  tension  horlsontale  d*aii 

câble  parabolique  de  pont  suspendu,  résultat  conforme  A  celui  qu'on  rient  d'obtenir  dans 
le  paragraphe  peécédent,  en  obsenrant  que  2  a  maintenant  désigne  la  portée. 

Dans  ces  conditions  le  moment  fléchissant  est  nul  en  tous  points,  et  la  résultante  des 
forces^  y  compris  la  réaction  de  l'un  des  appuis,  est  la  force  P  de  compression  tangente  A  la 

flbre  neutre;  elle  est  égale  A  VQ'  +  P^^»  Sa  Taleur  maxioium  a  lieu  au  point  B.  £Ue  est 

alors  égale  A  S/Q*  +  P^*« 

a* 
Le  rayon  de  courbure  au  point  0  est  égal  A  -- . 

Les  moments  fléchissants  ne  prennent  une  Taleur  diflérente  de  séro  que  quand  les 
charges  sont  inégalement  réparties.  Cherchons,  par  eiemple,  ce  que  deTiennent  les  mo- 
ments lorsqu'on  enlèTC  la  charge  sur  la  moitié  de  la  portée. 
Dans  ee  cas,  les  deux  poussées  horizontales  Q',  Q'  des  appuis  À  et  B  sont  encore 

égales,  et  conformément  A  nue  re- 
marque faite  par  M.  Bresse  sur  les 
charges  non  symétriques  ($  340), 
Q'  est  la  moiUé  de  la  poussée  Q 
correspondante  A  la  charge  com- 
plète. On  a  donc  Q'  =  £^.  Lee 
réactions  rertlcales  des  appuis  sent 


>^        1  -     roaciiuaB  Teriicaïai  aoa  appuis  soni 

^V  fï'^  inégales.  Leur  somme  est  poy  et 
:f-^B      comme  le  centre  de  griTlté  de  la 


graTlté 

charge  est  situé  sur  la  Tertieale  do 

milieu  de  la  demi -corde  Al,  l'appol 

3  1 

A  porte  7  pa,  et  l'appui  B,  -  po. 
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Nous  pouvons  donc  tracer  sans  tâtonnement  la  courbe  d'équilibre  de  M.  Bell.  Cou  a 
courbe  se  composera  de  deux  lignes  distinctes.  l)u  point  B  au  point  0,  portion  où  l'on 
suppose  qu'il  n'y  a  aucune  charge  appliquée»  la  courbe  ne  sera  antre  chose  que  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  Q'  et  jpa.  Ce  sera  donc  une  droite^  et  celte  droite 

1 

î^^  f      01 

passera  au.  point  0;  car  le  rapport  des  composantes ;  est  égal  an  rapport  -  =  --. 

Le  moment  fléchissant  est  donc  nul  encore  au  point  0. 

Du  point  0  au  point  A,  la  courbe  est  une  parabole  tangente  en  0  k  la  direction  DO 
prolongée.  Prenons,  en  etTct,  un  point  M  quelconque,  déflni  par  ses  coordonnées. 

«  =  — OP, 
y  =  PM. 

Le  moment  H,  par  rapport  à  ce  point,  des  forces  qui  agissent  sur  l'arc  MOD,  est  égaU 
la  somme  algébrique 

M  =  Q'xf/'-y)-|7>ax(«-r)  +  ipx«. 

DWisant  par  Q'=~-  ,  on  aura,  en  grandeur  ot  en  signe,  la  longueur  MM'  de  Tinter 

Talle  compris  entre  la  courbe  d'équilibre  et  la  fibre  neutre.  Appelons  y'  l'ordonnée  de  la 
courbe  d*équillbre.  Nous  aurons,  en  divisant  par  Q\ 

équation  qui  se  réduit  à 

v'     f 
C'est  l'équation  d'une  parabole  tangente  en  0  à  la  direction  ^=  -,  c'est-à-dire  à  OB; 

«lie  passe  aa  point  A,  car  ar=— a  donne  y'=/«  Enfin  elle  coupe  le  prolongement  de 
Taie  OX  en  K,  au  quart  de  la  portée. 

Le  moment  fléchissant  est  positif  de  B  en  0,  et  négatif  de  0  en  A.  Il  est  nul  aux 
trois  points  A,  0,  B.  11  est  maximum  en  valeur  absolue  en  deux  points,  l'un  situé  dans 
la  moitié  de  droite,  l'autre  dans  la  moitié  de  gauche.  Conformément  à  la  théorie  de 
M.  Bell^  les  valeurs  des  moments  fléchissants  sont  représentées  sur  l'épure  par  les  Inter- 
valles des  deux  courbes  AMOB,  AKOB,  et  la  recherche  du  plus  grand  moment  revient  à 
celle  du  plus  grand  intervalle  des  deux  lignes.  Pour  la  moitié  de  droite,  le  point  cherché 
est  celui  où  la  tangente  à  farc  donné  est  parallèle  à  la  corde  BO.  Prenons  sur  10  pro- 
longée une  quantité  OH =01,  et  joignons  IIB.  Cette  droite  sera  tangente  en  B  à  la  para- 
bole. £l]e  coupe  OX  au  point  R,  au  quart  de  la  portée;  menant  par  ce  point  RR'  paral- 
lèle à  OY,  on  obtient  sur  la  parabole  un  point  S  où  la  tangente  est  parallèle  à  la 
corde  OB.  Donc  S  est  le  point  cherché;  il  se  trouve  sur  la  verticale  do  quart  de  la 
portée,  au  milieu  de  la  moitié  non  chargée.  L'intervalle  SS'  est  le  quart  de  OH,  c^est- 
^-dire  le  quart  de  la  flèche  f\  donc  le  maximum  des  moments  positirs,  Q'  x  SS^  est 

Du  côté  gauche^  le  maximum  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  y  —  y',  ou  de 


a  u- 
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On  aura  done  au  point  «herehé 

On  a  d'aiUeoTS 


dWisant  membre  à  mambre^  Il  ?i«nt 


1  = 


4x 

a 


£+*• 


et  enfin,  2  s=  —  -,  ce  qui  eorreapond  an  point  K. 

En  ce  point  rordonnée  y'  est  noUe,  et  rinterralle  entre  les  deux  courbes  prend  la 

1  pà^ 

yaleur  KL  =  7A  ce  qui  donne  encore^  pour  la  Taleur  absolue  maximum  du  mo- 
4  ifi 

ment  fléchissant  négatif  dans  la  moitié  chargée. 

On  pent  regarder  ^  comme  la  limite  pratique  des  moments  fléchissants  dans  un  are 
parabollqne  reposant  sur  deux  appuis. 


ÉQUATIONS  GéllÉltALBS  M  Li  TRANSMISSION  DES  EFFORTS 

DANS  LES  PIÈGES  GOURIES. 


Fig.  2S9. 


276.  Exprimons  les  conditions  d'équilibre  d'on  fragment  NQPN'  de  la  pièce,  compris 

entre  deux  plans  transTorsaux  perpendiculaires  à 
la  fibre  moyenne  MM'.  Soit  dO  Tangle  des  deoi 
plans  qui  se  coupent  ^piTant  l'arête  C. 

La  force  extérieure  appliquée  à  l'élément  consi- 
déré est  du  même  ordre  de  grandeur  que  cet  été* 
ment;  nous  pouvons  la  décomposer  en  deui  forces, 
Tnne  pds,  tangente  à  la  fibre  moyenne^  l'autre  gds, 
dirigée  yers  le  centre  de  conrbure.  Les  fbroes  mo- 
léculaires dans  le  plan  NQ  se  rédoisent  à  une  com- 
posante A  dans  le  plan  de  la  section,  à  une  autre  P, 
normale  à  ce  plan,  enfin  à  un  oouple  M. 

Les  mêmes  forces  se  rencontrent  en  A',  F  et  M' 
dans  la  section  N'Q',  changées  de  sens  et  ang* 
montées  de  leurs  diflérentieUes. 

Les  équations  d'équilibre  sont  an  nombm  de 
trois  : 

1*  Composantes  suivant  la  direction  CM  : 

Appelons  d^  Tangle  de  la  direction  qds  avec  CM. 
MoDs  aurons  : 

K  +  9'êind9^k'eo$d^-^pdis\ndtp'^qdêcmdçf 
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équation  qui,  en  remplaçant  sinc/O  par  dV,  cos  tfB  et  eosefç  par  l'anité,  A'  par 
A  +  «fA  et  P'  par  P+  «^>  et  en  supprimant  les  infiniment  petite  do  lecond  ordre,  ae 
lédnità 

0)  rfA=Prfe— î'df. 

s*  Gompoiantes  anlTant  une  direction  normale  à  CM  : 

P  +  jM/«  eo8  cfç  =  F  C08  dO  +  A  8in  (fO  +  çdf  sin  cff  I 
cette  équation  le  réduit  de  même  à 

(2)  <rp=prf#— Arf». 

s»  Moments  par  rapport  à  l'axe  G.  Appelons  p  le  rayon  de  courbure  CM;  nous  aurons 

M'-M  +  (P— P'+prf*)p  =  0, 
on  bien 

(dM— dP— prfj)p=0. 

Remplaçons  d?  par  sa  yaleur  (3);  il  Tient 
(8)  dM  +  Ap6ro=:efM  +  A£/«  =  0. 

Cette  dernière  équation  montre  que  -n-=— A,  c'est-à-dire  qu'en  Talenr  absolue, 

d$ 

l'effort  tranchant  est  la  dérirée  du  moment  fléchissant  par  rapport  à  l'arc.  On  a  ensuite 

^     dk  ,     ds       fdk       \       I      d«M\ 

Ces  équations  s'étendraient  sans  difficulté  an  cas  où  il  y  aurait  des  forces  discon- 
tinues. 
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277.  Soit  2a  la  portée  de  Ton  é.9Ê  deux  arcs  que  Pon  comparOf 
f    la  flèche, 
p    le  rayon, 

9   le  demi- angle  an  centre, 

6    Tangle  courant  qui  définit  la  position  d'un  point,   . 
1    le  moment  d'inertie  de  la  section,  homogène  an  produit  bc*,  d'une  dt 
mension  horizontale  h  de  la  section,  par  le  cube  d'une  dimension  e 
perpendiculaire  à  la  fibre  moyenne. 
Considérons  le  second  arc,  semblable  au  premier,  et  appelons  a  le  coefficient  par  lequel 
on  suppose  multipliés  les  éléments  linéaires  de  la  fibre  moyenne^  saTOlr  les  arcs  s 
mesurés  en  eette  fibre,  la  wrde  2  a,  la  flèche  fy  le  rayon  p; 
p  le  coefficient  par  lequel  sont  multipliées  les  largeurs  6  de  la  section i 
t  le  coefficient  des  hauteurs  e  normales  à  la  fibre  moyenne; 
t  le  coefficient  des  farces. 
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Noas  suppoeeroiiB  poar  plos  de  siraplicllé  les  matières  des  deux  arts  identiques. 
Le  moment  fléchissant  M  du  premier  deviendra  pour  le  secoud 

Mxex; 

l'arc  ds  deviendra 

dsxa 
et  le  moment  d'inertie  I, 

IXPT*. 


S^.  '•• 


Or  SOy  variation  de  l'angle  6  par  suite  de  la  déformation,  est  homogène  à  \-77-,  c'est- 

à-dire,  doit  être  multiplié  par  --?.  Mais  la  similitude  exige  que  les  angles  ne  soient  pu 

pr 
altérés.  Il  faut  donc  pour  que  les  déformations  soient  semblables  qu'on  ait  t3*=  py*. 

P       Hv 
La  charge  R  par  unité  de  surfoce  est  donnée  par  TéquaUon  R  =  -  +  -p*  ^  premier 

s  ta' 

terme  est  multiplié  par  —,  le  second  par  --;,  rapport  égal  i  l'unité.  Donc,  pour  que  les 

PT  Pr 

deux  arcs  soient  soumis  aux  mêmes  charges  par  unité  de  surfiice  anx  points  homo- 
logues, il  fout  aussi  qu'on  Ait 

Pï 

Des  deux  équations 

ta«=pY»     et      e  =  PY, 

■ 

on  tire 

de  sorte  qu'en  élévation  les  deux  -  arcs  doivent  avoir  la  similitude  géométrique 
(Cf.  §  108,  !•)• 

Cherchons,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  pour  les  poutres  droites,  comment  il 
faut  faire  varier  les  dimensions  d'un  arc  quand  on  fait  varier  à  la  fbis  la  portée  et  la 
surcharge. 

Soit  un  premier  arc,  pour  lequel  la  longueur  est  2 S,  la  portée  est  2  a,  et  le  poids 
de  la  surcharge  permanente  par  unité  de  longueur  horizontale  est  p;  soit  q  le  poids 
du  mètre  courant  de  l'arc,  q'  le  poids  par  mèire  courant  horixontal  de  la  portion  de 
surcharge  qui  ne  varie  pas  avec  la  portée,  ht  poids  total  sera 

(p  +  7')2a  +  7X2S. 

Pour  le  second  arc,  dont  la  portée  sera  2aa  et  la  longueur  2  S  a,  si  on  appelle  p*  le 
poids  par  mètre  courant  horizontal  de  la  nouvelle  surcharge  permanence,  on  obser- 
vera que  le  poids  q  du  premier  arc  devient  égal  à  ç  X  Pr  ^0*  l^  second,  et  que  la 
surcharge  9'  reste  la  même,  de  sorte  que  le  poids  total  devient 

Le  rapport  des  poids  totaux  est  égal  au  rapport  e  des  forces,  et  Ton  a  par  consé- 
quent la  relation 

-_  (^'-^y')x2««  +  gPYx2S 
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SI  l'on  impose  anx  deux  arcs  les  cfbndltlons  de  la  almlUtude  mécanique,  et  qu^on 
exige  en  outre  qne  les  aorcharges  R  soient  les  mêmes,  on  aura 

«  =  Y     et     «  =  Py  =  «P. 
et  par  eonséquent 

^^_(p'4-702att  +  7X2SxttP 
(P  +  Ç')x2a  +  9X2S    • 

d'où  Ton  déduit 

i»iU9 

en  remâranant  que  -  =  -^ .  Lorsque  9  est  infiniment  petit,  -r^  est  égal  à  TanKé 
^        ^      a       sinç  "^        sinç 

et  Ton  retrooTO  la  formule  des  poutres  droites  (§  110). 


LIVRE    SIXIEME. 


RESISTANCE  DES  SURFACES. 


CHAPiniE  PREMIER. 

RÉSISTANCE  DES  ENVELOPPES  DE  CHAUDIËRES. 


278.  Après  avoir  étudié  les  lois  de  la  flexion  et  de  la  torsion  des 
pièces  prismatiques,  droites  ou  courbes,  c'est*à-dire  des  solides  dont 
les  dimensions  transversales  sont  petites  par  rapport  à  la  longueur, 
et  qu'à  certains  égards  on  peut  assimiler  aux  lignes  géométriques,  il 
conviendrait  d'étudier  l'équilibre  élastique  des  solides  analogues  aux 
surfaces  dont  l'épaisseur  seule  est  petite,   et  qui  ont  dp  grandes 
dimensions  dans  les  deux  sens.  Le  problème  de  la  déformation  de 
surfaces  élastiques  a  depuis  longtemps  attiré  Tatlention  des  physi 
ciens  et  des  géomètres,  et  nous  pouvons  citer  les  travaux  analytique: 
d'Euler,  de  Lagrange  d'un  Jacques  Bernoulli,  petit-fils  du  célèbre 
Jean  Bernoulli,  de.  M^^*    Sophie  Germsdn,  de  Poisson,  les  rechercheaj 
-expérimentales   de  Chiadni,  les  études  plus  récentes  de  Navier, 
de  Cauchy,  de  I.amé  (i),  de  M.  KîrchhoiT.....  Tous  ces  travaux 
ont  pour  but  principal  la  reclieidïe  des  lois  de  la  vibration   des 

(1)  Leçons  deFétasticité,  14-',  15%  1C*«  leçon. 
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plaques  et  des  membranes  élastiques.  Les  équations  généraleâ  con- 
tiennent à  la  fois  les  deux  courbures  de  la  surface  vibrante;  ce  sont 
des  équations  aux  différences  partielles,  qmne  peuvent  s'intégrer  que 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Le  problème  de  la  résistance  des  enveloppes  de  chaudières  est 
beaucoup  plus  élémentaire,  et  c'est  une  question  que  l'ingénieur  a  sou- 
vent à  étudier.  En  général,  les  chaudières  ont  une  forme  cylindrique; 
elles  sont  terminées  dans  la  longueur  pat*  des  parois  de  forme 
courbe,  Qt  il  s* agit  de  déterminer  quelle  tension  se  développe  dans 
le  métal  lorsque  la  pression  de  la  vapeur  contenue  dans  l'enveloppe 
atteint  sa  limite  extrême.  Nous  examinerons  successivement  les  cas 
principaux  qui  peuvent  se  présenter,  eu  nous  bornant  aux  plus 
simples. 

*279*  i**"  Cas.  —  Enveloppe  cylindrique  indéfinie  à  profil  circU' 
laire^  soumise  à  des  pressions  normales  uniformément  réparties. 

Par  Taxe  0  du  cylindre,  faisons  passer  un  plan  quelconque  MN 
Fig.  240.  qui  coupe  l'enveloppe  suivant  deux  géné- 

ratrices A  et  B.  Les  efforts  développés 
dans  la  matière  suivant  ces  deux  généra- 
trices sont  égaux  entre  eux,  et  indépen- 
dants de  la  direction  du  plan  MN,  à  cause 
de  la  symétrie  du  profil  et  de  l'égale 
répartition  des  pressions. 

Supposons  d'abord  l'enveloppe  soumise  à  une  pression  intérieure 
égale  à  p  unités  de  poids  par  unité  de  surface  ;  appelons  p  le  rayon 
de  la  surface  intérieure  de  l'enveloppe  et  e  l'épaisseur  du  métal. 
Soit  enfin  R  l'effort  moyen  par  unité  de  surface  développé  dans  le 
métal. 

En  ne  considérant  qu'une  longueur  de  cylindre  égale  à  l'unité,  on 
voit  sur-le-champ  que  les  sections  faites  par  le  plan  BiN  suivant  les 
deux  génératrices  A  et  B  doivent  développer  une  résistance  totale 
aRe,  égale  à  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  l'une  des  moi- 
tiés du  cylindre.  Or  la  somme  de  ces  composantes  est  égale  au  pro- 
duit de  la  pression  p  par  le  diamètre  intérieur  ap  de  la  chaudière. 
On  a  donc  Re  =  pp,  équation  qui  détermine  la  tension  R. 
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Si  la  pression/)  s'exerce  à  Textérieur  de  la  chaudière,  la  même 
équation  détermine  encore  la  compression  R  de  la  matière  par 
nnitéde  smface,  en  ayant  soin  de  prendre  pour  p  le  rayon  extérieur 
de  l'enveloppe»  parce  que  c'est  sur  la  surface  extérieure  que  s'exerce 
la  pression. 

Si  la  pression  p  existe  à  l'intérieur,  et  qu'une  pression  pf  existe  à 
l'extérieur,  on  aura,,  en  appelant  p  le  rayon  de  la  surface  interne  et 
p'  le  rayon  de  la  surface  externe, 

équation  où  les  valeurs  positives  de  R  correspondent  à  des  tensions, 
et  les  valeurs  négatives  à  des  pressions  dans  la  matière  de  Tenve* 
loppe. 

En  général,  la  différence  p'  —  p  est  assez  petite  par  rapport  à  p 
pour  que  l'on  puisse  remplacer  p'  par  p  dans  le  second  membre  de 
l'équation,  ce  qui  donne  : 

(4)  R«  =  p(p-pO. 

Ce  résultat  suppose  que  la  tension  R  est  également  répartie  dans 
l'épaisseur  des  parois  A  et  B  de  l'enveloppe.  Il  est  facile  de  remar- 
quer que  cette  répartition  égale  n'est  admissible  qu'approximative- 
ment,  et  seulement  lorsque  l'épaisseur  e  est  très  petite. 
£n  effet,  chaque  arc  infiniment  petittcfo,  pris  sur  une  circonférence 

quelconque  AT/ F,  se  trouvant  soumis  à  une 
tension  égale  à  R  par  unité  de  section,  subit 

d$ 
un  allongement  égal  à  Rx  p-.  L'allonge- 

.  ment  total  pris  par  la  circonférence  exté- 

"'  ^  ""  ^  ''  rieure  A'G'B'  est  donc  égal   à  incf'  x  |, 

et  l'allongement  total  pris  par  la  circonférence  intérieure  est  de 

même  égal  à   aicp  x  ^.  Les  deux  circonférences,  dont  les  rayons 

sont  p  et  p'  dans  l'état  naturel,  doivent  donc,  par  suite  de  Tex- 


Fig.  241. 
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tensioD,  prendre  des  rayons  respectivement  égaux  &  p  (  i  +m)} 

et  à  pM  1  +  p  )»  ot  Tépaisseur  primitive  p'  —  p  devient  égale  à 

(p'  —  p)  f  I  -|.  ^\  c'est-à-dire  qu'elle  augmente  dans  le  même  rap- 
port que  les  éléments  de  fibre. 

Or  nous  avons  vu  (§  1 5}  qu'une  tige*  tirée  par  une  force  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  subit,  en  même  temps  qu'une  extension,  une 
contraction  latérale.  La  paroi  entière  de  la  chaudière,  étant  soumise 
à  un  tel  effort,  doit  diminuer  d'épaisseur,  tandis  que  l'hypothèse  de 
la  répartition  égale  des  pressions  sur  toute  l'épaisseur  a  pour  consé- 
quence géométrique  et  nécessaire  un  accroissement  d'épaisseur  : 
cette  hypothèse  conduit  donc  à  une  contradiction. 

Lorsque  l'épaisseur  p'  —  p  est  très  petite  par  rapport  au  rayon, 
l'inégalité  des  tensions  dans  les  diverses  fibres  de  la  paroi  est  peu 
accentuée,  et  l'on  peut  sans  erreur  considérer  la  tension  en 
un  point  quelconque  comme  sensiblement  égale  à  la  pression 
moyenne.  Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  l'épaisseur  est  très 
forte;  alors  l'inégalité  devient  plus  grande,  et  les  fibres  inté- 
rieures subissent  une  tension  beaucoup  plus  élevée  que  les  fibres 
extérieures.  La  paroi  tend  à  se  déchirer  en  conunençant  par  les 
fibres  du  dedans. 

Cet  exemple  nous  montre  que  la  solidité  des  chaudières  ne  croit 
pas  proportionnellement  aux  épaisseurs  ou  aux  quantités  de  matière. 
Si  Ton  double  la  pression  de  la  vapeur  dans  une  chaudière,  il  ne 
suffit  pas,  pour  assurer  la  même  résistance  à  l'enveloppe,  d'en  dou- 
bler l'épaisseur  ;  il  vaudrait  mieux  changer  la  matière  de  la  paroi  et 
adopter  des  matériaux  plus  résistants,  pour  avoir  toujours  une  épais- 
seur moindre,  et  pour  produire  la  répartition  de  tension  la  plus 
égale  possible  (i). 

280.  Répartition  des  efforts  dans  les  chaudières  cylindriques 


(1)  Cf.  s  73. 
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indéfinies  à  base  circulaire.  —  Un  prisme  soumis  à  une  extension 
subit  une  contraction  latérale  dont  le  coefficient  peut  être  déter- 
miné, soit  par  la  théorie  mathématique  de  Félasticité,  soit  par  Fex- 
périence.  Supposons  ici  ce  coefficient  connu. 

Soit,  par  exemple,  un  prisme  rectangulaire  de  longueur  égale  à 
Tunité,  d'épaisseur  très  petite  et  de  largeur  indéfinie;  s'il  est  solli- 
cité par  une  force  uniformément  répartie  sur  sa  base,  à  raison  de  R 
unités  de  poids  par  unité  de  surface,  sa  longueur  primitive,  i ,  de- 

viendra  sous  cet  effort  i  +  p^  et  son  épaisseur  décroîtra  de  la  frac- 


R 


tion  m  t;  de  sa  valeur  primitive,  E  étant  le  coefficient  d'élasticité  de 

la  matière,  m  le  coefficient  de  contraction,  égal  à  -,  d'après  M.  de 

Saint-Venant;  d'autres  auteurs,  Wertheim,  par  exemple,  le  font  égal 

à  -;  d'autres  encore  le  font  égal  à  7  (Gd  S  i5). 
d  4 

Appliquons  ces  données  à  une  chaudière  indéfinie,  cylindrique,  à 

Fig.  24t.  base  circulaire  et  infiniment  mince  ;  soient  p 

et  y  :=  j9  -f  dp^  les  pressions  par  unité  de 

surface  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur;  r  le 

rayon  intérieur  OA ,  t^  =  r  +  dr  le  rayon 

extérieur  OA';  soit  enfin  R  la  tension  par 

unité  de  surface,  développée  dans  la  matière 

suivant  les  sections  diamétrales  AA',  BB'. 

La  tension  R  nous  sera  donnée  par  l'équation  d'équilibre  de  la 

demi-chaudière  : 


mdr  =  2pr  —  2p V  ^Stpr--  2fp  +  dp)  (r  +  dr) 


donc 


(1) 


^  _      dfpr) 

dr  ' 


La  circonférence  de  la  chaudière,  subissant  cette  tension  en  tous 
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points,  s'allonge  dans  le  rapport  de  i  à  i  -f  p  9  ce  qui  donne  au 

rayon  r  un  allongement 

(2)  8r  =  rxg;^ 

mais  en  même  temps  la  contraction  s'opère,  et  l'épaisseur  dr  vaiîe 
de  la  quantité  8tfr, 

(3}  tdr  =  —  mdr  x  — . 

Ces  résultats  sont  applicables  à  chacun  des  anneaux  concentriques 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  peut  concevoir  décomposée  la 
couronne  annulaire  formant  la  section  transversale. d'une  chaudière 
d'épaisseur  finie  ÂB  (fig.  s43). 
Soient  OG  =  r,  OD  =  r  +  rfr,  le  rayon  intérieur  et  le  rayon  exté- 
Fig.  243.  rieur  d'un  tel  anneau  CD.  Appelons  p  la  pres- 

sion (rapportée  à  l'unité  de  surface)  des  an- 
/;^^;;;;-^Z::^^    ^*    neaux  intérieurs  sur  l'anneau  CD  ;  p  +  dp  la 
//         ^M  V  \     pression  des  anneaux  extérieurs. 

^       Les  équations  (1),  (2),  (3)  seront  applica- 
bles. 
Diflérentions  1* équation  (s);  il  viendra 


mais 


dôr  =  odr  =  —  rnàr  n , 

l2i 


donc 

(4)  (i  +  m)Rdr  +  rdR  =  o ," 


et  par  suite 


ou  bien 


^)         ^  ~  ;Tf^»      ^  désignant  une  constaule  arbîlrairc* 
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Sabstîtuant  cette  valeui-  de  R  dans  l'équation  (i),  il  viendra  une 
équation  qui  fera  connaître  p  en  fonction  de  lU  On  a  en  effet 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 
et 


(6)  p  =  ^  + 


r       wir"*+** 


G  étant  une  nouvelle  constante. 

Les  constantes  A  et  G  se  détermineront  en  exprimant  que,  pour 
r  =  OA=:r^,  rayon  intérieur  de  la  chaudière,  p=Pof  pression 
intérieure,  et  que,  pour  r  =  OB  =  r,  rayon  extérieur,  p  =  jOj. 

On  a  donc  à  la  fois 


C   .      A 

^t  =  r  +  irns+îf 


^0  ^^^9 


__C  A 

donc 

i        _i 

et  la  répartition  des  tensions  sera  donnée  par  la  formule  (5}»  où  Ton 
mettra  pour  A  la  valeur  (7)  : 

4 

R  est  nul  lorsqu'on  a  à  la  fois  p^  =  o,  />^  =  o,  et  plus  générale- 
ment, quand  p^r^  =/>i^i-  On  voit  qu'il  n'est  pas  nul  si  l'on  a  sim- 
plement p^=^p^*  Si  pj'*ii>p^r^y  R  décroît  de  l'intérieur  à  l'extérieur. 
La  pression  />,  exercée  par  un  anneau  sur  l'anneau  voisin,  est  donnée 
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par  r  équation  (6),  qui  devient,  en  substituant  à  A  et  à  G  leurs  va- 
leurs définitives, 

P-        rm  _  r^fn        ^7+         rr  —  U^        ^r«M* 

Si  l'on  fait  m  =  -,  la  formule  (8)  devient 

Ces  formules  supposent  que  Tenveloppe  est  en  équilibre;  elles 
seraient  fausses  A  on  les  appliquait  à  des  enveloppes  soumises  à  des 
vibrations  faisant  intervenir  les  forces  d'inertie.  On  ne  doit  pas,  par 
exemple,  les  employer  pour  calculer  la  tension  du  métal  d'une  pièce 
de  canon  pendant  le  tir. 

On  trouvera  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées  (septembre 
1876,  n""  4o),  un  article  de  M.  Brune  où  la  même  question  est 
traitée  d'une  manière  un  peu  différente  (1). 

281.  d**  Cas  —  Enveloppe  cylindrique  à  profil  circulaire^  limitée 
dans  la  longueur  à  deux  couvercles  de  forme  inditemUnie.  Be- 
cherche  de  la  tension  ou  pression  longitudinale. 

Appelons  encore  p  la  pression  intérieure,  p'  la  pression  extérieure 
par  mètre  carré  de  surface  ;  R'  étant  l'effort  développé  dans  la  matière 
suivant  les  génératrices  du  cylindre,  on  a  pour  l'équilibre  l'équation 

R'  X  2ic  (j^)  X  «  =  «pV — ^pV- 

Cette  équation  se  simplifie  lorsque  la  petitesse  de  l'épaisseur  par 
rapport  à  p  permet  de  confondre  p  et  p',  et  elle  devient 

R'«  =  |p(P"-P% 


(i)  Cet  article  renferme  anssi  une  théorie  de  la  plaque  circulafre  eyinétrlquemeoi 
chargée,  et  une  Bolutlon  du  problème  de  la  plaque  circulaire  d'égale  réâistaoce. 
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En  comparant  réquation  (a)  à  l'équation  (i),  on  voit  que  R'=:-R, 

c'est-à-dire  que  dans  une  chaudière  cylindrique  la  tension  longitu- 
cUnale  est  la  moitié  de  la  tension  transversale. 

Nous  chercherons  plus  loin  quelle  forme  il  est  préférable  de  donner 
aux  couvercles  d'une  chaudière  cylindrique  à  section  circulaire. 


CALCUL  DE  L'ÉPAISS£UB  DES  GHADDIÈBES* 


282.  On  calcule  en  France  l'épaisseur  à  donner  à  une  chaudière 
cylindrique  de  machine  à  vapeur,  par  une  formule  contenue  dans 
l'ordonnance  royale  du  as  mai  i843: 

e  =  0,0018  iid  +  0*,003. 

Cette  formule  s'applique  seulement  aux  chaudières  à  pression  inté- 
rieure ;  e  est»  en  mètres,  l'épaisseur  à  donner  à  la  paroi  ;  d  est,  en  mè* 
très,  le  diamètre  de  la  chaudière,  et  n  le  nombre  net  d'atmosphères 
auquel  la  pression  intérieure  peut  s'élever.  Ce  nombre  s'obtient 
en  retranchant  une  unité  du  nombre  d'atmosphères  indiquant  la 
pression  totale  de  la  vapeur  dans  la  chaudière.  Une  atmosphère 
équivaut,  comme  on  S£dt,  au  poids  d'une  colonne  de  mercure 
de  760  millimètres,  soit  à  environ  i^.oS  par  centimètre  carré. 
Pour  les  chaudières  à  basse  pression,  le  premier  terme  de  la  for- 
mule est  nul  ou  négligeable  ;  dans  ce  cas,  on  peut  donner  telle 
forme  qu'on  voudra  au  profil  de  l'enveloppe,  elle  sera  toujours  en 
équilibre  entre  les  pressions  exercées  sur  ses  deux  faces.  Le  tracé 
du  profil  s'exécute  alors  d'après  d'autres  considérations.  Le  terme 
o^'.ooS  delà  formule  est  destiné  à  donner  un  surcroît  de  garantie 
pour  la  résistance  et  la  durée  de  la  chaudière.  Le  calcul  des  tensions 
qui  correspondent  aux  épaisseurs  assignées  par  cette  formule  démontre 
que  la  tension  transversale  s'élève  au  plus  à  9'',8o  par  millimètre  carré. 
Cette  faible  limite  se  justifie  en  observant  que  les  fortes  pressions  ne 
s*obtiennent  dans  les  chaudières  que  sous  de  hautes  températures. 
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et  que  rélévation  de  la  température  réduit  la  résistance  du  métal. 
Pour  les  chaudières  des  locomotives,  qui  reçoivent  le  feu  intérieu- 
rement, on  diminue  d'un  tiei*s  les  résultats  fournis  par  la  formule. 

Lorsque  la  chaudière  doit  supporter  une  pression  extérieure, 
Vordonnance  du  ss  mai  i843,  complétée  par  une  instruction  minis- 
térielle du  17  décembre  1848,  prescrivait  d'ajouter  moitié  en  sus  à 
l'épaisseur  indiquée  par  la  formule,  et  en  outre  de  consolider  le 
profil  par  des  anneaux  en  fer  forgé  destinés  à  prévenir  les  défor- 
mations. Cette  précaution  est  nécessaire  lorsque  la  pression  est 
extérieure,  parce  que  les  moindres  déformations  du  profil  tendent  à 
s'accroître  sous  l'action  des  forces  qui  compriment  Tenveloppe  ;  elle 
est  entièrement  inutile  lorsque  la  pression  est  intérieure,  ces  dé- 
formations tendant  au  contraire  à  s'effacer.  En  d'autres  termes,  la 
forme  circulaire  est  pour  les  enveloppes  une  forme  d'équilibre  ;  mais 
l'équilibre  est  stable  si  la  plus  grande  pression  est  intérieure  à  l'en- 
veloppe, et  il  est  instable  dans  le  cas  contraire. 

L'ordonnance  de  i843  est  aujourd'hui  remplacée  par  un  décret  du 
fi5  janvier  i.865,  qui  supprime  toutes  les  mesures  préventives,  sauf 
l'épreuve  préalable  de  la  chaudière.  Cette  épreuve  se  fait  avec  la 
presse  hydraulique  ;  la  pression  d'épreuve,  autrefois  fixée  au  triple 
de  la  pression  nette  de  la  vapeur  dans  la  tfaaudière  en  service,  a  été 
réduite  au  double  par  le  même  décret  (1). 

Les  chaudières  à  basse  pression  n'ont  pas  besoin  de  recevoir  une 
forme  particulière  d'équilibre,  et  en  général,  on  leur  donne  le  profil 
qui  leur  assure  le  contact  le  plus  étendu  avec  le  feu.  Aussi,  lorsque 
la  pression  augmente  accidentellement,  l'enveloppe  est  exposée  à  se 
déchirer.  Contrairement  à  un  préjugé  fort  répandu,  les  chaudières 
à  basse  pression  présentent  en  somme  moins  de  sécurité  que  les 
chaudières  à  haute  pression  ou  à  pression  moyenne;  la  forme  d'é- 
quilibre et  les  épreuves  donnent  pour  celles-ci  de  précieuses  garan- 


(I)  Voir  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées,  jain  1876,  Mémoire  n*  29,  la  circu- 
laire du  Board  of  trade^  contenant  les  iostrucUoDS  pour  les  contrOleors  chargés  de  rin- 
spection  des  chaudières  en  Angleterre. 
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ties,  et  d'ailleurs  les  augmentations  subites  de  tension  y  sont  beau- 
coup moins  à  craindre. 

Une  surface  métallique,  mince  et  plane,  soumise  à  un  excès  de 
pression  sur  Tune  de  ses  faces,  fléchirait  nécessairement  si  Ton  rie 
lui  donnait  de  la  rigidité  transversale  au  moyen  d'armatures.  Ainsi 
les  parois  de  la  boite  à  feu  d'une  locomotive,  lesquelles  sont  planes 
et  soumises  à  une  pression  extérieure  de  8  à  lo  atmosphères,  doivent 
être  renforcées,  en  haut,  par  des  barres  fixées  de  champ,  et  latérale* 
ment,  par  un  entretoisement  qu'on  opère  à  l'sdde  de  boulons,  pour 
les  réunir  invariablement  aux  parois  voisines  de  la  chaudière. 

On  comprend  d'après  tous  ces  détails  quelles  difficultés  on  ren- 
contre pour  augmenter  notablement  la  pression  de  la  vapeur  dans 
les  chaudières  des  locomotives.  Il  serait  tout  à  fait  conforme  à  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur  de  pousser  plus  loin  la  pression, 
jusqu'à  16  atmosphères  par  exemple;  mais  pour  y  parvenir,  il  fau- 
drait changer  la  matière  de  l'enveloppe,  substituer  à  la  tôle  de  fer 
un  métal  plus  résistant,  comme  la  tôle  d'acier.  On  Ta  essayé,  mais 
les  expériences  n'ont  pas  encore  donné  de  résultats  bien  satisfai- 
sants (1). 

283.  3*  Cas.  —  Enveloppe  sphérique. 

Appelons  toujours  e  l'épaisseur  uniforme  de  l'enveloppe,  petp'les 
rayons  des  faces  internes  et  externes,  p  et  p'  les  pressions  par  unité 
de  surface  à  l'intérieur  et  à  rextérieur.  Nous  aurons 

OU,  en  négligeant  e  par  rapport  à  p. 


(3)  R'e  =  I  Kp— pO* 


(1)  On  commeDce  à  employer  racler  pour  les  parois  des  chaudières  des  machines 
marines^  mats  on  limite  en  générai  cet  emploi  aux  parUes  qui  ne.sont  pas  Tues  direc- 
tement par  le  leo. 

83 
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La  tension  dans  une  enveloppe  sphérique  est  donc  la  moitié  de  la 

tension  transversale  d'une  enveloppe  cylindrique  de  même  diamètre  : 

elle  est  égale  à  la  tension  longitudinale  (§  s8i)* 

•  28A.  Répartition  des  tensions  dans  tépaisseur  des  chaudières 

sphériques.  Nous  admettrons  comme  un  fait  d'expérience  qu'une 

plaque  élastique  d'épaisseur  «,  soumise  dans  tous  les  sens  à  une 

tension  R  par  unité  de  section,  subisse  une  réduction  d'épaisseur 

eR 
$€  proportionnelle  au  produit  -=-,  E  étant  le  coefficient  d'élasticité 

de  la  matière,  de  sorte  qu'on  puisse  poser 


8e=:  — 7n  Y» 


m  étant  un  coefficient  constant,  positif  et  moindre  que  l'unité.  Cette 
loi  étant  admise,  on  peut  appliquer  aux  surfaces  sphériques  soumises 
à  une  pression  intérieure  la  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  les 
tuyaux  cylindriques  indéfinis. 

Considérons  d'abord  une  enveloppe  sphérique  infiniment  mince; 
soient  r  et  r  +  ^r  les  rayons  des  surfaces  qui  la  limitent  à  l'intérieur 
et  à  l'extérieur  ;  j9  et  /}  +  ^p  les  pressions  par  unité  de  surface  exer- 
cées normalement  sur  toute  l'étendue  de  ces  deux  surfaces. 

L'équation  d*équilibre  dé  l'hémisphère  nous  donne 

(1)        R  X  ^Krdr  =  p  x  jt*  —  (p  +  Jp)  x  ;c(r  +  dr)*  =  —  ^pr^)^ 


donc 


R  = i—^ 

ardr 


La  tension  R  par  unité  de  section  produit  un  allongement  pro- 

D 

portionnel  ^  sur  tous  les  éléments  de  longueur  tracés  sur  la  sphère; 
le  rayon  r  subit  aussi  cet  allongement  ;  donc 


(8)  ^^=^1' 
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mais  en  même  temps  Tépaisseur  dr  subit  une  contraction  donnée 
par  l'équation 

(3)  8dr  =  — mdrg. 

Si  de  là  nous  passons  à  une  épaisseur  finie,  en  appelant  p  la  pres- 
sion exercée  par  la  couche  cle  rayon  r  sur  la  couche  de  rayon  r-^-dr, 
r^  et  r^  le  rayon  interne  et  le  rayon  externe,  p^  et  p^  les  pressions 
correspondante,  nous  aurons  d* abord,  comme  pour  une  chaudière 
cylindrique,  ^ 

(4)  R=    ^ 


|.It»» 


A  étant  une  constante;  cette  équation  se  déduit  des  équations  (s)  et 
(3).  Substituant  dans  l'équation  (i),  il  vient 


et,  en  intégrant, 


P'"  =  C  +  7 Tr=-f»      eu  bien      p  =  —  + rrrrrî. 

Pour  déterminer  les  constantes,  nous  exprimerons  que  pour  r=r^^ 
p=p^y  et  que  pour  r  =  r^ ,  p=p^. 
11  vient 

G  2 

On  en  déduit 


m 
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et  enfio 


«■  «—1  «•  m— 1 


285.  Pour  teLtûiner  les  chaudières  cylindriques  dans  le  sens 
de  la  longueur,  il  serait  rationnel  de  placer  à  chaque  ejctrémité 
deux  enveloppes  demi-sphériques  se  l'accordant  suivant  un  grand 
cercle  à  la  surface  convexe  du  cylindre.  La  tension  dans  chaque 
hémisphëra  serait  la  même  que  la  tension  longitudinale  du  reste 
de  la  chaudière.  L'usage  est  de  substituer  à  ces  deux  demi- 
sphères  des  calottes  sphériques  d'un  rayon  plus  grand,  qui, 
au  lieu  de  se  raccorder  avec  la  chaudière,  en  coupent  la  paroi  sons 
un  certain  angle.  Cet  angle  est  soumis  à  des  variations  d'amplitude, 
par  suite  de  l'extension  du  métal  sous  Faction  des  pressions  sup- 
portées  par  l'enveloppe.  Mais  la  cornière  qui  assemble  les  deux 
surfaces  nourrit  assez  l'angle  pour  restreindre  ces  variations  entre 
de  faibles  limites. 

Le  danger  des  couvercles  plats  a  été  mis  eu  évidence  par  un  ac- 
cident arrivé  pendant  le  levage  du  pont  de  Britannia  au  moyen  de 
presses  hydrauliques  (i). 

On  cylindre  en  fonte,  de  o".559  de  diamètre  intérieur,  de  «".748 
de  hauteur  totale,  de  o'".s54  d'épaisseur,  pesant  i3  tonnes  i/s, ser- 
vait de  corps  de  pompe  à  un  piston  plongeur  de  o",6o8  de  diamètre 
et  de  i",83  de  course.  Le  fond  du  cylindre,  au  lieu  d'être  profilé 
suivant  une  courbe  circulaire  raccordée  avec  les  parois  latérales, 
était  à  peu  près  plat.  Les  tensions  moyennes  n'étaient  pas  très 
grandes,  bien  que  le  poids  soulevé  par  le  piston  fût  de  1 .  164  tonnes  : 
mais  Tin  L'gnlité  de  distribution  des  tensions  d.e  à  la  grande  épais- 
seur de  la  fonte,  et  l'incompatibilité  des  déformations  simultanées  da 
fond  presque  plat  et  des  parois  latérales,  causèrent  un  accident  qui 


(1)  VcAcz  Annales  des  mines,  1861,  :.  XX,  p.  433,  article  de  2!.  Cb.  Couche. 
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fsûllit  avoir  de  très  graves  conséquences.  On  levait  avec  cette  presse 
une  travée  du  pont  tubulaire,  qui  a  137  mètres  de  longueur;  elle 
était  arrivée  à  7".3o  de  hauteur,  quand  le  fond  du  cylindre  se  dé- 
tacha tout  à  coup  ;  la  travée  abandonnée  par  le  piston  qui  devait  la 
soutenir,  fut  heureusement  retenue  sur  ses  appuis  de  sûreté. 

Pour  continuer  le  levage  on  modifia  la  forme  du  corps  de  pompe 
^  Ton  substitua  aux  fonds  plats  des  fonds  ayant  la  forme  ellipsoïdale 
commandée  par  la  théorie. 


(n«.  «*♦.) 


Forme  iln  e>lin4rt 
«vaut  l'accident. 


Forme  daeylindre 
après  la  modificatioA  du  fond. 


286.  —  4*  Cas.  —  Enveloppe  cylindrique  à  profil  faiblement 
elliptique. 

Dans  les  profils  circulaires,  nous  n* avons  eu  à  constater  que  des 
tensions ,  soit  longitudinales ,  soit  transversales ,  mais  toujours  tan- 
gentes à  la  surface.  Ici  se  développent  non-seulement  des  tensions, 
mais  encore  des  moments  fléchissants,  comme  dans  une  poutre  sou- 
mise à  l'action  de  forces  transvei'sales.  Pour  que  ce  phénomène  puisse 
se  produire,  il  est  nécessaire  que  Tenveloppe  ait  une  certaine  rai- 
deur, car  si  elle  était  éminemment  flexible,  le  profil  circulaire 
conviendrait  seul  pour  l'équilibre  ;  de  plus,  l'équilibre  serait  instable 
si  la  pression  s'exerçait  de  dehors  en  dedans. 

La  recherche  delà  déformation  d'une  enveloppe  à  profil  elliptique 
est  une  application  des  formules  de  la  flexion  des  pièces  courbes  ;  le 
calcul  se  simplifie  quand  on  suppose  à  l'ellipse  une  faible excentiicité. 
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Soit  ÂBA'B'  la  fibre  moyenne  de  l'enveloppe  ;  nous  supposerons 
Fig.  Î45.  q^g  jç  cylindre  ait,  perpendiculairement 

au  plan  de  la  figure,  une  longeur  égale 
à  r unité.  Menons  par  le  centre  0  de  Tel- 
lipse  les  axes  A'A,  BK. 

Soit  p  la  pression  nette  qui  s'exerce 
intérieurement  au  vase,  c'est*à-dire  l'ex- 
cës  de  la  pression  intérieure  sur  la  pres- 
sion extérieure. 

Coupons  le  vase  par  le  plan  AA'  ;  les  résultantes  des  forces  élas- 
tiques développées  dans  chacune  des  deux  sections  A  et  A'  font 
équilibre  à  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  tout  le  périmètre 
intérieur  de  Tellipse  ;  or  cette  résultante  est  aussi  la  résultante  des 
pressions  exercées  sur  le  diamètre  AA'  qui,  pris  avec  l'arc  A'BA, 
achève  de  fermer  le  contour  A'BA  ;  il  résulte  de  là,  et  de  la  syméurie 
de  la  figure  par  rapport  au  plan  AA',  que  la  somme  des  forces 
élastiques  développées  dans  la  section  A  est  égale  à  pa,  si  Ton  dé- 
signe par  a  le  demi  grand  axe  OA.  La  résultante,  d'ailleurs,  ne  passe 
pas  nécessairement  au  point  A  lui-môme  ;  appelons  h  la  distance  du 
point  A  à  son  point  d'application  C.  Nous  compterons  la  distance  k 
positivement  de  A  vers  0,  négativement  en  sens  contraire.  On  voit  que 
les  actions  moléculaires  développées  au  sommet  A  de  l'ellipse  se  ré- 
duisent en  définitive  à  une  force  appliquée  en  A,  perpendiculairement 
à  AA\  et  à  un  couple,  dont  le  moment  est  égal  au  produit  de  cette 
force  par  la  distance  AG. 

Considérons  une  section  transversale  M,  et  cherchons  le  moment 
fléchissant  qui  s'exerce  dans  cette  section. 

Soient  x^  y  les  coordonnées  du  point  M.  La  somme  des  moments 
des  pressions  exercées  de  A  en  M  est  égale  à  la  somme  des  moments 
des  pressions  exercées  sur  les  deux  droites  PM,  PA  qui  forment  avec 
l*arc  AH  un  contour  fermé;  il  y  a  de  plus  à  tenir  compte  du  mo- 
ment, par  rapport  à  M ,  de  la  réaction  mutuelle  des  deux  parties  de 
l'enveloppe  qui  se  réunissent  au  point  A.  Le  moment  de  la  force  pa^ 
appliquée  en  G,  est  positif,  puisque  cette  force  tend  à  augmenter  la 
courbure  de  l'arc  au  point  M  ;  les  moments  des  pressions  élémen- 
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taires  réparties  le  long  de  MA,  ou  réparties  le  long  des  droites  MF, 
PA,  tendent  à  redresser  l'arc  et  sont  négatifs.  Nous  aurons  donc 


a  =  pax  FL- 
OU bleu 


M  =  pa  X  PC  —  ip  X  MP*  - 1  p  X  PA% 


M  =pa  X  (a  - 1-  ;o  - 1  p[y«  +  (a-x)*]. 

Si  Ton  fait  dans  cette  équation 

X  =  a, 

il  vient 

M  =  —  paA, 

de  sorte  que  pak  est  la  valeur  changée  de  signe  du  moment  fléchis* 
sant  au  point  A  ;  appelons  ce  moment  Mo ,  et  nous  aurons 

i  i  i 

On  peut  chasser  y  de  cette  équation  au  moyen  de  Féquation  de 
Tellipse , 


-—  -I-  ï^  ^  4 

a«  +  6«       *• 


où  b  désigne  le  demi  petit  axe  OB. 
On  en  déduit 


y'='>'{^-$) 


Substituant  et  réduisant,  il  viendra 

/ 

Dans  cette  équation,  on  ne  connaît  pas  encore  M«;  pour  le  déter- 
miner considérons  Tare  AB  comme  une  pièce  courbe,  soumise  en 
chacun  de  ses  points  au  moment  fléchissant  M. 
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La  loi  de  déformatioD  de  Tare  sera  exprimée  par  réquation 


'-•=St^»- 


où  E  désigne  le  coefficient  d'élasticité,  I  le  moment  d'inertie,  ds  Yé- 
léroent  de  l'arc,  ^  une  constante  [$  84a,  éq.  (5)].  Prenons  l'intégrale 
entre  les  points  A  et  B,  et  observons  qu'en  ces  points  extrêmes,  la 
déviation  angulaire  des  normales  est  nulle  à  cause  de  la  double 
symétrie  de  la  figure  ;  on  en  conclut 


ps=0     et     Ç*"*M(l*  =  0, 

Cette  équation  achève  de  déterminer  le  moment  inconnu  Mo. 
Nous  avons  donc  l'équation 

La  première  intégrale  représente  la  longueur  S  de  l'arc  AB ,  qu'on 
peut  supposer  connue. 
La  seconde  se  décompose  en  deux  termes,  dont  le  premier  est 

5P(a«-^)xS; 
le  second, 

peut  s'obtenir  approximativement  lorsque  l'excentricité  de  TeHipse 

est  très  petite.  En  effet,  /  x^ds  est  la  somme  des  moments  d'inertie 

de  l'arc  AB  par  rapport  à  l'axe  des  y.  Si  cet  arc  AB  appartenait  à  une 
circonférence  de  rayon  égal  à  a,  on  aurait 

Lorsque  les  demi-axes  a  et  6  sont  peu  .différents  l'un  de  l'autre, 
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on  peut  continuer  à  faire  usage  de  cette  formule,  dans  laquelle  S 
représente  le  quart  du  périmètre  de  l'ellipse  AB. 
L'équation  précédente  devient  ainsi 

M«S  +  î  p(a«  — 6«)S—  i  pia^^b*)  S  =  0. 

Supprimons  le  facteur  S  et  réduisons;  il  viendra 

M«  =  — lp(a«~6«). 

Par  suite,  le  moment  fléchissant  en  un  point  quelconque  M,  défini 
par  son  abscisse  ar,  est  donné  par  la  relation 

Si  a  =  6,  ou  si  le  profil  était  circulaire,  on  aurait  en  tous  points 
M  =  o.  Si  a  est  différent  de  6,  M  change  de  signe  au  point 

On  peut  se  servir  de  cette  valeur  de  M  pour  calculer  les  limites  de 
la  charge  de  la  matière,  en  appliquant  la  formule  générale 

R-5+  ,-• 

dans  laquelle  P  doit  recevoir  une  valeur  négative,  parce  que  cettf 
force  représente  un  effort  d'extension  ;  P  varie  d'ailleurs  en  valeur 
absolue  entre  deux  limites  assez  étroites,  j9a  au  point  A,  pb  au  point  B. 
Soit  e  l'épaisseur  de  l'enveloppe;  nous  aurons  pour  une  longiieu: 
égale  à  l'unité 
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les  limites  de  v  seront 

et   la   plus  grande  valeur  absolue  de  la  tension  s'ol)tiendra  en 

i'aisant 

.  =  +  :. 

Appliquons  cette  formule  au  point  A;  nous  aurons 

p  =  —  pa. 

Donc,  en  prenant  R  en  valeur  absolue, 

pa      2     (a«--6«)  _  pa/        3  a«  — 6«\ 

^-T"*'3p    e«    ~TV*"*'2""5r";- 

Pour  employer  cette  formule,  on  doit  y  introduire  les  valeurs  des 
demi-axes  aet  b  pris  après  la  déformation.  On  les  trouvera  en  fonc- 
tion des  demi-axes  dans  l'état  naturel,  en  appliquant  aux  points 
A  et  B  les  formules  de  la  déformation  des  pièces  courbes,  c'est-à- 
dire  en  calculant  au  moyen  des  formules  (lo)  et  (i  i)  de  la  page  438, 
les  valeurs  des  variations  x'  —  ar,  y  '  —  y,  relatives  à  Tare  total  AB. 
Nous  nous  bornerons  ici  à  donner  les  résultats  approximatifs  de  ces 
calculs,  qui  ne  présentent  aucune  difficulté. 

Appelons  a,  6,  les  valeurs  des  demi-axes  après  la  déforma- 
tion, a^,  b^9  les  valeurs  primitives  de  ces  mômes  demi-axes;  nous 
aurons 

a_..  =  _i(a+6)g(l^'-,). 

Approximativement,  on  aura,  en  négligeant  l'unité  vis-è-vis  du 

a*—b* 
nombre s —  qui  est  très  grand,  puisque  e  est  supposé  très  petit, 

l,-b,=  +  -{a  +  b)''  \^       • 
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La  somme  a  +  b  est  sensiblement  égale  à  a^  +  b^t  et  mesure  le 
diamètre  moyen  de  la  chaudière,  qui  reste  à  peu  près  constant. 

Soient  c^  et  c  les  valeurs  de  l'excentricité  du  profil,  ayant  et  après 
la  déformation.  On  aura 

ai  a; 

,  _  g*— 6«  _  (g  — 6)(a  +  6) 

et  le  rapport  —5  sera  égal  à  — ^^  '^  (~)  ♦  ®°  supprimant  comme 

égaux  les  facteurs  a^  +  ^o*  ^  +  ^  &nx  deux  termes  du  rapport 
Cette  équation  montre  que,  pour  que  c  soit  réel,  il  est  nécessaire  que 

T-  soit  positif,  c'est-à-dire  que  le  grand  axe  de  V ellipse  pri- 
mitive reste  le  grand  axe  de  V ellipse  déformée.  C'est  la  condition 
de  la  stabilité  du  profil. 

Or  on  a,  en  retranchant  les  deux  équations  qui  donnent  a — a^,  b  —  b^ 
et  en  divisant  par  a  —  6, 

g— 6   "~     "^      SlEc»     * 

la  condition  de  stabilité  est  donc 

*+      2E^»      ^^- 

Cette  condition  est  toujours  remplie  lorsque  p  est  positif,  ou  lors- 
que la  pression  est  intérieure.  Dans  ce  cas  les  formules  sont  appli- 
cables, et  si  l'on  a  a^  >  6^,  on  aura  aussi  a  >  6, bien  que  a  soit  <a^ 
et  b  >  b^.  Lorsque  p  est  négatif,  il  faut,  pour  que  la  déformation 
reste  très  petite,  que  l'inégalité  précédente  soit  satisfaite.  Autrement 
Tenveloppe,  à  moins  qu'on  ne  la  renforce  par  des  armatures,  s'écrase 
sons  la  pressipn  qu'elle  supporte  de  dehors  en  dedans. 

En  résumé,  la  discussion  de  ces  formules  démontre  : 

i*  Que  sous  l'action  d'une  pression  intérieure,  l'excentricité  tend 
à  diminuer,  tandis  que  sous  l'action  d'une  pression  extérieure,  elle 
tend  au  contraire  à  augmenter; 

a*  Que  la  tension  R  au  sommet  du  grand  axe  augmente  très  rapi- 
dement avec  l'excentricité  du  profil. 
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Enfin,  dans  le  cas  où  la  pression  est  extérieure,  Tanalyse  assigne 
une  limite  inférieure  à  l'épaisseur  e,  pour  que  Fenveloppe  ait  par 
elle-même  une  raideur  suffisante. 

287.  Bélanger,  dans  le  §  1 9  de  sa  Théorie  de  la  résistance  et  la 
flexion  plane  des  solides  (1),  donne  un  exemple  du  calcul  de  la 
résistance  d'une  chaudière  elliptique,  qui  montre  bien  l'influence  de 
l'excentricité. 

Une  chaudière  à  foyer  intérieur,  dont  le  diamètre  moyen  est  d'un 
mètre,  supporte  du  dehors  en  dedans  une  pression  de  4  atmosphères, 
ou  d'environ  40  000  kilogrammes  par  mètre  cari*é.  L'épaisseur  est 
de  i5  millimètres.  On  trouve  que  la  chaudière  ayant  pour  demi- 
axes  primitifs  les  quantités 

a,  =  b-,507, 
60  =  0-,493, 

prend  par  suite  de  la  déformation  les  demi-axes 

a  =  0,510, 
h  =  0,490, 

de  sorte  que  son  excentricité  augmente;  la  pression  maximum,  qui 
a  lieu  au  sommet  du  grand  axe,  a  pour  valeur 

R  =  1360000(1  +  3,92)  =  6691200. 

Si  le  profil  de  la  chaudière  était  rigoureusement  circulaire,  la  pres- 
sion s'élèverait  seulement  à  i^,36  par  millimètre  carré;  la  faible 
excentricité  qui  lui  a  été  donnée  rend  quintuple  la  pression-limite. 
Si  Ton  avait  déduit  R  des  valeurs  o",5o7  et  o"'49'^  des  demi-axes 
primitifs,  on  aurait  trouvé 

R  =  1352000(1  +  2,76)  =  5083,520  kilog. 

résultat  trop  faible  d'un  tiers  environ.  Lorsqu'au  contraire  la  pres- 
sion agit  de  dedans  en  dehors,  l'excentricité  diminuant,  on  peut 
employer  dans  la  formule  les  valeurs  primitives  des  demi-axes, 
a^  et  b^ ,  et  elle  donnera  une  limite  supérieure  de  la  résistanoe  par 
uniié  de  surface. 


(0  Paris,  Mallet-Bilchelier,  1868. 
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CHAPITRE  II. 

RÉSISTANCE  DES  PORTES  D*ËGLUSE. 

288.  Aux  problèmes  sur  la  résistance  des  surfaces,  on  peut 
annexer  certaines  questions  relatives  aux  planchers,  aux  toitures, 
aux  portes  d'écluse.  Nous  choisissons  les  portes  d'écluse  comme  un 
des  exemples  les  plus  intéressants  d'une  étude  de  cette  nature.  Le 
problème  est  extrêmement  complexe  quand  on  veut  le  traiter  en  toute 
rigueur  (i)  ;  mais  la  méthode  que  nous  allons  exposer  est  une  mé- 
thode simplifiée,  que  l'on  peut  suivre  dans  les  applications. 

Les  écluses  sont,  en  général,  munies  d'une'  pdre  de  portes  symé- 
triques et  symétriquement  placées,  qui,  mobiles  autour  de  leurs 
poteaux-tourillons f  ferment  le  passage  en  s'arc-boutant  l'une  contre 
l'autre,  ou  bien  le  laissent  libre  en  s'effaçant  dans  les  enclaves  ré- 
servées  dans  les  bajoyers.  Chaque  porte  consiste  essentiellement 
en  un  cadre  rectangulaire;  les  côtés  verticaux  de  ce  cadre  sont 
formés  par  le  poteau-tourillon  et  le  poteau  busqué^  et  les  côtés 
horizontaux  par  la  traverse  supérieure  et  la  traverse  inférieure. 
Les  portes  fermées  dessinent  en  plan  un  chevron;  leurs  tra- 
verses inférieures  portent  sur  la  saillie  du  busc^  leurs  poteaux- 
tourillons  sur  la  maçonnerie  du  chardonnet^  enfm  leurs  poteaux 
busqués  sont  en  contact,  et  se  fournissent  un  mutuel  appui.  L'inté- 
rieur du  cadre  est  garni  de  pièces  horizontales  appelées  entretoises^ 
ou  bien  de  pièces  verticales  appelées  aiguilles;  les  premières 
rattachent  le  poteau-tourillon  au  poteau  busqué;  les  secondes 
rattachent  la  traverse  haute  à  la  traverse  '  basse  ;  d'autres  pièces, 
que  nous  indiquerons  plus  loin,  sont  destinées  à  donner  de  la  rigidité 
aux  assemblages  des  éléments  principaux  de  l'ossature  ;  enfin  le  bor- 


(1)  Voir  Annales  des  ponts  et  chaussées,  année  1867,    n*  153,  t.  XIH;  mémoire  de 
M.  Lavoinne  sur  la  flexion  des  entretoises  et  du  bordage  dans  les  portes  d'écluse. 
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dage  recouvre  toute  cette  charpente ,  et  reçoit  directement  la  pres- 
sion de  Teau. 

On  peut  considérer  la  porte  d'écluse  dans  deux  situations  princi 
pales,  quand  elle  est  fermée,  et  quand  elle  est  ouverte.  Quand  elle 
est  fermée,  elle  supporte  sur  la  face  d'amont  une  pression  supérieure 
à  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  face  d'aval,  et  elle  se  trouve  dans 
les  conditions  les  plus  défavorables  de  résistance  lorsque  la  diffé- 
rence du  niveau  de  l'eau  dans  les  deux  biefs  est  la  plus  grande  pos- 
sible. Lorsque  la  porte  est  ouverte,  elle  n'est  plus  soumise  qu'à 
l'action  de  la  pesanteur»  qui  tend  à  la  fois  à  la  renverser  autour  de  la 
crapaudine  du  poteau-tourillon  en  arrachant  le  collier,  et  à  déformer 
le  cadre  rectangulaire  en  faisant  tasser  d'une  certaine  quantité  le 
poteau  busqué.  Nous  examinerons  successivement  ces  deux  situa- 
tions. 

289.  Considérons  d'«bord  l'équilibre  de  la  porte  fenriée. 
Soit  ÂBC  le  buse,  donné  par  la  largeur  AG  du  pertuis  libre,etpar  la 
^-  ***•  flèche  BF  du  chevron  au  milieu 

de  cette  ouverture. 

AE,  CD  sont  les  enclaves  où 
les  portes  s'engagent,  en  re- 
traite sur  le  parement  des 
bajoyers.  A  et  G  sont  les  deux 
chardonnets  voisins  des  axes  de 
rotation.  Nous  représenterons 
par  aa  la  distance  AG  des  points 
d'appui  latéraux  des  portes,  et 
par  /  la  flèche  FB.  Il  en  résulte  que  la  longueur  AB  ou  BG  de  chaquf 

vantail  est  égale  à  sjd^  -f  /•,   quantité  que  nous  représenterons 
par  /. 

Coupons  le  vantail  pier  un  plan  vertical  normal  à  sa  direction,  e 
soit  HN  sa  hauteur  (fig.  s47)  ;  soit  PQ  le  niveau  de  l'eau  sur  la  face 
d'amont,  FQ'  le  niveau  de  l*eau  sur  la  face  d'aval.  Pour  trouver 
la  presnon  totale  exercée  par  la  porte  sur  chaque  vantail ,  menons 
par  le  point  M  une  horizontale  indéfinie  sur  laquelle  nous  pren- 
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Fig.  f  47. 
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drons  les  longueurs  MS  =  MP,  MT  =  MQ';  joignant  PS  et  Q'T, 

nous  aurons  des  triangles  isoscëles  rec- 
tangles PMS,  Q'MT,  dont  les  ordonnées 
horizontales  mesureront  en  chaque 
point  la  pression  par  unité  de  surface 
exercée  en  ce  point  par  Teau,  et  dont 
les  aires  mesureront  les  pressions  to- 
tales. Retranchant  du  grand  triangle 
T         M  E        8      PMS  la  surface  du  petit,  HRS  =  TMQ', 

sans  altérer  les  hauteurs  des  ordonnées  représentatives  des  pressions 
locales,  nous  obtenons  en  définitive  un  contour  polygonal,  PHR,  dont 
les  ordonnées  représentent  les  poussées  nettes  subies  par  la  porte; 
elles  croissent  de  P  en  Q'  parce  que,  sur  cette  région,  l'une  des  faces 
de  la  porte  est  seule  soumise  à  l'action  de  l'eau,  et  elles  restent 
constantes  de  Q[  en  M,  région  où  l'eau  agit  sur  les  deux  faces. 
La  pression  totale  est  donc  proportionnelle  à  l'aire  du  trapèze 

PHRM,  dans  laquelle  les  bases  PM  et  RH  sont  les  hauteurs  d'eau,  h  et 
h'  de  chaque  côté  de  la  porte,  comptées  à  partir  du  seuil  H  ou  de  la 

traverse  basse,  et  la  hauteur  MR=Q'H=PQ'  est  la  différence,  A— A', 
de  ces  deux  hauteurs  d'eau.  L'aire  est  égale  à  -  l/r  —  A"),  et 
si  l'on  appelle  n  le  poids  du  mètre  cube  d'eau,  la  poussée  totale 
subie  par  la  porte  sera  égale,  par  mètre  de  largeur,  à  —(A' — Â''),  et 

à  —  {h*  —  h'*)  pour  la  largeur  /.  Appelant  P  cette  poussée ,  nous 


aurons 


IF/ 


Le  point  d'application  de  la  force  P  est  situé  sur  la  verticale 
moyenne,  I,  do  cadre  formé  par  le  vantail  (fig.  s 46),  à  la  hauteur 
du  centre  de  gravité  G  du  trapèze  PiMRH  (fig.  247)  ;  pour  trouver 
le  point  6,  on  observera  qu'il  est  à  la  fois  sur  la  droite  SL,  me- 
née du  point  S  au  milieu  de  la  droite  PH»  et  sur  le  droite  ffg'  qui 
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joint  les  centres  de  gravité  g^  ^  des  deux  triangles  PRM,  PRH. 
La  même  poussée  s'exerce  en  T,  à  la  même  hauteur,  sur  le 
second  vantail.  Les  forces  P  et  F  sont  équilibrées  par  les  réac- 
tions des  appuis  des  deux  portes,  c'est-à-dire  par  les  réactions 
du  buse  et  des  deux  chardonnets;  les  deux  portes  exercent  de 
plus  une  poussée  l'une  sur  l'autre  par  l'intermédiaire  de  lears 
poteaux  busqués.  Si  l'on  connaissait  exactement  la  loi  suivant 
laquelle  la  charpente  des  portes  fléchit  sous  l'action  des  forces  qui 
y  sont  appliquées,  on  pourrait  déterminer  avec  précision  la  por- 
tion d'effort  qui  se  transmet  en  chacun  des  points  d'appui.  Mais 
le  problème  ainsi  envisagé  est  d'une  complication  qui  en  rend  la 
solution  presque  impossible.  On  simplifiera  la  question  en  admettant 
que  la  poussée  de  l'eau  sur  chaque  vantail  se  partage  seulement 
entre  le  chardonnet  et  le  poteau  busqué,  ce  qui  revient  à  négliger  la , 
réaction  du  buse  et  de  la  traverse  basse.  Il  est  certain  qu'on  pourrait 
disposer  du  tracé  de  la  traverse  basse  et  de  la  pièce  de  bois  qui  garnit 
le  buse  de  telle  sorte,  que  la  réaction  de  ces  deux  pièces  fût  aussi  petite 
qu'on  le  voudrait.  On  peut  donc  à  la  rigueur  la  considérer  comme 
nulle.  La  réaction  mutuelle  R,  R'  des  deux  vantaux  devant  être  nor- 
maie  à  la  ligne  d'axe  RF  de  l'écluse,  à  cause  de  la  symétrie,  on 
mènera  par  le  point  R  la  droite  RR  perpendiculaire  à  RF,  et  on  la 
prolongera  jusqu'à  la  rencontre,  au  point  K,   de  la  direction  IP. 

Joignant  KA,  on  aura  la  direction  de  la  réaction  R  du  chardonnet,  et 
Ton  trouvera  ensuite  les  forces  R  et  R^  en  décomposant  la  force  doih- 
née  P,  transportée  au  point  K,  suivant  les  directions  connues  KA,  KR; 
ces  deux  forces  R  et  R^  seront  égales.  Ge  que  Ton  fait  ainsi  pour  la 
poussée  totale  à  la  hauteur  du  centre  de  gravité  G,  on  peut  le  faire  à 
toute  hauteur  comprise  entre  le  point  M  et  le  point  P  pour  la  pres- 
sion locale  qui  s'exerce  à  cette  hauteur  et  qui  est  donnée  par  l'or- 
donnée correspondante  du  contour  PHR;  on  saura  donc,  pour  chaque 
tranche  horizontale,  quelle  pression  s'exerce  entre  le  poteau-touril- 
lon et  le  chardonnet,  d'une  part,  entre  les  deux  poteaux  busqués,  de 
l'autre.  La  traverse  basse,  dans  cette  hypothèse,  est  en  contact  avec 
le  buse,  sans  y  développer  aucun  effort.  On  peut  remarquer  que  les 
forces  égales  R,  R,,  projetées  sur  la  direction  de  P,  donnent  par  leiu 
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somme  une  force  égale  à  P  ;  donc 


P  =  2RcosBKI  =  aRcosABF  =  2Rj|  =  2R[, 


et  par  suite 


290.  La  direction  de  la  force  Rp  ou  plutôt  celle  de  la  force  R,, 
réaction  égale  et  contraire  de  la  porte  sur  la  maçonnerie  de  Técluse, 
indique  quelle  portion  il  faut  donner  aux  massifs  de  maçonnerie  desti- 
nés à  contre-buter  cette  force.  Le  tracé  du  poteau-tourillon  et  du  char- 
donnet  doit  aussi  être  tel  qu'au  moment  où  la  porte  se  ferme,  ces  deux 
surfaces  se  touchent  suivant  un  élément  normal  à  la  direction,  AR,, 
de  la  pression  mutuelle.  Si  le  contact  n'ét^t  pas  ainsi  assuré,  le 
poteau-tourillon  ne  serait  pas  soutenu  sur  toute  sa  longueur  contre 
l'action  de  l'une  des  composantes  de  la  force  R^,  et  les  réactions 
de  la  crapaudine  et  du  collier  devraient  équilibrer  à  elles  seules 
cette  composante;  la  rupture  du  poteau-tourillon  est  la  consé- 
quence ordinaire  d'une  erreur  commise  à  cet  égard.  On  peut  éviter 
ce  danger  en  adaptant  au  poteau-tourillon,  d'une  part,  une  pièce  de 
charpente  plaquée  sur  la  face  d'aval  du  vantail,  et  qui  sert  de  matelas 
entre  la  porte  et  la  maçonnerie,  et,  d'autre  part,  des  saillies  métalli- 
ques discontinues,  prolongeant  chaque  entretoise  extérieurement 
lu  cadre  et  venant  buter,  quand  la  porte  se  ferme,  sur  le  fond  de  la 

courbe  du  chardonnet.  Cette  solution  est  particulièrement  indiquée 
pour  les  portes  en  tôle  qui  sont  passées  depuis  quelques  années 

dans  les  usages  de  la  construction.  Elle  revient 
à  proprement  parler  à  décomposer  la  force  R^ 
en  deux  forces,  l'une  normale,  l'autre  parallèle  à 
la  direction  de  la  porte,  et  à  oiTrir  à  chacune  une 
surface  d'appui.  La  force  normale  sera  égaie  à 

34 
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et  la  force  parallèle  à 

1  Pa 

2  / 

291.  ReyenoDS  à  la  distribution  des  pressions  de  Teau.  Pour  tout 
point  compris  entre  les  niveaux  P  et  Q'  (fig.  228),  à  la  profondeur  x 
au-dessous  du  bief  d'amont,  la  pression  de  l'eau  par  unité  de  surface 
est  égale  à  BLr;  au  point  Q[  elle  devient  égale  II(A — A'j,  et  conserve 
cette  valeur  entre  les  niveaux  Q[  et  M. 
Supposons  que  le  cadre  de  la  porte  soit  garni  d'entretoises  bon- 
Fi&  240.  zontales.  La  poussée  de  l'eau  sur  une  en- 
tretoise m  sera  représentée  approximative- 
ment (fig.  949)  par  l'aire  comprise  entre  la 
ligne  des  pressions  PHR  et  les  ordonnées 
IK  5  l'E',  menées  à  moitié  de  l'intervalle  des 
deux  entretoises  voisines  m\  m".  Cette 
charge  s'applique  à  chaque  unité  de  lon- 
gueur de  la  pièce. 

Cette  détermination  est  purement  approxi- 
mative; pour  trouver  les  réactions  exactes, 
il  faudrait  appliquer  au  bordage,  qui  s'appuie  sur  les  entretoises 
successives,  les  équations  fournies  par  le  théorème  des  trois  moments; 
on  sait  d'ailleurs  (§  925)  que  de  petits  déplacements  des  appuis  en- 
traînent de  grandes  variations  dans  les  moments  fléchissants  et  dans 
les  pressions  que  ces  appuis  ont  à  supporter*  Il  est  donc  permis 
d'admettre  que  la  position  exacte  des  appuis  a  été  réglée  de  manière 
k  assurer  la  répartition  d'efforts  qui  vient  d'être  définie. 

On  détermine  ainsi  une  valeur  approchée  de  la  poussée  horizon- 
tale qui  s'exerce  sur  chaque  entretoise  en  particulier,  et  qui  est  ré- 
partie uniformément  dans  sa  longueur.  On  assimilera  Tentretoise  à 
une  pièce  posée  sur  deux  appuis,  représentés  ici  par  les  assem- 
blages avec  les  poteaux  verticaux  du  vantdl,  et  sollicitée  par  une 
charge  normale  uniformément  distribuée^  les  formules  connues 
permettront  de  calculer  les  flèches  prises  par  la  pièce,  et  les  pres- 
sions locales  développées  en  différents  points  des  sections.  Hais 
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l'entretoise  ne  subit  pas  seulement  cette  poussée  normale;  elle  est 

encore  soumise  aux  réactions  obliques  du  chardonnet  et  du  poteau 

busqué;  projetant  ces  réactions  sur  l'axe  longitudinal  de  la  pièce, 

on  aura  la  valeur  de  la  compression  qui  s'y  développe.   Le  calcul 

de  cette  force  de  compression  est  facile,  lorsqu'on  a  déterminé 

la  réaction  R  des  deux   vantaux;   en  effet,  si  p  est  la  poussée 

exercée  par  l'eau  sur  Tunité  de  longueur  de  Tentretoise,  pi  est 

la  poussée  subie  par  l'entretoise  entière;  elle  se  décompose  delà 

même  manière  que  la  poussée  totale  P,  et  donne  par  conséquent 

sur  le  poteau    busqué,    parallèlement  aux  forces    R,    une  force 

égale  à 

I     R 

P'Xp, 

ou  bien  à 

la  compression  de  l'entretoise  est  la  projection  de  cett»  force  sur  la 
direction  de  la  pièce;  c'est  donc  le  produit  de^  par  le  cosinus  de 
l'angle  KBA  (fig.  ^Ifi) ,  ou  de  l'angle  égal  BAF,  ou  enfin  par  le  rapport 

AF_a 
ÏB""!' 

la  compression  de  l'entretoise  est  donc  égale  à 

pla 

«/• 
Le  moment  fléchissant  au  milieu  de  l'entretoise  est  égal  à 

p/« 

Appelons  m  et  n  les  dimensions  de  la  section  de  l'entretoise,  suppo- 
sée rectangulaire,  m  étant  la  dimension  horizontale  et  n  la  diuiension 
verticale  ;  nous  aurons 


5:i2  ESPACEMENT 

les  plus  grandes  valeurs  absolues  de  t;  sont  égales  à  —,  et  les  char- 
ges extrêmes  de  la  matière  dans  la  section  du  milieu  sont  données 
par  l'équation 


pP      m 
2/  X  /mi        i      -  ma 


Wl'^imj' 


où  le  signe  supérieur  correspond  à  la  face  antérieure  de  la  pièce,  la 
compression  et  la  flexion  s'ajoutant  sur  cette  face  pour  raccourcir  les 
fibres,  et  le  signe  inférieur  à  la  face  postérieure,  la  compression 
générale  des  fibres  y  étant  au  contraire  soulagée  par  la  flexion  et 
par  l'extension  qui  en  est  la  suite. 

En  réalité,  l'entretoise  n'est  pas  simplement  posée  contre  le  poteau- 
tourillon  et  le  poteau  busqué;  elle  y  est  réunie  par  des  assemblages 
qui  constituent  une  sorte  d'encastrement  imparfait;  le  moment  flé- 
chissant limite  en  est  un  peu  diminué,  et  la  pression  maximum  est 
par  conséquent  un  peu  moindre  que  la  pression  calculée. 

292.  Cherchons  quel  espacement  il  faut  donner  aux  entretoises 

pour  que  les  poussées  qu'elles  subissent  soient  sensiblement  égales. 

Au-dessous  du  niveau  P'Q',  l'espacement  uniforme  assure  à  peu  près 

cette  égalité  des  poussées,  puisque  la  pression  de  l'eau  devient  cod* 

stante.  Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  l'intervalle  PQ'où 

la  pression  varie  avec  la  profondeur. 

Nous  supposerons  qu'il  y  ait  une  entretoise  à  la  hauteur  du  biei 

Fig.  250,  d'aval  Q',et  une   autre  à  la  hauteur 

^1  du  bief  d'amont,  P. 

D'après  notre  hypothèse,  si  nous  par- 
tageons en  deux  parties  égales  les  inter- 
\n        \  .  valles  Pm,  mw,  np^  pQ'  et  que,  par  les 

Ip  \  points  de  division  I,  T,  F,  T',  nous  me- 

'f-^,  — — ^"     nions  les  horizontales  IK,  IT,  TK",  rT\ 

r  ''I  jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite   Pfl, 

inclinée  à  45*,  l'enti-etoise  P  subira  une  poussée  représentée  par 
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l'aire  du  triangle  PIK  ;  Tentretoise  m,  une  poussée  représentée 
par  Faire  da  trapèze  IKKT,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'entre- 
toise  (y  qui  subira  une  poussée  représentée  par  l'aâre  du  tra- 
pèze l'^'K^'HO'  d'une  part,  et  de  l'autre,  par  l'aire  d'un  rectangle 
Q'HH'^,  qui  complète  la  poussée  en  y  ajoutant  la  pression  due  au 
liquide  situé  au-dessous  du  niveau  Q^.  Lsdssons  de  côté  ce  rectangle 
complémentsûre  ;  la  distribution  sera  sensiblement  égale  si  les 
surfaces 

PIK,    IKK'I',    i'KK''l".    l^'ETK'V, 

sont  équivalentes,  et  si  l'aire  rK'"HQ'  est  la  moitié  de  leur  valeur 
commune;  on  espacera  ensuite  les  entretoises  inférieures  à  Q',  de 
manière  que  le  rectangle  (ïqWE,  ajouté  au  trapèze  I^K'^HQ',  com- 
plète la  valeur  commune  des  aires  des  trapèzes  précédents. 
S'il  en  est  ainsi,  les  aires 'cumulées 

PIK,    PIK',    Pl"K",    PrK^    PQ'H, 

seront  proportionnelles  aux  nombres 

'  i.        2.        3,        4,        i^ 

OU  aux  nombres 

2.       i.        0,       8,       9. 

et,  plus  généralement,  si  n  est  le  nombre  d'cntretoises  du  point  P  au 
point  (y,  y  compris  les  entremises  placées  aux  niveaux  extrêmes,  les 
triangles  successifs  qui  représentent  les  charges  cumulées  seront 
eiitre  eux  comme  les  nombres, 

2,      4,      6,    ....  .    2n  — 2,      2«  —  1. 

Or  tous  ces  triangles  sont  semblables  ;  leurs  côtés  homologues, 
c'est-à-dire  les  distances  du  point  P  aux  points  I,  F,  T,  1'",  Q*,  sont 
dans  le  rapport  des  racines  carrées  des  surfaces,  ou  comme  les 
nombres 

V^2»      S/i,      ^/6,...      v^27i  — 2.      ^2n  — 1» 
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on  aura  donc 

PI  =  PQ'x      ^ 


PI'  =  PQ'  X 


\/2n  — 1 
V^2n— 1 


\/27i  —  2 

PIn-,=  PQ'X^^  ^ 


V^2/i  — 1 

ce  qui  permettra  de  placer  les  points  I,!',!",,..  sur  la  verticale  V(f. 
On  placera  ensuite  les  points  m,  n,  p,  de  manière  que  les  points 
I  r,  r,  r',  soient  les  milieux  des  intervalles  successifs 

Pm,    mn,    np^    pQ'. 

La  construction  des  points  I  peut  se  faire  géométriquement. 

Partageons  la  distance  PQ'  en  2n — i  parties  égales,  et  marquons  les 
pig.»i.  points  de  division  a,  p,  y»  •••  correspondants  aux 

'"^c^-N^  i^OD^bres  pairs  2,  4»  6,...  stn — s  ;  sur  PQ'  comme 

nX'-^  .""-.>  diamètre  décrivons  un  demi-cercle  ;  par  les  points 

^  y^N^N/'A      a, p,  y,  ...  menons  des  perpendiculaires  sur  le 

p \  ^^  ^  Ap,  diamètre  de  ce  cercle.  Soient  a',  p\  y', ...  les 

r  *\  \y]  points  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  avec 
T-^c:::^!!!—!^,    la  circonférence  ;  nous  aurons,  en  joignant  Pa', 

P?*=:PaXPQ'=:PQ''xj-^. 

*        2n  — 1* 


OU  bien 


PP'*=  ppx  PQ'  =  Pfip* X  ~^, 


P«'  =  PQ'x  — ^ 


Pp'  =  PQ'  X 


V2n— i 
V^2n^' 


Il  suffit  donc  de  rabattre  sur  la  verticale  les  distances  Pa',  Vfl, ... 
pour  trouver  les  points  cherchés,  I,  l\  T... 
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Ce  tracé  doDoe  des  entretoises  très  serrées  dans  le  bas  de  la 
porte  et  très  écartées  dans  le  haut  On  ne  s'astreint  pas,  dans  \a 
pratique,  à  suivre  cette  répartition. 

293.  Si  le  cadre  de  la  porte  est  garni  d*aigailles  verticales  au  liea  % 
d* entretoises  horizontales,  il  faut  en  outre  introduire  à  différentes  hau 
tenrs,  dans  le  sens  horizontal,  des  pièces  capables  d'équilibrer  la  com- 
pression due  à  la  réaction  mutuelle  des  deux  poteaux  busqués.  On 
peut  employer  à  cet  effet  une  série  de  manchons  cylindriques  creux, 
en  fonte  ou  en  bronze,  ayant  pour  longueur  exacte  la  distance  libre 
entre  deux  aiguilles  voisines;  on  les  enfile  sur  une  même  tige  métal- 
lique traversant  la  porte  horizontalement,  et  perçant  les  aiguilles  en 
divers  points  de  leur  axe  neutre.  Le  serrage  d'un  écrou  adapté  à  cette 
tige  fournit  un  excellent  moyen  de  donner  de  la  rigidité  à  tous  les 
assemblages.  Ce  système  introduit  pour  ainsi  dire  une  sorte  de  divi'' 
sion  du  travail  entre  les  éléments  de  l'ossature  ;  les  pièces  verticales 
résistent  à  la  poussée  de  l'eau,  et  la  partagent  entre  la  traverse  basse 
et  la  traverse  haute  ;  la  traverse  basse  transmet  la  poussée  qu'elle 
reçoit  à  la  saillie  du  buse  (i)  ;  la  traverse  haute  la  reporte  sur  le 
chardonnet  et  le  poteau  busqué.  Enfin  les  différents  cours  de  man- 
chons, et  les  tiges  qui  les  traversent,  s'opposent  à  toute  variation  de 
l'écartement  des  aiguilles  et  des  montants  verticaux  du  cadre  :  les 
aiguilles  ne  travaillent  qu'à  la  flexion,  les  manchons  qu'à  la  com- 
pression. Les  entietoises  an  contraire  subissaient  à  la  fois  les  deux 
genres  d*  efforts. 

Nous  avons  traité  {%  i  oà)  le  problème  de  la  répartition  des  efforts 
dans  une  aiguille  verticale  soumise  sur  ses  deux  faces  à  la  poussée 
de  l'eau  ;  on  admet  dans  ce  calcul  que  l'aiguille  est  posée  sur  ses 
appuis  ;  Tencastrement  incomplet  qui  la  réunit  aux  deux  traverses, 


(*}  Ceci  semble  en  contradiction  ayec  Thypothèse  qae  nous  avons  faite  en  commen- 
çanty  à  BâToIr,  qu'il  n'y  avait  pas  de  pression  au  contact  de  la  saillie  du  buse  et  de  la 
traverse  basse.  Mats  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  hypothèse  n'a  rien  de  réel. 
On  Ta  faite  pour  se  placer  tout  d'abord  dans  le  cas  le  pins  défavorable.  On  calcule  les 
dimensions  des  piècêi  d'après  cette  supposition;  la  résistance  en  sera  à  fortiori  assurée, 
al  la  porte  trouve  un  nouvel  appui. 
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soulage  la  pièce  et  réduit  la  valeur  extrême  des  moments  fléchis- 
sants. 

La  disposition  par  aiguilles  parait  plus  avantageuse, au  point  de 
vue  de  la  raideur,  à  la  disposition  par  entretoises  horizontales,  lors- 
que le  vantail  a  une  largeur  plus  grande  que  sa  hauteur,  ce  qui 
aiTive  fréquemment  pour  les  écluses  à  la  mer;  le  rapport  de  l'épais- 
seur d'une  pièce  à  sa  portée  est  un  des  éléments  qui  influent  le  plus 
sur  sa  rigidité.  Si  donc  la  hauteur  de  la  porte  est  moindre  que  sa 
largeur,  on  pourra,  pour  une  même  épaisseur  de  porte ,  avoir  des 
pièces  plus  rigides  en  les  plaçant  verticalement  qu'en  les  plaçant 
horizontalement. 
29â.  Considérons  enfin  la  porte  ABCD  dans  son  enclave,  ou  pendant 
^|«-*5*-  sa  rotation  autour  du  poteau-touril- 

lon. Le  poids  Q  de  la  porte,  diminué, 
s'il  y  a  lieu,  de  la  poussée  que  l'eau 
exerce  de  bas  en  haut  sur  ce  système 
en  partie  plongé,  est  équilibré  par  la 
réaction  verticale  de  la  crapaudine 
E,  laquelle  est  égale  à  Q,  et  par  un 
couple  (X,-X)  de  deux  forces  hori- 
'^  zontales,  développées  en  E  par  la 
crapaudine,  en  F  par  le  collier.  Les  forces  X  seront  donc  déterminées 
par  l'équation  des  moments 

Q  X  GII  =  X  X  EF. 

« 

On  devra  s'assurer  tout  d'abord  que  la  force  Q  ne  menace  pas 
d'écraser  le  poteau-tourillon  ÂD  ou  la  crapaudine  E ,  et  que  les 
forces  X  ne  sont  capables  d'arracher  ni  la  crapaudine,  ni  le  collier, 
ni  les  liens  qui  attachent  le  collier  à  la  maçonnerie,  ni  enfin  les  assises 
de  maçonnerie  qui  servent  à  cet  amarrage.  Le  poids  de  la  porte  tend 
en  outre  à  déformer  le  quadrilatère  ABCD ,  pu  faisant  descendre  le 
côtéBC,  et  en  faisant  varier  les  angles  de  la  figure.  On  prévient  cette 
déformation  en  réunissant  les  sommets  opposés  du  quadrilatère  par 
des  liens  diagonaux,  savoir,  par  un  bracon,  DB,  pièce  qui  travaillera 
à  la  compression,  ou  par  une  écharne  AC,  qui  aura  à  résister  à  Tex- 
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tension.  Le  bracon,  pièce  de  bois  interrompue  à  chaque  entretoise, 
paraît  moins  efBcace  que  Técharpe,  qu'on  peut  tendre  à  volonté  sur 
les  deux  faces  de  la  porte.  Pour  calculer  la  section  de  l'écliarpe, 

on  imaginera  que  le  poids  -  Q  soit  suspendu  au  point  G ,  Tautre 

moitié  du  poids  Q  étant  supposée  appliquée  au  poteau-tourillon,  et 
on  décomposera  ce  poids  suivant  les  directions  CD,  et  ÂG  jirolougée; 
on  trouvera  ainsi  une  force  GL,  qui  sera  la  compression  produite  par 
l'écharpe  dans  la  traverse  basse,  et  une  force  GN,  qui  sera  la  tension 
développée  dans  Fécharpe.  Gonnaissant  cette  tension,  on  déterminera 
la  section  de  l'écharpe  de  telle  sorte,  queTefTort  par  millimètre  carré 
n'y  excède  pas  une  faible  limite,  et  n'y  cori'esponde  qu'à  un  allon- 
gement insensible. 

La  force  GN  se  transmet  par  Técharpe  au  point  A  ;  là  elle  se  dé- 
compose en  deux  :  la  force  AS  =  ~,  tend  à  comprimer  le  poteau-tou- 

91 

rillon,  la  force  AK  =  GL  tend  à  le  fléchir;  la  force  GL  qui  comprime 
la  traverse  basse  se  transmet  de  même  en  D  et  tend  à  fléchir  le 
poteau-tourillon  dans  la  direction  DL  Nous  retrouvons  encore  ici 
un  couple  (AK,  DI)  qui  fait  équilibre  au  couple  (X,-X)  des  réactions 

des  appuis  extérieurs  ;  la  force  Q,  somme  des  forces  -  et  AS,  est 

équilibrée,  nous  l'avons  vu  déjà,  par  la  réaction  verticale  de  la  cra- 
paudine. 

On  peut  aussi  donner  aux  portes  d'écluse  de  la  résistance  aux 
actions  de  leur  propre  poids  en  assurant  par  des  équerres  les  angles 
des  entretoises  et  du  cadre,  ou  en  boulonnant  les  pièces  de  char- 
pente qui  en  composent  l'ossature  de  manière  à  prévenir  tout 
écartement,  ou  en  couvrant  toute  la  porte  d'un  bordage  rigide. 

il  existe  enfin  des  portes  courbes  dont  la  convexité  est  dirigée  vers 
le  bief  d'amont.  Gette  disposition  a  pour  effet  de  rendre  plus  égales 
les  pressions  développées  aux  différents  points  des  entretoises.  Les 
calculs  de  résistance  pourront  se  faire  dans  ces  différents  cas  en  sui- 
vant une  marche  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer. 

Lorsque  les  sections  horizontales  des  deux  portes  courbes  appar- 
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tiennent  à  un  seul  et  même  cercle,  il  est  facile  de  démontrer  que  la 
pression  développée  par  la  poussée  de  Teau  dans  une  tranche  hori- 
zontale est  la  même  en  tous  les  points  du  vantail,  et  est  égale  av 
produit  Urh  de  la  pression  Uk  de  Teau  par  le  rayon  r  du  cercle 
Lorsqu'au  contraire  les  portes  courbes  offrent  à  leur  jonction  ud 
point  anguleux»  et  présentent  en  plan  la  forme  d'une  ogive,  il  y  a 
un  moment  fléchissant  développé  aux  divers  points  du  vantail,  et  le 
<»Icul  de  la  résistance  devient  plus  compliqué  ;  on  retombe  sur  le 
problème  des  arcs  à  articulation  (§  s  59). 


LIVRE  SEPTIÈME. 


ÉQUILIBRE  ET  STABILITE  DES  MASSIFS. 


INTRODUCTION. 


295.  La  stabilité  dont  il  sera  question  dans  ce  livre  n*a  pas  la 
même  définition  que  la  stabilité  étudiée  dans  la  statique  rationnelle. 
En  statique,  on  dit  qu'un  système  en  équilibre  est  dans  une  position 
stable,  lorsqu'il  tend  à  revenir  dans  cette  position  quand  on  Yen 
écarte  infiniment  peu.  Dans  la  théorie  de  la  résistance  d'un  massif,  on 
dit  de  l'équilibre  qu'il  est  stable,  lorsqu'il  persiste,  sans  déformations 
sensibles,  après  qu'on  a  îmt  subir  aux  forces  de  légères  variations  de 
direction  et  de  grandeur.  En  un  mot,  l'équilibre  d'un  ouvrage  ne 
doit  pas  être  un  équilibre  strict,  dans  lequel  les  forces  soient  inva- 
riablement déterminées  ;  les  efforts  extérieurs  sont  variables  au  con- 
traire entre  certûnes  limites  :  et  ces  variations  ne  doivent  point 
altérer  d'une  manière  sensible  la  forme  de  l'ouvrage  ;  elles  doivent 
seulement  produire  des  variations  dans  les  réactions  de  ses  appuis 
et  dans  les  tensions  et  pressions  intérieures. 

Nous  avons  déjà  étudié,  au  moyen  d*une  hypothèse,  la  répartition 
des  pressions  sur  les  différentes  sections  horizontales  d'un  massif 
pesant,  ou  plus  généralement  la  répartition  d'une  pression  dirigée 


6i0  LOIS 

comme  on  voudra  sur  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direction.  Nous 
aurons  à  employer  dans  ce  qui  suit  les  résultats  obtenus  dans  notre 
premier  livre.  Outre  les  efforts  normaux  aux  plans  de  joints,  que  nous 
savons  répartir,  il  y  a  lieu  de  considérer  aussi  des  eQorts  tangen- 
tiels,  ou  parallèles  aux  mêmes  plans.  Ce  sont  les  efforts  iran- 
chants  du  massif.  Lorsque  le  plan  du  joint  est  réel,  les  efforts  paral- 
lèles doivent  être  équilibrés  par  le  frottement  des  deux  parties 
solides  qui  se  touchent  par  cette  surface.  Mais  on  peut  aussi  étudier 
Téquilibre  d'une  portion  de  massif  terminé  à  un  plan  quelconque, 
qui  devient  en  quelque  sorte  un  plan  de  joint  fictif  (§  76).  Alors  les 
efforts  tranchants  sont  équilibrés  non- seulement  par  le  frottement  des 
pai  lies  en  contact,  mais  encore  par  la  cohésion  qui  s'exerce  entre  les 
molécules  appartenant  à  un  seul  et  même  solide  rencontrées  par  le 
plan  sécant 

296.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  sont  assez  bien  connues 
depuis  les  recherches  de  Coulomb  (1);  les  études  plus  récentes  sur 
le  même  sujet  ont  généralement  confirmé  les  résultats  qu'il  avait 
obtenus.  On  sât  que  le  frottement  entre  solides  au  repos  a  pour  limite 
une  force  dirigée  en  sens  inverse  du  sens  dans  lequel  le  déplacement 
relatif  tend  à  s'opérer,  et  égale  en  intensité  au  produit  de  la  pression 
normale  par  un  nombre  appelé  coefficient  du  frottement^  qui  dépend 
de  la  nature  des  corps  en  contact.  Lorsqu'il  y  a  glissement  mutuel 
des  deux  solides,  le  frottement  est  égal  à  sa  limite  ;  il  est  dirigé  en 
sens  contraire  du  mouvement  relatif;  il  est  proportionnel  à  la  pres- 
sion, et  le  coefficient,  une  fois  le  mouvement  commencé,  devient  un 
peu  moindre  qu'au  moment  du  départ.  Enfin  le  coefiicient  du  frotte- 
ment des  solides  est  indépendant  de  la  vitesse  relative,  du  moins 
entre  des  limites  de  vitesse  assez  étendues,  et  comme  le  frottement 
total  est  proportionnel  à  la  pression  totale  qui  s'exerce  entre  les  deux 
corps,  le  coefiicient  du  frottement  est  indépendant  de  Faire  des  sur- 
faces  de  contact  (2). 


(1)  Théorie  des  machines  simplet,  1781. 

(2)  Des  expériences  récentes,  dues  à  MM.  Sella,  Bochet,  Hira,  Jules  Poirée,  et  plos 
rccemment  k  M.  le  colonel  Pietro  CodU,  ont  montré  que  ces  lois  n'étaient  pas  exactes 
d'une  manière  absolue,  et  que  notamment  le  coefficient  de  frottement  varie  sensiblemeot 
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L'angle  de  frottement  est  Tangle  dont  la  tangente  trigonométrique 
est  égale  au  coefficient  du  frottement. 

Le  coefficient  du  frottement  des  matériaux  entrant  dans  les  ma- 
çonneries a  été  déterminé  par  divers  expérimentateurs.  Nous  em- 
pruntons à  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  de  Poncelet 
les  tableaux  suivants. 

R  siitance  au  départ  après  un  certain  temps  de  repos  (l). 


MÂTURS  SES  COm  R  BOQRB. 


Expériences  de  Morin, 

Calcaire  tendre  bien  dressé  sur  calcaire  tendre 

Calcaire  dur —  

Brique  ordinaire —  

Chêne  del>out —  

Fer  forgé —  

(*alcaire  dur  bien  dressé  sur  calcaire  dur 

Calcaire  tendre —     '       

firioue  ordinaire —  

Cliéne  dei>out —  

Fer  forgé .  —  

Caicaire  tendre  sur  calcaire  tendre  avec  mortier  frais  en  salile  Un. 


Expériences  de  divers* 


m. 

ûel). 


Grès  uni  sur  grès  ont  à  sec  (Rennle).  . 
—  aTec  mortier  frais 

Cilcaire  dur  poli  sur  calcaire  dur  poli  (Ronde 

—      bouchardésur  calcaire  bouchardé  (Boistard} 

Granit  bien  dressé  sur  granit  bouchardé  (Rennie) 

—      avec  morUer  frais  sur  granit  bouchardé  (id.) 

Caisse  en  bois  sur  pavé  (Re«nier]f. 

—  la  terre  battue  (Hubert) 

Pierre  de  libagesur  un  Ht  d'argile  sèche  (Lesbros) 

—  ,  rargile  étant  humide  et  ramollie 

-—            ,  l'argtle  étant  pareillement  humide^  mais  recou- 
verte de  grosse  grève 


lAPPOlT 

dtt  frottement 

à  la 

pression. 


0.74 
0.75 
0.G7 
0.03 
0.40 
0.70 
0.75 
0.07 
O.Oi 
0.4*2 
0.74 


0.7! 
O.GG 
0.58 
0.78 
O.CC 
0.49 
0.58 
0.33 
0.51 
0.34 

0.40 


avec  les  vitesses  lelaUves.  Les  conséquences  de  ce  changement  sont  surtout  graves  pour 
la  théorie  des  machines  en  mouvement.  Quant  aux  problèmes  de  stabilité,  le  coelTicient 
de  frottement  à  considérer  reste  too^ours,  soit  le  eoefllclent  relaUf  tia  repos,  soit  le 
coefficient  relatif  au  départ. 
(I)  Page  448. 
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FroUewient  pendant  1$  glittement  0* 
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Calcaire  tendre  bien  dressé,  sur  calcaire  tendre 

Calcaire  dur -^ 

Brique  ordinaire — 

Chêne  debout.  ......  — 

Fer  forgé — 

Calcaire  dur  bien  dressé  sur  calcaire  dur.  . 

Calcaire  tendre — 

Brique  ordinaire —  

Chêne  debout —  ' 

Fer  forgé  (en  long). ...  —  

Fer  forgé ~            .  lea  surfaces  étant  mouil- 
lées  


•  .....  • 


..... 


KAPPOIT 

do  frottement 

iia 

pression. 


O.CA 
U.67 

o.6âr 

0.38 
0.69 
0.38 
O.GS 
0.60 
0.38 
0.24 

O.SO 


21)7.  Les  lois  de  la  cohésion  sont  moins  connues  que  celles  du  frot- 
tement de  glissement  On  admet  que  la  cohésion  est  proportionnelle 
à  rétendue  de  la  surface  de  jonction  des  deux  parties  du  solide  entre 
lesquelles  elle  s'exerce,  et  qu'elle  est  indépendante  de  la  pression  mu- 
tuelle. Des  expériences  de  Boistard  et  de  Horin,  dont  les  prin- 
cipaux résultats  sont  rapportés  dans  V Introduction  à  la  mécanique 
industrielle  de  Poncelet,  p.  4^9»  ont  conduit  à  une  évaluation  ap- 
proximative de  la  cohésion  ou  de  l'adhérence  des  pierres  et  des 
mortiers  ou  enduits  interposés  entre  elles  ;  la  rupture  des  massifs  de 
maçonnerie  soumis  aux  expériences  s'est  toujours  opérée  suivant  les 
plans  de  joint;  mais,  avec  le  mortier,  la  rupture  divise  la  couche 
placée  entre  les  pierres,  tandis  qu'avec  le  plâtre,  la  rupture  ne  di- 
vise pas  l'enduit,  et  le  sépare  de  l'une  des  pièces  voisines.  Dans  le 
premier  cas,  il  y  a  cohésion  proprement  dite;  dans  le  second,  il  y  a 
adhérence.  La  cohésion  et  l'adhérence  des  mortiers  et  autres  en- 
duits  croissent  avec  le  temps  jusqu'à  la  parfaite  solidification  des 
matières.   La  cohésion  dans  l'intérieur  des  pierres  a  été  l'objet 


(*)  Page  494. 
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d'un  très  petit  nombre  d'expériences;  Coulomb  en  rapporte  trois  ou 
quatre  dans  son  Essai  sur  Us  voûtes.  En  résumé,  on  ne  possède  pas 
de  données  bien  positives  sur  les  valeurs  de  la  cohésion  ;  ces  données 
seraient  d'ailleurs  peu  utiles,  car  généralement  on  n'a  pas  à  en  faire 
usage.  Il  ne  serait  pas  prudent  de  compter  sur  la  cohésion  des  mor- 
tiers pour  assurer  Féquilibre  d'un  massif  en  maçonnerie;  le  frot- 
tement doit  suffire. 

Des  principes  analogues  s'appliquent  aux  terres  et  aux  corps  qui 
peuvent  se  présenter  à  l'état  semi-fluide.  Il  y  a  entre  les  molécules 
terreuses  des  forces  qui  proviennent  du  frottement,  et  qui  permettent 
à  une  terre  fraîchement  remuée  de  se  tenir  en  équilibre  sous  un  talus 
incliné  d'un  certain  angle  à  l'horizon.  S'il  A'y  avait  pas  de  frottement, 
les  ten^s  seraient  dans  les  mêmes  conditions  qu'un  liquide,  et  la 
surface  libre  devrait  être  pour  l'équilibre  un  plan  horizontal.  L'exis- 
tence du  frottement  est  démontrée  par  l'inclinaison  du  talus  naturel. 
De  plus,  la  terre  pilonnée,  ou  même  la  terre  qui  a  été  exposée  long- 
temps aux  actions  atmosphériques,  acquiert  une  cohésion  qui  lui 
donne  à  certains  égards  les  propriétés  d'un  solide. 

Ce  livre  a  pour  objet  l'étude  de  Féquilibre  intérieur  et  de  la  sta- 
bilité des  massifs;  nous  nous  occuperons  d'abord  des  voûtes;  puis 
nous  passerons  aux  murs  soumis  à  des  poussées  latérales. 


CHAPITRE   PREMIER. 


YOUTES  EN  BERCEAU. 


298.  Les  prindpes  de  la  construction  des  voûtes  sont  connus  depuis 
l'antiquité,  mais  c'est  seulement  dans  les  temps  modernes  qu'on  a 
cherché  à  donner  une  théorie  géométrique  des  conditions  de  leur 
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équilibre.  La  plus  aocienne  méthode  de  vérirication  de  l'équilibre 
d'une  voûte  est  attribuée  au  célèbre  géomètre  De  La  Hire,  qui  mourut 
en  1 7 1 8  ;  malgré  les  défauts  de  cette  méthode,  elle  fut  longtemps 
suivie,  et  est  encore  recommandée  dans  les  ouvrages  de  Bélidor  (mort 
en  1761);  c'est  seulement  Coulomb  qui  la  compléta,  en  faisant  pa- 
laltre,  vers  la  fin  du  siècle  dernier,  son  Esmi  sur  une  application  des 
règles  de  maaimis  et  de  minimis  à  quelques  problèmes  de  statique 
relatifs  à  [architecture.  Goulotnb  étudie  dans  ce  mémoire  les  lois  de 
la  résistance  des  piliei^s,  des  murs  de  revêtement  et  des  voûtes,  cd 
tenant  compte  du  frottement  et  de  la  cohésion  des  diverses  parties 
de  ces  massifs.  Jusqu'alors,  lorsqu'on  avait  décomposé  les  voûtes  en 
plusieurs  fragments  pour  s'assurer  de  l'équilibre  particulier  de  cha- 
cun d'eux,  on  avait  opéré  arbitrairement  ces  décompositions;  Cou- 
lomb employa  les  méthodes  analytiques  pour  chercher  les  décom- 
positions les  plus  importantes  à  considérer,  c'est-à-dire  celles  qui 
mettent  en  évidence  les  points  les  plus  faibles  de  l'ouvrage.  Ses  re- 
cherches sont  rationnelles,  et  ont  servi  de  point  de  départ  aux  études 
plus  récentes. 

299.  Lorsqu'on  fait  abstraction  du  frottement,  une  voûte  infiniment 
mince  peut  être  assimilée  à  une  courbe  funiculaire  en  équilibre.  C'est 
ce  qu'avait  observé  Grégory  dans  les  Transactions  philosophiques. 
La  chaînette  étant  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  soumis  à  l'action  de 
la  pesaateur,  lorsque  son  poids  par  unité  de  longueur  est  constant 
dans  toute  son  étendue,  il  suffit  pour  avoir  une  voûte  en  équilibre 
de  supposer  la  chaînette  renversée,  et  le  fil  remplacé  par  une  série 
de  voussoirs  infiniment  petits,  tous  égaux  entre  eux  et  ayant  leiu*s  joints 
normaux  à  la  chaînette  qui  leur  sert  de  ligne  moyenne  ;  la  réaction 
mutuelle  des  voussoirs  remplacera  la  tension  du  fil,  et  l'équilibre 
subsistera  encore.  Coulomb,  qui  rapporte  cette  remarque  de  Gregory, 
la  généralise,  et  démontre  que,  s'il  n'y  a  pas  de  frottement  entre  les 
voussoirs,  l'équilibre  d'une  voûte  infiniment  mince,  soumise  à  des 
forces  quelconques,  est  assuré  en  donnant  à  la  ligne  moyenne  de  la 
voûte  la  forme  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  les  mêmes  forces 
prises  en  sens  contraire.  Soit  AB  la  courbe  moyenne;  menons  dans 
son  plan  deux  axes  OX,  OY,  de  coordonnées  rectangulaires  ;  consi- 
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déroDs  UD  arc  iofiniment  petit  MN  ;  puisque,  par  hypothèse,  il  n'y  a 

pas  de  frottement,  la  réaction  des  deux  voussoirs 

Fig.  t53.  •  .  „ 

qui  se  touchent  en  M  est  tangente  à  la  courbe  AM 
i.  au  point  M;  et  si  Ton  appelle  S  cette  réaction, 

elle  aura  S -7- pour  composante    suivant  OX,  et 

S -4^  pour  composante  suivant  OY.  De  même  la 

réaction  mutuelle  dans  le  plan  de  joint  N  aura  pour 
composantes  suivant  les  axes 

Si  donc  on  désigne  par  X{&,  Tcb,  les  valeurs  de  la  force  appliquée  à 
l'arc  MN,  laquelle  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  cet  arc  lui- 
même,  on  aura  pour  équations  d'équilibre 


T(2f. 


Or  si  Ton  supposait  que  la  courbe  AB  fût  la  figure  d'équilibre  d*un 
fil  soumis  aux  forces  — \ds^  — \ds^  on  trouverait  pour  l'équilibre 
deux  équations  toutes  semblables,  où  la  pression.  S,  des  voussoirs 
serait  remplacée  par  la  tension,  T,  de  la  courbe  funiculaire.  Il  y  a  donc 
entre  les  deux  problèmes  une  complète  analogie. 

liais  cette  analogie  n'est  plus  aussi  évidente  lorsque  les  voussoirs 
ex  ercent  les  uns  sur  les  autres  des  actions  obliques,  c'est-à-dire 
iorsqu'il  y  a  lieu  de  faire  intervenir  le  frottement 

300.   Après  les  recherches  analytiques  de  Coulomb,  vinrent  les 

reeberches   expérimentales  de  Boistard,  qui  s'attacha  surtout  à 

mettre,  en  évidence  le  mode  suivant  lequel  une  voûte  se  déforme  et 

tend  à  se  rompre.  L'observation  des  voûtes  construites  a  montré  que 

généralement  une  voûte  en  plein  cintre  ou  en  anse  de  panier  tend  à 
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i^ouvrîr  vers  l'intrados  à  la  clef,  et  yers  l'extrados  tasoL  joints  de  rupture^ 
lesquels  sont  sitaés  à  peu  près  à  SO  degrés  d'inclinaisoD  sur  l'bo- 
lizoD  ;  elles  se  partagent  doocen  quatre  morceaux  :  les  deux  morceaux 
du  centre  tendent  à  s'abaisser,  tandis  que  les  deux  extrêmes  tendent 
à  s'écarter  latéralement.  Dans  les  voûtes  en  arc  de  cercle,  la  clef 
tend  encore  à  s'abaisser,  et  les  joints  des  naissances  tendent  à  s'ou- 
vrir en  lézardant  la  maçonnerie  des  tympans.  Des  effets  inverses  se 
manifestent  dans  les  voûtes  en  ogive. 

SOI.  La  théorie  des  voûtes  a  reçu  de  M.  Mëry,  ingénieur  des  ponts 
et  chaussées,  un  perfectionnement  des  plus  importants  (*)  ;  M.  Méry 
est  l'auteur  d'une  méthode  géométrique  exclusivement  suivie  au- 
jourd'hui, et  connue  sous  le  nom  A^  Méthode  de  la  courbe  des  pressions. 
C'est \ine  sorte  de  traduction  graphique,  d'une  clarté  parfaite,  des  di- 
verses opérations  que  l'on  a  à  faire  pour  vérifier  l'équilibre,  quand 
on  suit  la  marche  tracée  par  Coulomb.  Elle  a  l'avantage  de  mettre  en 
évidence  les  points  où  la  théorie  demande  de  nouveaux  perfection- 
nements. Enfin  elle  se  prête  à  la  résolution  de  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  les  voûtes. 

La  théorie  de  la  courbe  des  pressions  a  été  exposée  par  M.  Méry 
dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées^  année  i84o. 


EXPOSITION  DE   LA   MÉTHODE    DE   LA   COURBE   DES  PRESSIONS. 


302.  Proposons-nous  de  chercher  les  efforts  auxquels  les  matériaux 
sont  soumis  dans  une  voûte  en  berceau,  droite,  à  axe  horizontal, 
sous  l'action  de  forces  déterminées  de  grandeur  et  de  position,  et 
également  réparties  sur  la  longueur  de  la  voûte. 

Coupons-la  par  deux  plans  parallèles  aux  têtes,  et  écartés  l'un  de 
l'autre  de  l'unité  de  longueur,  et  cherchons  les  conditions  d'équilibre 
et  de  résistance  de  ce  fragment. 


(*]  L'Idée  de  la  courbe  des  pressions  se  troare  d^à  iodiqaée  dans  les  ouTraies  de 
Gauthey  et  de  Navier. 


COURBE  DES  PRESSIONS. 
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Soient  ABCLMDEFGHKA  le  profil  de  la  voûte  et  de  qg&  pieds-droits. 
ABC  est  VintradoSy 
Â  et  C  sont  les  naissances^ 
FED  est  Y  extrados. 

Le  point  le  plus  haut  B  de  l'intrados  est  la  ckf. 
Le  premier  problème  qu'on  doit  se  poser  consiste  à  déterminer  en 
grandeur  et  en  direction  la  poussée  à  la  clef ,  ou  la  réaction  mutuelle 
des  deux  parties  de  voûtes  qui  se  touchent  suivant  le  plan  BE  Ce 
problème  est  indéterminé  tant  qu'on  ne  tient  pas  compte  des  défor- 
mations de  la  matière  ;  pour  le  résoudre,  il  est  nécessaire  de  faire 
des  hypothèses  sur  les  points  d'application  des  réactions  des  diverses 
parties  de  la  voûte  dans  trois  joints  différents.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'on  admette  que  la  poussée  à  la  clef  est  appliquée  au 
point  R,  et  que  les  réactions  des  naissances  soient  appliquées  en  S  et 
en  T  ;  je  dis  que  la  poussée  en  R,  ou  la  réaction  mutuelle  des  deux 
portions  de  voûte  séparées  par  le  joint  BE,  s'en  déduit  immédiatement. 

Mous  répéterons  le  raison- 
nement fait  pour  déterminer 
la  poussée  horizontale  d'une 
pièce  courbe,  lorsqu'on  sup- 
pose nul  le  moment  fléchis- 
sant dans  la  section  trans- 
versale  à  la  clef  de  l'arc 

(S  »59). 
Soit  X  la  résultante  des  actions  exercées  sur  la  portion  de  voûte 

BEDC  ,  et  du  poids  propre  de  cette  portion  de  voûte  ;  Y  la  résultante 
des  actions  exercées  sur  l'autre  portion  BEFGA,  et  du  poids  de 
cette  portion;  ces  forces  étant  connues  de  position  et  d'intensité, 
appelons  x  la  distance  de  X  au  point  T,  et  y  la  distance  de  Y  au 
point  S  ;  appelons  P  la  poussée  à  la  clef,  p  la  distance  de  P  au 
point  T,  j/  la  distance  de  la  force  P  au  point  S  :  nous  aurons  pour 
l'équilibre,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  à  chaque  demi- 
voûte  par  rapport  aux  points  S  et  T, 


Fig.  234. 
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Pp  =  Xx    et    Pi)'=Yy. 
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Entre  ces  deux  équations,  éliminons  P  par  la  division.  Il  vient 

La  direction  PP  est  donc  donnée  par  le  rapport  de  ses  distances  à 
deux  points  fixes  S  et  T. 

Menons  la  droite  SR,  et  prenons  sur  cette  droite  un  point  Y  tel. 
qu'on  ait  la  proportion 

RV       X£ 
RS  ""  Yy' 

Puis  des  points  S  et  Y  abaissons  sur  la  direction  RP  des  perpen- 
diculaires SsjYvi  nous  aurons 

yc_RV  _Xx  _2.. 

s*  ~  RS  ""  Yy  "  p'' 

incois 

S^  rr  p\      donc      Vr  =  p, 

et  par  suite  la  droite  PP  est  à  égale  distance  des  deux  points  T  et  Y, 
ou  bien  est  parallèle  à  la  droite  TY. 
La  distance  p  étant  connue,  on  a 

Cette  construction  donne  donc  la  poussée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, pourvu  que  l'on  connaisse  la  position  des  points  R,  S,  T.    ' 

£n  général,  les  voûtes  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  de 
joint  à  la  def,  et  symétriquement  chargées.  Alors  Xa:=Yy,  le  point 
S  et  le  point  T  étant  pris  semblablement  sur  les  joints  des  naissan- 
ces, et  la  poussée  P  est  horizontale.  Dans  ce  cas,  l'étude  de  la  résis- 
tance d'une  demi-voûte  suffit. 

La  position  des  points  R  et  S  reste  arbitraire  :  les  constructeurs 
admettent  ordinairement  que  l'on  doit  prendre  pour  R  le  tiers 
supérieur  du  joint  à  la  clef,  et  pour  S,  le  milieu  du  joint  aux  nais  • 
sauces. 
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Connaissant  P,  on  n*aqu'à  composer  P  et  Y  pour  avoir  la  réaction 
de  la  portion  6ABEF  de  la  voûte  sur  le  pied-droit;  la  résultante  passe 
par  le  points. 

303.  Décomposons  la  portion  de  voûte  6ABEF  en  fragments  aussi 
petits  qu'on  voudra,  par  des  plans  soit  convergents,  soit  parallèles; 
nous  pourrons  composer  successivement  la  poussée  P  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  premier  fragment,  la  résultante  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  second,  la  nouvelle  résultante  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous  formerons  ainsi 
un  polygone  dont  les  côtés  peuvent  être  rendus  moindres  que  toute 
grandeur  donnée,  en  multipliant  les  éléments  de  la  voûte,  et  qui  devient 
à  la  limite  la  courbe  des  pressions^  lorsque  le  nombre  des  éléments 
est  supposé  poussé  à  TinAni.  En  décomposant  de  même  en  éléments 
le  profil  GAKH  du  pied-droit,  nous  pourrons  composer  successivement 
la  réaction  en  S  avec  les  forces  qui  agissent  sur  le  premier  élément, 
la  résultante  avec  les  forces  qui  agissent  sur  le  second,  et  ainsi  de 
suite,  et  prolonger  la  courbe  des  pressions  jusqu'à  la  base  du 
pied-droit. 

La  courbe  des  pressions  doit  être  contenue  dans  F  épaisseur  de  la 
voûte  et  du  pied-droit  :  c'est  la  première  condition  d'équilibre.  Autre- 
ment, la  résultante  des  actions  d'une  porUon  de  la  voûte  sur  la 
portion  contiguë  s'exercerait  en  dehors  de  la  surface  du  joint  ;  pour 
que  cela  fût  possible,  il  faudrait  que  les  réactions  mutuelles  des 
diverses  parties  du  plan  de  joint  fussent  les  unes  des  compressions, 
les  autres  des  tensions  ;  or  un  massif  de  maçonnerie  ne  peut  subir 
d'efforts  d'extension  sans  se  disjoindre.  Les  efforts  locaux  sont  donc 
ou  nuls,  ou  positifs;  ils  ne  peuvent  être  négatifs,  et  leur  résultante 
traverse  la  région  comprimée. 

304.  La  seconde  condition  d'équilibre  est  relative  à  l'angle  du 
plan  de  joint  avec  la  direction  de  la  réaction  mutuelle. 

Considérons  par  exemple  la  portion  de 

-    voûte  limitée  par  la  clef  BA,  et  un  joint 

CD  :  soit  R  le  point  d'application,  et  OP  Tin- 

tensité  et  la  direction  de  la  poussée  à  la 

clef,  OT  la  résultante  des  actions  qui  s'exer- 
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cent  sur  la  portion  de  la  voûle  considérée.  La  résultante  des  forces 
OP,  OT9  est  la  diagonale  OH  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
deux  forces.  Or,  la  droite  OH  coupe  le  joint  CD  en  M.  Le  point  de 
passage  de  la  réaction  sur  ce  joint  est  donc  le  point  M,  où  Ton  peut 
concevoir  appliquée  une  force  MN=OH.  Cette  force  se  décompose 
en  deux  autres,  Tune  MQ,  normale  à  CD,  Tautre  égale  à  NQ,  et 
agissant  dans  le  plan  CD.  Cette  dernière  force  tend  à  faire  glisser  la 
portion  de  voûte  suivant  le  plan  de  joint  CD;  elle  est  contre-balancée 
par  le  frottement  qui  B'exerce  entre  les  deux  portions  de  voûte  con» 
tJgués,  et  dont  la  limite  est  HQx/,  /étant  le  coefficient  du  frotte- 
ment de  pierre  sur  pierre.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  donc 
nécessaire  que  NQ  soit  au  plus  égal  à  MQx/,  c'est-à-dire  que 
l'angle  NMQ  de  la  réaction  OH  avec  la  normale  au  joint  CD  soit  au 
plus  égal  à  Taiigle  dont  la  tangente  est  /.  En  général,  cette  condidon 
est  satisfaite  quand  on  mène  les  joints  normalement  à  la  courbe 
d'intrados. 

Par  conséquent  il  faut  et  il  suffit  ^  pour  qilil  ri  y  ait  pas  glisse* 
ment  suivant  un  plan  de  joint  quelconques  que  la  réaction  mutvtelle 
fasse  avec  la  normale  à  ce  plan  de  joint  un  angle  moindre  que  F  angle 
du  frottement  de  pierre  sur  pierre. 

505.  Enfin,  poui'  la  troisième  et  demière  condition  d'équilibre, 
il  faut  qt/aux  points  les  plus  fatigués ^  la  charge  de  la  matière  par 
unité  de  surface  soit  inférieure  â  la  limite  pratique  de  résistance. 
Cette  vérification  se  fait  généralement  à  l'aide  de  la  composante  nor- 
male MQ  de  la  réaction  mutuelle. 

Nous  avons  posé  dans  notre  premier  livre  (§  69)  la  règle  qui  sert  à 
répartir  une  force  normale  entre  les  éléments  superficiels  d'un  joint 
rectangulaire.  Deux  cas  peuvent  se  présenter. 

1*  Si  le  joint  CD  a  une  longueur  supérieure  au  triple  de  la  distance 
MD  de  la  force  Q  à  l'arête  la  plus  voisine,  la  pression  moyenne  sera 

égale  à  ,      ^^  (l'autre  dimension  du  joint  étant  supposée  égale  à 

l'unité  de  longueur)»  et  la  pression  maximum,  double  de  la  pression 
moyenne,  s'exercera  sur  Farète  projetée  en  D.  Le  joint  tend  à  s'ou* 
vrir  du  côté  opposé. 
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2*  Si  le  joint  CD  a  une  longueur  moindre  que  le  triple  de  MD, 

toute  la  surface  du  joint  est  comprimée»  et  la  pression  R  par  unité  de 

9ig,  «s«^  surface  au  point  défini  par  son   abscisse   z^ 

comptée  à  partir  du  point  I ,  milieu  du  joint,  est 
donnée  par  l'équation  (§  A5)  : 


^  La  pression  maximum,  qui  a  lieu  au  point  D, 

9e  trouvera  en  fiiisant  x^slB: 


«"êi'^-re) 


306.  La  solution  du  problème  qui  consiste  à  répartir  sur  un  plan 
de  joint  une  pression  totale  oblique  à  ce  plan,  a  donné  lieu  récem- 
ment  à  une  autre  hypottièse,  proposée  dès  iToG,  par  Le  Hanc,  alors 
ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 

L'usage  est  adopté  généralement  de  décomposer  la  pression  to- 
tale MN  en  deux  composanies:  l'une  tangentielle  NQ,  qui  est  équi- 
librée par  le  frottement»  l'autre  normale  MQ,  que  l'on  répartit  seule. 
M.  Le  Blanc  procède  autrement. 

Soit  S  la  poussée  totale  MN,  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  nor- 
male au  joint.  Il  prend  pour  valeur  de  la  pression  normsde  à  répartir 

le  quotient ,  au  lieu  du  produit  Scosa  =  MQ. 

.  Pour  justifiei*  cette  manière  de  procéder,  imaginons  qu'un  corps  AB, 
ayant  un  poids  de  S  kilogrammes,  soit  posé  sur  un  massif  terminé 

à  un  plan  indéfini  £F,  faisant 
l'angle  a  avec  Tborizon  EH,  et 
qu'il  s'y  tienne  en  équilibre,  grâce 
à  Tintervention  du  frottement 

Le  poids  S  du  corps  est  équi- 
libré par  la  réaction  —  S  du  mas- 
sif. Oril  est  admissible  que  lecorps 
comprime  seulement  le  piîsme 
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directement  situé  au-dessous  de  lui,  c'est-à-dire  le  prisme  ren- 
fermé sur  la  figure  entre  les  arêtes  verticales  AG  et  BD  ;  la  section 
droite  de  ce  prisme  est  CD.  Pour  avoir  la  plus  grande  pression  de 
la  matière  formant  support,  il  convient  de  diviser  le  poids  total  S  par 
Taire  de  cette  section  CD,  ou  par  û  cos  a ,  en  appelant  û  l'aire  de 

la  base  AB,  ce  qui  donne  pour  pression  moyenne =  ^^^     , 

conformément  à  la  nouvelle  règle. 

En  pratique,  l'angle  a  est  toujours  assez  petit;  il  doit  toujours  être 
au-dessous  de  l'angle  du  frottement  pour  que  l'équilibre  ait  lieu; 
dans  un  ouvrage  bien  construit,  on  le  rend  le  plus  petit  possible. 
La  règle  ordinaire  et  la  nouvelle  règle  conduisent  en  définitive  à 
des  valeurs  peu  différentes  des  pressions  locales,  et  la  faiblesse  des 
limites  de  résistance  adoptées  est  telle,  qu'il  n'y  a  aucun  inconvé- 
nient à  suivre  celle  des  deux  règles  qui  donne  les  plus  basses  éva- 
luations. Aussi  continuerons-nous  à  employer  l'ancienne  r^Ie  dans 
le  courant  de  ce  livre. 

S07.  En  résumé,  dès  qu'on  se  donne  les  points  de  passage  des 
réactions  mutuelles  en  trois  plans  de  joint  quelconques,  la  con- 
struction de  la  courbe  des  pressions  fait  connaître  toutes  les  autres 
réactions  mutuelles.  Cette  courbe  une  fois  construite,  il  faut  et  il 
suffit  pour  l'équilibre  : 

1*  Qu'elle  soit  comprise  dans  l'intérieur  de  la  voûte  et  de  ses 
pieds-droits; 

2*  Qu'elle  coupe  les  joints  réeb  sous  des  angles  plus  grands  que  le 
complément  de  l'angle  de  frottement  de  pierre  sur  pierre; 

S""  Que  la  pression  par  unité  de  surface,  sur  les  arêtes  les  plus 
voisines  de  la  courbe  des  pressions,  n'excède  pas  la  limite  pratique 
de  résistance. 

Le  tracé  de  la  courbe  des  pressions  indique  en  outre  les  ré- 
gions où  les  joints  tendent  à  s'ouvrir,  soit  vers  l'intrados,  soit  ver 
l'extrados. 

Enfin  cette  méthode  permet  de  corriger,  par  voie  de  tâtonnements, 
les  formes  d'une  voûte,  de  manière  à  lui  donner  le  plus  de  légèreté 
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possible  sans  oaire  à  sa  staj>ilit&  Il  suffît  pour  cela  de  réduire  les 
épaisseurs  de  manière  que  dans  chaque  section  la  charge  par  unité 
de  surface  soit  voisine  de  la  limite  adoptée  pour  la  résistance  pratique 
des  matériaux. 

La  courbe  des  pressions  étant  entièrement  définie  quand  on  en 
prend  arbitrairement  trois  points,  est  donnée  par  une  équation  dif- 
érentielle  du  troisième  ordre,  dont  l'intégrale  générale  contient 
trois  constantes  arbitraires.  La  théorie  des  voûtes  serait  complète  si 
roa  trouvait  une  méthode  pour  la  détermination  rationnelle  de  ces 
trois  constantes.  La  recherche  de  la  déformation  de  la  voûte  con- 
duirait certainement  au  résultat  demandé;  mais  cette  partie  du  pro- 
blème des  voûtes  n'est  pas  encore  résolue. 

POLYGONE   DES  CENTBES   DE  PRESSION. 

308.  Le  polygone  des  pressions  a  ses  sommets  successifs  sur  les 
directions  des  forces  extérieures  appliquées  aux  éléments  individuels 
de  la  voûte  ;  il  y  aurait  donc  erreur  à  confondre  ce  polygone  avec  le 
polygone  des  centres  de  pression  des  plans  de  joint;  le  centre  de 
pression  dans  un  joint  quelconque  est  le  point  de  passage  de  la 
réaction  mutuelle  des  deux  voussoirs  voisins.  Le  polygone  des  cen- 
tres de  pression  qu'on  obtient  en  joignant  les  centres  de  pres8ion 
successifs  a  ses  sommets  sur  les  lignes  de  joint,  à  la  rencontre  des 
côtés  du  polygone  des  pressions* 

Soit  MNN'M'  un  voussoir,  BF  la  force  extérieure  qui  y  est  appliquée, 
g.    jjjg  A  le  centre  de  pression  du  joint  MN , 

et  BC  la  grandeur  et  la  direction  de  la 
poussée  qui  s'exerce  en  ce  point  dans 
le  sens  AG. 

Composons  la  poussée  6G  avec  la 
force  BF.  La  résultante  BE  sera,  en 
grandeur  et  en  direction,  la  réaction 
exercée  dans  le  plan  de  joint  M'N',  et  le 
point  H,  où  elle  coupe  la  ligne  M'N',  sera  le  centre  de  pression  de  ce  joint. 
La  droite  AH  représentera  un  côté  du  polygone  des  centres  de 
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pression,  tandis  que  les  droites  AB  et  BH  sont  deux  côtés  successifs 
du  polygone  des  pressions. 

11  peut  arriver  qu'à  la  limite  cette  droite  AH  prenne  une  direction 
différente  des  positions-limites  des  droites  AB,  BH. 

309.  Mais  si  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  voûte  soDt 
toutes  parallèles,  ce  qui  a  lieu  presque  toujours,  on  peut  rendre  iden- 
tiques la  courbe  des  centres  de  pression  et  la  courbe  des  pressions,  en 
décomposant  la  voûte  par  une  infinité  de  plans  parallèles  à  la  direction 
des  forces,  et  jouant  le  rôle  de  plans  de  joint  fictifs.  Cherchons  dans 
cette  hypothèseTéquation  de  la  courbe  des  centres  de  pnesûon;  nous 

prendrons  pour  axe  des  abscisses  la 
direction  RP  de  la  poussée  à  la  clrf,  et 
pour  axe  des  ordonnées  la  droite  B  A,  pa- 
rallèle aux  forces.  Soit  «=:PRA  l'angle 
des  axes  ;  soit  OT  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  forces  parallèles  qui  agis- 
sent sur  la  portion  de  voûte  limitée  au 
plan  de  joint  fictif  CD,  mené  parallèle- 
ment à  OT  et  à  RA. 

Si  P  est  la  poussée  à  la  clef,  et  T  la  résultante  des  forces  extérieures, 
en  composant  P  et  T,  on  aura  pour  résultante  la  réaction  nlutnelle  H 
des  deux  portions  de  voûte  qui  se  touchent  suivant  le  plan  CD  :  M 
sera  un  point  de  la  courbe  des  centres  de  pression  ;  nous  poserons 


RL  =  X      et      LM=Y, 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  de  ce  point. 

Appelons  x  Tabscisse  RG  d'un  plan  de  joint  fictif  EF,  et  z  la  di- 
mension EF  de  ce  joint  ;  appelons  p  la  force,  constante  ou  variable, 
qui  agit  sur  la  voûte,  rapportée  à  l'unité  de  surface  de  la  section 
transversale  ;  pzdx  sin  0  sera  la  force  qui  agit  sur  l'élément  EFFE', 
et  nous  aurons  à  la  fois 


t  =:i\  pzdxsint     et      TxOR=:\  pxxdxsin^. 
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Cette  cieroière  équation  est  Téquation  des  moments  par  rapport 
au  point  R ,  en  prenant  les  bras  de  levier  suivant  la  direction  obli- 
que RO,  au  lieu  d'une  direction  normale,  ce  qui  revient  à  multiplier 
tes  deux  membres  de  l'équation  par  un  même  facteur. 

On  en 


r 


0R  = 


Jo 


pzxdznn% 


\   pzdx  sin  0 
et  par  suite 

1  ptxdx  sin  • 


OL  =  RL  — OR=X 


Jo 


\    pzdx  sin  6 


Le  coefficient  angulaire  de  la  direction  OM  est  égal  à 
Doue 

^^•^*  '       \        \  ïwcixsinO 

=  p  \  lï^'xsinO  —  p  V  pzxdx  sin  6. 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression.  Or  je  dî 

que  la  drcHte  OM  est  tangente  à  cette  courbe  au  point  M.  En  effet, 

le  coefiicient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  est 

//Y  * 

^  ;  et  Féquation  précédente  donne,  en  différentiant  par  rapport  à 


la  limite  X, 


dY      *  f*     ,     .    n      LM 


Donc  la  tangente  à  la  courbe  des  centres  de  pression  an  pcdnt  M 
se  confond  avec  la  direction  OM  de  la  réacd<m  des  deux  portions  de 
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voûte  séparées  par  le  joint  fictif  CD,  c'est-à-dire  avec  la  tangente  à  la 
courbe  des  pressions,  de  sorte  que  les  deux  courbes  n'en  font  plus 
qu'une. 

Cette  coïncidence  n'a  plus  lieu  si  les  plans  de  séparation  CD,  sui- 
vant lesquels  on  décompose  la  voûte,  ne  sont  pas  menés  paraUèle- 
inent  aux  forces  extérieures  T.  Comme  dans  la  plupart  des  cas  les 
forces  extérieures  sont  des  forces  verticales ,  on  simplifie  le  tracé  de 
la  courbe  des  pressions  en  décomposant  la  voûte  en  éléments  par 
des  plans  verticaux. 

Lorsqu'on  la  décompose  par  les  plans  de  joint  réels  MN,  M'N',  on 
admet  que  chaque  voussoir  supporte  la  portion  de  surchài^e  qui  s'é- 
lève verticalement  au-dessus  de  sa  surface  d'extrados  ;  ainsi  le  vous- 
soir MNN'M'  est  supposé  porter  la  charge  MM'FP.  Si  A  est  le  centre 

de  pression  du  joint  HN,  et  AC  la  direction  de  la 
poussée  qui  s'exerce  sur  ce  joint,  il  faudra  com- 
poser la  force  AC  avec  la  somme  F  des  poids  du 
voussou*  et  de  sa  surcharge,  laquelle  somme  est 
appliquée  au  point  G^,  centre  de  gravité  de  l'aire 
totale  PP'M'N'NM.  Il  peut  donc  arriver,  comme  le 
montre  la  figure,  que  la  force  G^F  coupe  la  di- 
rection de  la  poussée  AC,  en  un  point  B  qui  soit 
extérieur  au  voussoir,  de  sorte  qu'en  achevant  le 
parallélogramme  BFEC,  la  diagonale  BE,  qui  re- 
présente en  grandeur  et  en  direction  la  poussée 
sur  la  face  de  joint  M'N',  ne  rencontre  ce  joint  qu'en  un  point  H  situé 
sur  son  propre  prolongement  Dans  ce  cas,  il  serait  inexact  de  sub- 
stituer la  courbe  des  centres  de  pression  à  la  courbe  des  pressions. 
La  substitution  est  sans  hiconvénient ,  comme  on  l'a  vu,  lorsque 
chaque  voussoir  et  sa  surcharge  sont  compris  entre  les  mêmes  ver- 
ticales. 

Cette  introduction  de  plans  de  joints  fictifs  verticaux,  au  lieu  des 
plans  de  joint  réels  qui  sont  en  général  normaux  à  l'intrados,  a  pour 
principal  avantage  de  simplifier  les  équations  de  l'équilibre  des 
voûtes.  Elle  a  été  adoptée  par  M.  Carvalho,  dans  une  étude  sur  la 
stabilité  des  voûtes  insérée  en  i8ô3  dans  les  Annales  des  ponts  et 
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cAattsséet.  Après  avoir  construit  la  courbe  des  centres  de  pression,  en 
supposant  la  voûte  et  sa  surcharge  en  maçonnerie  partagée  par  des 
plans  parallèles  à  la  direction  des  forces  extérieureSt  on  mène  les 
joints  réels  de  la  voûte  proprement  dite,  de  manière  que  l'angle  de 
la  courbe  avec  ces  joints  réels  soit  au  moins  égal  au  complément  de 
l'angle  du  frottement,  condition  qui  sera  remplie  le  plus  souvent 
lorsque  les  joints  réels  seront  normaux  à  Tintrados.  Il  y  a  sans  doute 
dans  une  telle  marche  quelque  chose  d'arbitraire»  mais  la  décompo- 
sition de  la  surcharge  en  maçonnerie  par  des  plans  verticaux  sou- 
lève la  même  objection. 
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310.  La  courbe  des  pressions  une  fois  tracée,  Tinspection  de  la 
courbe  suffit  pour  faire  reconnaître  les  régions  de  la  voûte  qui  sont 
soumises  aux  charges  les  plus  grandes.  Ces  régions  varient  avec  les 
hypothèses  faites  sur  les  points  de  la  courbe  qui  ont  été  pris  arbi- 
trairement pour  la  construire.  Si  Ton  suppose,  comme  cela  a  lieu 
ordinairement,  la  voûte  symétrique  et  symétriquement  chargée  par 
rapport  au  plan  vertical  passant  par  la  clef,  la  poussée  à  la  clef  sera 
horizontale,  et  la  courbe  des  pressions  joindra  par  un  trait  continu 
le  point  de  passage  A  à  la  clef,  au  point  de  passage  i)  aux  nais- 
sances; on  pourra,  sans  modifier  le  point  de  départ  A  de  la  courbe, 
mais  en  déplaçant  convenablement  le  point  B,  l'amener  à  toucher 
rintrados  en  un  certain  point  G.  Ce  point  de  contact  G  de  Fintrados 
et  de  la  courbe  des  pressions  détermine  le  joint  de  rupture  de  la 
voûte  correspondant  à  la  position  attribuée  au  point  d'application  A 
de  la  poussée  à  la  clef.  On  voit  que  la  tangente  à  l'intrados  au  joint 
de  rupture  C,  la  poussée  à  la  clef,  et  la  résultante  des  forces  exté- 
rieures qui  agissent  sur  la  portion  de  voûte  comprise  entre  le  joint 
de  rupture  et  la  clef,  concourent  en  un  même  point.  Si  Ton  déplace 
ensuitelepoint  A,  on  obtiendra  sur  rintrados  pour  chaque  position 
successive  de  A  un  point  C  particulier  ;  les  limites  des  positions  de  ces 
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points  détermineront  sur  l'intrados  un  are  de  rupture j  qu^ indique 
la  r^ion  de  la  voAte  où  les  pressions  locales  ont  leur  plus  grande 

m 

intenÂté. 

La  considération  du  joint  de  rupture  est  devenue  la  base  de  la 
théorie  des  voûtes  de  Dupuit.  L'auteur  appelle  pomt-chamière  le 
pcnnt  de  l'intrados  autour  duquel  la  demi-voùle  pîvote,  lorsque  la 
clef  s'abaisse  pendant  le  décintrenient.  Le  point-charnière  se  déplace 
à  mesure  que  le  cintre,  en  descendant,  prive  la  voûte  de  ses  appuis; 
le  point-charnière  définitif  est  le  joint  de  rupture  des  antres  théories.  ^ 
Il  importe  que  le  décintrement  soit  opéré  avec  lenteur,  pour  éviter 
les  effets  de  l'inertie  de  la  voûte,  qui  pourrait  dépasser  d'abord  sa 
position  définitive  d'équilibre.  Se  fondant  sur  ces  circonstances  ini- 
tiales, qui  ont  évidemment  une  grande  influence  sur  l'état  d'équi- 
libre réalisé,  Dupuit  admet  que  la  courbe  des  pressions  effectives  passe 
tangentiellement  à  l'intrados  au  joint  de  rupture  (ou  aux  naissances, 
s'il  s'agit  d'une  vGÛte  incomplète^  autrement  dit,  d'une  voûte  en  arc 
de  cerele)  ;  à  la  clef  il  admet  au  contraire  que  la  pression  est  répartie 
sur  toute  la  surface,  œ  qui  le  conduit  à  faire  partir  la  courbe  du 
tiers  supérieur  do  joint  Dupuit  conseille  même  de  relever  ce  point 
de  passage  quand  les  culées  sont  peu  résistantes^  pour  se  placer  dans 
l'hypothèse  la  plus  défavorable. 

Noos  avons  fait  voir  (§  67)  que  l'hypothèse  d'une  pression  totsk 
portant  sur  une  arête  était  tout  à  fait  inadmissible.  La  propriété 
du  poin^-chamnère  de  Dupait  ne  peut  donc  être  considérée  que 
comme  une  propriété-limite^  sans  réalité  objective  :  la  courbe  des 
pressions  tend  à  se  rapprocher  de  l'intrados  au  joint  de  rupture,  mais 
il  est  impossible  qu'elle  Tatteigne.  La  distance  de  Fintrados  à  la- 
quelle elle  reste  eo  cette  région  est  incoooue,  et  la  solution  de 
Dupuit  est,  comoie  tontes  les  autres,  entachée  d'arbitraire. 

Lorsque  Finfrados  est  une  courbe  contintoie,  si  l'm  fait  varier  l'in- 
tensité de  la  poussée  à  la  clef,  sans  modifier  son  point  d'application, 
la  courbe  des  pressions  est  tangente  à  l'intrados  au  joint  de  rup- 
ture lorsque  la  poussée  à  b  def  est  minimum  ;  car  si  on  la  réduit 
un  tant  soit  peu,  l'équilibre  est  détruit,  et  ta  courbe  des  pressicms 
sort  de  l'épaissear  de  la  voûte*  De  même,  si  l'extrados  est  une  courbe 
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continue,  à  la  plus  grande  intensité  de  la  poussée  correspond  une 
courbe  des  pressions  tangente  à  l'extrados.  On  peut  consulter  sur  ces 
propriétés  une  démonstration  analytique  donnée  par  M.  H.  Résal 
dans  les  Comptes  rendus  de  t Académie  des  sciences  ^  99  jan- 
vier 1877, 

Nous  insistons  sur  cette  condition  d'un  intrados  ou  d'un  extrados 
continu,  parce  qu'on  peut  très  bien  concevoir  des  voûtes  stables  où 
il  n'y  ait  ni  surface  d'intrados,  ni  surface  d'extrados  ;  il  suffit,  en 
effet,  pour  qu'il  y  ait  possibilité  de  l'équilibre,  qu'il  y  sût  des  corps 
en  contact,  se  pressant  par  des  surfaces  de  joint  Cette  remarque 
permet  de  reconnaître  le  danger  qu'il  y  a  à  chercher  exclusivement 
les  conditions  de  la  stabilité  des  voûtes  dans  l'étude  des  formes 
de  ces  surfaces,  dont  l'existence  est  purement  conventionnelle. 

GOMPLÊMEtrr  DE  LA  MÉTHODE   DE  M.    liÉBT.  —  MÉTHODE 

D^  M,    A.    DUBAND^GLAYB* 

511.  La  courbe  des  pressions  d'une  voûte  donnée  n'est  pas  com- 
plètement déterminée,  «et,  pour  la  tracer,  on  prend  arbitrairement 
troi?  points  de  passage,  ou  bien  deux  points  de  passage,  et  la  direc- 
tion de  la  tangente  A  la  courbe  en  l'un  de  ces -points.  L'indétermina- 
tion ne  disparaîtrait  que  si  fon  pouvait  compléter  le  calcul,  comme 
pour  les  poutres  droites,  en  tenant  compte  de  la  déformation  subie  par 
le  syatëme  matériel,  et  de  la  fixité,  réelle  ou  soppoeée,  des  surfaces 
happai  extérieures.  Mais  cette  suite  du  calcul  serait  extrêmement 
laborieuse»  et  en  pratique  elle  ne  mériterait  pas  grande  confiance,  les 
lois  de  la  déformation  des  maçonneries  étant  encore  inconnues,  et 
assur^nent  très  complexes.  On  a  donc  chertbé  à  tourner  la  diffi- 
culté plutôt  qu'i  la  résoudre.  La  méthode  que  nous  allons  exposer, 
d*aprës  M.  Alfred  Durand-Glaye,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaus- 
sées, nous  parait  atteindre  ce  but  de  la  manière  la  plus  heureuse  (i). 
8apposo«is,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  poussée  à  la  clef  soit 


(I)  Annales  de»  ponts  et  chaussées,  1867,  n<»  142,1.  î,  p.  63. — On  peut  consulter  aussi 
sur  le  néme  n4et  un  mémoire  dt  M.  Ilroaeti,  1^5»  n*  103, 1 1,  p.  179. 
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horizontale,  ce  qui  a  lieu  quand  la  voûte  est  symétrique,  symétri- 
quement chaînée,  et  que  les  circonstances  de  pose  n'entraînent 
aucune  dissymétrie  entre  les  deux  moitiés  dont  elle  se  compose. 
Considérons  (fig.  361)  un  fragment  quelconque  de  voûte  compris  entre 
le  plan  de  la  clef  c^d^^  et  un  plan  de  joint  ccL  La  résultante  des  actions 
mutuelles  qui  s'excercent  de  c^  en  d^  est  normale  à  la  droite  c»  d^  par 
hypothèse,  et  est  appliquée  sur  cette  droite  en  un  certain  point  com- 
pris entre  les  points  Co  et  do.  De  même  la  résultante  des  actions  mu- 
tuelles qui  s'exercent  de  c  en  (f  coupe  le  joint  cû?  en  un  certain  point 
de  la  droite  cd.  Soit  a  ce  point.  La  poussée  à  la  def  et  la  réaction 

du  joint  cd  résultent 
de  l'hypothèse  faite  snr 
la  position  de  ces  denx 
points.  Tandis  que  la 
réaction  du  joint  cd 
passe  constamment  au 
point  a,  faisons  par- 
courir au  point  d'appli- 
^tion  de  la  poussée  à 
la  clef  toute  l'étendae 
du  joint  Codof  et  pour  chaque  position  construisons  la  grandeur 
correspondante  de  la  poussée  à  la  clef,  et  la  grandeur  et  la  direction 
de  la  réaction  du  joint.  Faisons  cette  opération  pour  les  positions 
extrêmes  c^  et  do*  Nous  aurons,  pour  la  position  J.,  à  décomposer, 
suivant  les  directions  Yd^  et  Fa,  1^  poids  de  la  voûte  FF  appliqué 
en  F,  et  pour  la  position  ^«,  à  décomposer  le  même  poids,  66', 
transporté  au  point  6,  suivant  les  directions  Gco  et  6a  ;  nous  trou- 
vons ainsi  une  force  FT  pour  la  poussée  correspondante  au  point 
d«,  une  force  6'Q  pour  la  poussée  correspondante  à  c, ,  et  les  forces 
FP,  6Q,  pour  les  réactions  exercées  au  point  a  dans  ces  deux  hypo- 
thèses* Après  avoir  opéré  de  même  pour  un  certain  nombre  de  points 
pris  sur  le  point  c^  d^ ,  portons,  à  partir  de  ces  points,  perpendicu- 
lairement au  plan  de  la  clef,  des  ordonnées  d^  A. ,  c«  B« ,  respective- 
ment égales,  à  une  échelle  arbitraire,  aux  forces  correspondantes 
F'P  et  6'Q  ;  nous  obtiendrons  p^ir  là  un  arc  de  courbe  A,  B,  dont 
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les  ordonnées  représenteront  les  seules  valeurs  admissibles  de  la 
poussée  à  la  clet,  quand  la  réaction  du  joint  cd  passe  au  point  a. 
Nous  pouvons  de  même  prAidre,  à  la  même  échelle,  sur  la  per- 
pendiculaire à  cd^  des  longueurs  aA|,  aB,*  respectivement  égales 
aux  composantes  normales  des  réactions  FP,  GQ;  ces  longueurs 
et  les  longueurs  intermédiaires  seront  les  valeurs  successives  de 
la  réaction  normale  au  point  a,  lorsque  le  point  d'application 
de  la  poussée  à  la  clef  occupe  toutes  les  positions  possibles  sur  le 
point  Cod^. 

Nous  pouvons  répéter  toutes  ces  opérations  sur  tout  autre  point 
du  joint  cd;  à  chaque  position  correspondra  une  courbe  A«  B.  des 
valeurs  de  la  poussée  à  la  def,  et  une  série  d'ordonnées  portées 
sur  la  normale  à  la  surface  du  jomt  au  point  a,  donnant  chacune 
la  valeur  de  la  réaction  normale  correspondante.  Imaginons  qu'on 
ait  opéré  ainsi  pour  tous  les  points  du  joint  cd  ;  nous  obtiendrons 
en  définitive  à  la  clef  une  infinité  d'arcs  de  courbe,  qui  seront  tous 
compris  entre  les  deux  courbes  extrêmes  ol,^,  et  y.  S,,  correspondantes 
l'une  au  point  c^  Faatre  au  point  d;  et  pour  le  joint  cd^  une  infinité 
d'ordonnées,  comprises  entre  deux  séries  d'ordonnées-limites ,  des- 
sinant les  deux  arcs-limites  a^Yo  Pih^.  La  première  condition  d'équi- 
libre de  la  voûte  exige  que  les  résultantes  des  réactions  subies  par 
le  fragment  de  voûte  cdd^c^^  sur  ces  faces  cd^c^d^^  percent  les 
joints  cd^  c^dç^  suivant  lesquels  ces  réactions  s'exercent;  nous  pou- 
vons donc  exprimer  cette  condition  en  disant  que  F  extrémité  de  la 
droite  qui  représente^  à  f  échelle j  â  partir  d un  point  du  joint  c.do, 
la  poussée  horizontale  à  la  clef^  tombe  dans  t intérieur  du  contour 
fermé  a,p,8,Y,,  et  que  F  extrémité  de  la  droite  qui  représente^  à  la 
même  échelle j  à  partir  dun  point  du  joint  cd,  la  composante  nor- 
male de  la  réaction  totale  subie  par  ce  jointe  est  comprise  dans  l  in- 
térieur CLu  contour  fermé  a,.p,.8,.Y<.  Remarquons  qu'il  y  a  correspon- 
dance eotre  les  deux  quadrilatères  a^y  •  ^^  sommet  a,  correspond  au 
sommet  a^,  le  côté  a,p,  au  côté  a^p^,'  le  côté  a,v,  au  côté  a^y^. 

312.  Faisons  usage  de  la  troisième  condition,  celle  qui  est  relative 
à  la  limite  des  pressions  locales  (§  3o5  ).  Nous  avons  vu  (§  7o) 
comment  cette  condition  pouvait  se  traduire  géométriquement  lors- 
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que  la  surface  d  appui  est  rectangulaire.  Aa  point  0,  milieu  du 
Fig,  Î62  joint  crf,  prenons  à  Téchelle,  sur  la  perpen- 

diculaire Oo>,  une  longueur  Oco  égale  à  la 
force  qui ,  répartie  uniformément  sur  la  sur- 
face rectangulaire  de  ce  joint,  donne  une 
pression  de  R  kilogrammes  par  unité  de  sur- 
face, égale  à  la  limite  pratique  de  la  résistance 
des  pierres.  Aux  points  m',  n\  tiers  du  joint, 
prenons  deux  longueurs  rn!m^  n'n^  égales  à  la 
»  moitié  de  0<o.  Joignons  par  des  droites  les 
points  rfw,  cm^  et  prolongeons-les  par  les  arcs  d'hyperbole  iww,  nw, 
t<ingents  à  ces  droites  en  m  et  en  n.  Le  contour  cmoine/ donnera  pour 
chaque  point  de  passage  de  la  résultante  la  valeur-limite  admissible 
pour  cette  force  estimée  perpendiculairement  au  joint. 

Appliquons  cette  construction  sur  notre  épure  au  joint  cd  et  à  la 
clef  Ooct.;  nous  obtiendrons  les  deux  courbes-limites  c^iù^d^  et  ctùd. 

ng.  ttj. 


B 


V 


En  vertu  de  la  première  condition  d'équilibre,  la  composante  nor- 
male au  }6micd^  doit  aboutir  dans  l'intérieur  du  polygone  a,.p,8,Vj; 
en  vertu  de  la  troisième,- elle  doit  aboutir  en  dedans  du  trait  continu 
Ciùd\  donc,  en  vertu  des  deux  conditions  prises  ensemble,  elle  doit 
aboutir  en  un  point  intérieur  au  polygone  '®*'p'a"'x'»  commun  aux 
aires  des  deux  polygones  pris  séparément.  Cette  limitation  de  la 
pression  normale  à  cd  entraîne  une  limitation  correspondante  de 
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la  poussée  en  Cod^;  car  la  connaissance  de  la  réaction  normale  en 

un  point  du  joint  cd  permet  de  définir  en  grandeur  et  en  position 

la  poussée  à  la  clef(i).  Faisant  usage  successivement,  par  exemple» 

'des  pressions  normales  qui  correspondent  aux  points  p',x''  ^\*^\ 

m 

on  en  déduira  les  positions  p,  x«  ^  ^^  '^f  ^^^  extrémités  des  pous- 
sées horizontales  qui  leur  sont  conjuguées;  les  points  p  et  ^  ap- 
I partiendront  au  côté  a^y,,  qui,  comme  nous  l'avons  observé,  cor- 
respond à  la  courbe  a^y.  ;  et  de  même  <t  et  ^  seront  situés  sur 
le  côté  p,8„  qui  correspond  à  la  courbe  ^<5,.  Les  courbes  po-,  f^ 
pourront  être  tracées  par  points  en  suivant  une  marche  analogue  et 
correspondront  point  pour  point  aux  courbes  o-p'^zir'^'.  La  poussée 
à  la  clef,  ainsi  limitée  au  contour  pc^zi^x»  ^^  limitée  d'ailleurs  au  con- 
tour doOioCo  par  la  troisième  condition,  aboutira  en  définitive  dans 
l'intérieur  de  la  partie  pçsr  commune  à  ces  deux  contours.  De  cette 
limitation  de  la  poussée  à  la  clef  résulte  une  nouvelle  limitation  de 
la  réaction  normale  au  joint  td\  car  aux  points  p,  g,  «,  r,  correspon- 
dent les  points  P,  Q,S,  R,  et  aux  courbes  ipr^  qs^  les  courbes  PR,  QS; 
de  sorte  que  l'ensemble  des  deux  conditions  dont  nous  avons  tenu 
compte  se  traduit  géométriquement  de  la  manière  suivante  :  il  faui^ 
pour  que  Véquilibre  du  fragment  de  voûle  soit  possible^  que  les  extré- 
mités des  droites  représentatives  de  la  poussée  et  de  la  réaction  nor- 
male soient  respectivement  comprises  dans  tintérieur  des  contours 
conjugués  pqsr,  PQSR, 

313.  Nous  n'avons  pas  fait  intervenir  jusqu'ici  la  seconde  condi- 


(1)  Voici  comment  on  peut«  eo  général,  déterminer  géométriqaement  la  poussée  à  l4i 
clef  qui  correspond  à  une  composante  normale  donnée  p'n.  En  nn  point  quelconque,  0, 

r>renon8  sar  la  Tertlcale  une  longueur  00'  égate  au  poids 

^^'  ^^-  de  in  Toâte  cdd^c^  estimé  à  l*échelle;  traçons  au  point  0' 

o  une  horizontale  indéfinie  O'X;  menons  par  le  point  0 

une  perpendiculaire  OY  au  Joint  cd,  et  prenons  sur  cette 
droite  une  longueur  OP  égale  à  la  valeur  donnée  p'n  de  la 
eomposante  normale.  Au  point  P,  élevons  PR  perpendi- 
culaire à  OP;  cette  drpite  coupe  en  R  la  droite  O'X,  et 
Joignant  OR,  on  aura  en  O'R  la  poussée  horizontale  à  la 
clef,  et  en  OR  la  réaction  eu  Joint  cd.  On  mènera  eosalte 
une  parallèle  à  RO  par  le  point  n;  elle  coupera  la  verU- 
cale  FF'  en  un  point  qui  sera  à  la  hauteur  du  point  cob- 
Jugué  sur  le  Joint  c^^f^ 
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tion,  celle  qui  est  relative  à  Tangle  du  frottement,  ou  au  glissement 
de  la  voûte  sur  les  plans  de  joint.  En  général  elle  est  remplie  dans 


«g.  265. 


la  pratique*  lorsque  les  plans  de  joint  sont  dirigés  normalement  à 
l'intrados:  maison  peut  aussi  l'introduire  dans  la  méthode  de  H.Da- 
rand-Claye.  Il  suffit  en  effet,  pour  en  tenir  compte,  d'exclure  toute 
direction  de  la  réaction  du  joint  qui  ferait  avec  la  normale  un 
angle  supérieur  à  l'angle  du  frottement;  un  exemple  montrera 
comment  on  doit  opérer.  Aux  points  c  et  d,  menons  sur  la  droite  cd 
des  normales  cN,  dN',  et  faisons  de  part  et  d'autre  de  ces  normales 
des  angles  Ne/,  Nef,  N'df",  N'd/'",  égaux  à  Fangle  du  frottement. 
Si  le  point  d'application  de  la  réaction  est  en  c,  on  voit  sur  la  figure 
que  la  seconde  condition  sera  remplie  quelle  que  soit  la  position 
de  la  poussée  àla  clef;  car  les  directions  extrêmes  Fc,  Gc,  sont  toutes 
deux  comprises  dans  Hangle  fcf*.  II  n'en  est  pas  de  même  pour  le 
point  d  :  la  réaction  Fd  y  est  bien  encore  comprise  dans  l'angle  fdr^ 
mais  la  réaction  Gd  serait  extérieure  à  cet  angle.  Si  donc  on  construit 
la  courbe  yÂ  qui  correspond  au  point  d,  il  faudra  l'arrêter  au  point 
m,  à  la  hauteur  de  la  plus  basse  poussée  ml,  qui,  composée  en  I, 
avec  le  poids  de  la  voûte,  donne  pour  résultante  une  réaction  Id  fai- 
sant avec  la  normale  Fangle  f'  dN'  égal  à  Tangle  du  frottement* 

Par  le  point  G  menons  la  droite  G/c,  parallèle  à  df".  Le  point  k 
donnera  la  limite  à  partir  de  laquelle  la  poussée  horizontale  ap- 
pliquée en  Co  cesse  d'être  admissible.  Construisons  la  courbe  A.B, 
correspondante  au  point  k  ;  la  portion  utile  de  la  droite  p,S«  sei'a 
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limitée  au  point  B«,  et  Taire  a«Y,S«p„  se  réduira  en  définitive  à  l'aire 
a,Y«  m  B,  ^„  dont  le  côté  mB,  est  une  droite  parallèle  à  d«Co.En  effets 
les  ordonnées  de  cette  ligne  sont  les  poussées  qui»  composées  avec 
le  poids  constant  appliqué  sidvant  la  droite  GF,  donnent  une  résul- 
tante parallèle  i  la  direction  Gk.  Les  valeurs  de  ces  poussées  sont 
donc  constantes,  et  sont  représentées  par  la  portion  de  droite  mB« 
parallèle  i  c^d^. 

Le  contour  a,Y<S^,  subit  une  réduction  semblable,  et  une  droite 
mfii  en  retranchant  Tangle  S«.  L'introduction  de  la  seconde  condition 
peut  donc  se  traduire  graphiquement  par  le  retranchement  de  cer- 
taines surfaces»  et  rentre  par  suite  dans  les  procédés  généraux  de  la 
méthode. 

31  A.  Ces  préliminaires  posés,  on  voit  que  la  vérification  delà  sta- 
bilité d'une  voûte  revient  à  constater  l'existence  de  l'aire  commune 


Fig.  166. 


rjj. 


à  tontes  les  aires  r«gp,  qui  correspondent  chacune  à  l'équilibre  d*un 
cours  quelconque  de  voussoirs.  Si  une  telle  aire  existe,  l'équilibre 
sera  possible  dans  les  conditions  où  il  a  été  défini  ;  si  elle  n'existe 
pas,  rinstabilité  de  la  voûte,  au  point  de  vue  des  mêmes  conditions, 
sera  par  cela  même  constatée.  L'aire-limite  peut  être  plus  ou  moins 
étendue  ;  elle  peut  se  réduire  à  un  point;  alors  l'équilibre  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière,  et  la  voûte  est  dans  l'état  l'équilibre 
strict.  L* aire- limite  peut  avoir  la  forme  d'un  triangle;  plus  générale- 
ment, elle  aura  la  forme  d'un  quadrilatère  pqsr^  terminé  latérale- 
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ment  aux  deux  côtés  du  contour  doWoCo.  Le  quadrilatère  pqsr  étant 
disposé  comme  dans  la  figure  266,  les  valeurs  et  positions  extrêmes 
delà  poussée  à  la  clef  sont  définies  par  les  sommets  jo,  g,  r,  5,  et,  en 
faisant  usage  de  ces  quatre  poussées  successives,  on  pourra  construire 
les  courbes  de  pression  limites  admissibles  dans  la  voûte,  savoir 
p'p",  q'q'\  «'s",  rV";  la  première,  p'/?'',  correspond  à  reifort-limite  à 
Y  extrados  à  la  clef,  et  à  Y  extrados  en  un  certain  joint  ;  la  seconde  q'<f^ 
à  r effort-limite  à  Yintrados  à  la  clef,  et  à  Yeœtrados  en  un  certain 
joint  ;  la  troisième  «V,  à  Teffort-limite  à  Yintrados  à  la  clef  et  en  un 
certain  joint  ;  la  quatrième  enfin,  r^r^\  à  refifort-limite  à  Y  extrados  à 
la  clef,  et  à  Yintrados  en  un  certain  joint. 

3 j  5.  La  méthode  de  H.  Alfred  Durand*Glaye  se  résume  dans  la 
série  des  opérations  suivantes  : 

«  i<*  Détermination  des  poids  des  diverses  portions  de  voûte  avec 
leurs  surcharges  ;  détermination  des  verticales  contenant  leurs  cen- 
tres de  gravité  respectifs  ; 

«  â*  Tracé  des  courbes  a^,  yS,  ou  ocy,  ^,  limitant  les  poussées  et 
pressions  compatibles  avec  l'équilibre,  quelle  que  soit  la  résistance 
à  admettre  pour  les  matériaux  ; 

((  3°  Tracé  des  courbes  ctorf,  limitant  les  pressions  compatibles 
avec  la  résistance  propre  des  matériaux  ; 

a  4*  Superposition  des  deux  séries  de  courbes  précédentes,  et 
détermination  des  aires  rspq  au  sommet  de  la  voûte  ; 

«  ô""  Superposition  de  ces  aires  et  recherche  de  la  surface  com- 
mune, surface  qui  comprendra  les  extrémités  des  lignes  représenta- 
tives de  toutes  les  poussées  admissibles  ; 

((  G*»  Tracé  des  courbes  de  pression  limites,  qui  correspondent 
aux  sommets  de  la  surface  commune  et  détermination  des  parties 
aibles  de  la  voûte.  » 

Cette  dernière  partie  des  opérations  n'est  pas  indispensable,  car 
les  constructions  préparatoires  renseignent  sur  les  principaux  résul- 
tats quon  déduirsdt  du  tracé  effectif  des  courbes  de  pression. 

La  méthode  se  prête  à  une  définition  précise  des  points  faibles, 
à  la  recherche  de  Téquilibre  et  de  la  stabilité  des  piles  et  culées  ;  à 
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la  détermination  du  coefficient  de  stabilité  d* nue  voûte  (i)  ;  enfin, 
M.  Durand-Glaye  en  a  donné,  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaus- 
sées, année  1868,  n*  176,  page  log,  une  extension  intéressante  à  la 
redierche  des  conditions  de  stabilité  des  arcs  métalliques^,  ou  des 
voûtes  où  Ton  aurait  à  tenir  compte  de  la  résistance  des  inortici*s  à 
l'extension. 

Le  travail  de  M.  Darand-Glaye  sur  les  voûtes  a  été  le  point  de  départ 
de  certaines  recherches,  parmi  lesquelles  nous  citerons  une  étude  de 
M.  Cesare  Geradini,  dans  le  Journal  des  sciences  naturelles  et  écono- 
miques de  Païenne,  i  S75,  volume  IX.  On  y  trouve  résolu  en  partie  le 
problème  de  M.  Durand-Qaye,  mais  pour  unô  voûte  non  symétrique. 

UÉTHODë  de   m.    le   générai  PEAUGEUIER  pour   VÉBIFIER 
LA   STABILITÉ   DES   VOUTES   EN   BERCEAU. 

(Mémorial  de  roiQcier  du  géDie^  1875,  d"  24.) 

310.  Cette  méthode  est  analogue  à  celle  de  H.  Alfred  Durand- 
Glaye  (9) . 

M.  Peaucellier  laisse  d'abord  de  côté  les  conditions  relatives  à  la 
limite  de  résistance  des  matériaux,  et  s'occupe  de  traduire  graphi- 
quement les  conditions  statiques  de  l'équilibre  de  la  voûte,  consi- 
dérée comme  formée  de  matériaux  solides  invariables.  Il  admet  que 
la  poussée  à  la  clef  est  horizontale  :  le  point  d'application  M  de  la 
poussée  peut  varier  de  position  dans  toute  l'étendue  du  joint  à  la 
clef  Jq/^  (fig.  267).  Quant  à  sa  grandeur  P,  elle  est  inconnuei  e^  le 
but  de  la  méthode  est  d'en  déterminer  les  Kmites  admissibles. 


■nv 


(1)  Le  coefficient  de  stabilité  se  détermine  en  faisant  varier  la  pression-limite  R  par 

^inlté  de  surface.  A  chaque  valear  de  R  correspond  un  contour  c^û^o»  qui  est  d*autant 

moins  aigu  que  la  limite.  R  est  plus  basse;  l'aire-Ilmlte  rspq  se  resserre  donc  de  plus 

en  plus  à  mesure  que  R  diminue.  Déterminons  la  valeur  R'  de  R,  qui  réduit  l'aire- 

Umile  à  an  seul  point.  Nous  aurons  la  plus  grande  valeur  des  pressions  locales  qui 

R' 
corresponde  à  la  stabilité;  le  rapport  -^ ,  dont  rinverse  mesure  en  quelque  sorte  la 

R 
hardiesse  de  l'ouvrage,  est  ce  que  M.  Durand-Claye  appelle  le  coefficient  de  stabilité, 

(2)  Voir  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées,  mal  1876,  la  note  n*  26,  qui  conUent 
la  comparaison  de  ces  deux  métliodes. 


] 
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Vig.  S67. 


!•  Condition  relative  au  glissement. 

Soit  HA  le  joint  des  naissances,  ou  tout  autre  joint  intermédiwtc 
entre  les  naissances  et  la  clef.  Prenons  arbitrairement  le  point  M  pour 

point  de  passage  de  la 
'•    **     •'^    poussée  P;  la  direction  de 
la  poussée  sera  rhorizon- 
tale  MP.  Soit  R  la  résul- 
tante des  forces  qui  agis- 
sent  sur  la  portion   de 
^  voûte  comprise  entre  les 
joints  l^j^  et  H  A.  La  réac- 
tion mutuelle  développée 
dans  le  plan  HA  sera  la  résultante  des  forces  P  et  R.  Or,  au  point  de 
vue  du  glissement  de  la  portion  HA/^J^  sur  le  plan  HA,  les  limites 
de  P  correspondent  à  des  réactions  mutuelles  faisant  avec  la  normale 
au  joint,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  des  angles  égaux  à  l'angle  f 
du  frottement  de  pierre  sur  pierre.  Pour  trouver  ces  limiteSt  menons 
par  le  point  0  deux  droites  OS,  OS',  qui  fassent  avec  le  joint  l'angle 
90* — f ,  Tune  en  dessous  de  la  normale  N,  l'autre  en  dessus  de  la 
normale  N^  puis,  prenant  sur  OR  une  quantité  Or  proportionnelle  à 
ht  force  R,  on  achèvera  les  parallélogrammes  Orsp^  Orslp\  dont  les 
diagonales  ont  les  directions  OS,  OS'.  Les  côtés  Op,  Op\  seront  les 
limites  cherchées  de  P.  En  eifet,  si  P  augmentait  un  peu  à  partir  de 
la  valeur  0//,  la  résultante  de  P  avec  R  serait  dirigée  en  dehors  de 
l'angle  du  frottement,  et  ne  serait  plus  équilibrée  par  la  résistance 
au.frottement  de  la  pierre  :  la  voûte  ne  serait  donc  pas  en  équilibre,  et 
le  morceau  HA/y^  remonterait  le  long  du  plan  de  joint  HA.  De  même, 
si  P  décroissait  un  peu  à  partir  de  la  valeur  Op,  la  résultante  de  P 
et  de  R  passerait  dans  l'angle  SOR,  et  la  voûte  glisserait  sur  le  plan 
du  joint  HA  dans  le  sens  descendant.  Remarquons  que  ces  limites 
0j9,  0/?,  qui  correspondent  au  joint  HA,  né  dépendent  pas  de  la  posi- 
tion arbitraire  attribuée  à  la  poussée  sur  le  joint  Jj^,  car  la  construc* 
tion  ne  fait  intervenir  que  les  directions  P  et  S,  sans  qu'on  ait  tenu 
compte  de  leur  position  effective.  Portons  donc  en  H,  perpendicu- 
lairement au  joint  J j^,  deux  longueui-s  My  =  Qp,  M^  =  0/>',  et 
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menons  par  les  points^  et  ^  des  parallèles  au  joint  Nous  formons 
ainsi  un  rectangle  mn  rirri^  au  dedans  duquel  on  est  certain  que 
l'extrémité  de  la  droite  représentative  de  la  poussée  à  la  clef  doit 
tomber  pour  qu'il  n'y  dt  pas  glisseiAent  sur  le  joint  HA. 

Cette  construction  doit  être  répétée  sur  tous  les  joints,  pour  qu'on 
soit  sûr  d'avoir  pour  P  les  limites  les  plus  étroites  possible.  H.  Peau- 
cellier  abrège  notablement  ces  essais  successifs  au  moyen  d'une 
construction  auxiliaire. 

Désignons  par 

les  forces  qui  agissent  sur  chaque  voussoir  à  partir  de  la  clef,  y  com- 
pris la  part  de  surcharge  qu'on  attribue  à  chacun  d'eux. 
Ces  voussoirs  seront  représentés  eux-mêmes  par  les  lettres 

'1»     '!»•••     »»• 

4 

Gela  étàntt  si  nous  composons  f^  et  /*,,  nous  aurons  une  résultante 
que  nous  appellerons  R^,  et  qui  sollicite  l'ensemble  des  voussoirs  V^ 
et  1?,.  Composant  de  même  R,  avec  f^ ,  on  aura  la  résultante  R^^  qui 
sollicite  les  voussoirs  V^9  V,,  V,,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  résul- 
tante R^,  qui  est  formée  des  forces  /i,  /,, /«et  qui  s'ap- 
plique à  l'ensemble  des  voussoirs  Y, , V..  On  forme  ainsi 

une  série  de  résultantes 

dont  la  première  R^  ne  diffère  pas  de  la  force  f^.  Pour  avoir  en  gran- 
deur ces  résultantes  Rp  R,, ,  on  aura  recours  à  la  construc- 

Fiff.  16S.  tion  du  polygone  des   forces.  A 

partir  d'un  point  0  quelconque, 
menons  des  droites 

(01),  (12),  (23)... 
respectivement  parallèles  aux  for- 
ces 

et  proportionnelles  à  ces  forces.  On 
obtiendra  une  résultante  quelcon- 
que R,  en  joignant  les  points  o  et  6. 
Chaque  point  tel  que  6  correspond  d'ailleurs  à  un  joint  de  la  voûte, 
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à  celui  qui  sépare  le  voussoir  V^  du  voussoir  V,.  Par  le  point  6  nous 
pourrons  donc  mener  deux  droites  (6a)  «  (66),  dont  les  directions 
fassent  avec  la  normale  à  ce  joint  des  angles  égaux  à  ^  dans  les  iem 
sens.  Ces  droites  coupent  en  a  et  £  Tborizontale  menée  par  le  point 0; 
le  triangle  (60a)  a  donc  ses  côtés  respectivement  parallèles  aux 
forces  R^,  P  et  S,  qui  se  font  équilibre,  et  comme  R^=:  (06),  il  en 
résulte  (Oaj  =  P  ;  (Oa)  est  donc  la  limite  inférieure  de  la  p0Qss(!;e 
qui  prévient  le  glissement  du  haut  de  la  voûte  le  long  du  joint  n*"  & 
On  prouverait  de  même  que  (06)  est  la  limite  supérieure  de  la  pous- 
sée qui  ne  provoque  pas  le  glissement  de  la  voûte  sur  le  même 
joint.  Répétons  la  même  construction  pour  chaque  sommet  :  nous 
obtiendrons  sur  l'épure  une  courbe-enveloppe  des  droites  telles 
que  {6a) ,  et  il  sera  facile  de  déterminer  d'après  le  tracé  de  cette 
courbe  et  en  tenant  compte  de  sa  position  par  rapport  à  ses  tan- 
gentes, quelle  est  la  plus  grande  valeur  (Oa)  de  la  limite  inférieure 
cherchée.  Les  droites  telles  que  {6b)  enveloppent  aussi  une  courbe; 
mais  elles  restent  généralement  au-dessus,  de  sorte  que  la  moindre 
valeur  de  la  limite  inférieure  de  la  poussée  correspond  à  la  droite 
particulière  (74'),  et  non  à  la  courbe*enveloppe  de  toutes  ces  droites 
prises  ensemble.  Dans  tous  les  cas,  le  tra>;é  de  l'épure  donne  les 
limites  (Oa)  et  (0£'},  entre  lesquelles  la  condition  relative  au  frotte- 
ment impose  à  la  poussée  P  d'être  comprise.  Ce  sont  ces  limites  qui 
serviront  par  conséquent  à  tracer  les  droites  mn^  m'n\ 

2*  Condition  relative  au  passage  des  réactions  mutttelles  dans  le 
plan  de  joint. 

Soit  HA  le  joint  des  naissances.  La  réaction  mutuelle  S  traversent 

le  plan  de  joint,  si  la 
poussée  P  reste  com- 
prise entre  les  limi- 
tes qui  amènent  la 
résultante  des  forces 
P  et  R  à  passer  par 
les  points  H  et  h. 
Ayant  donc  mené  les 
droites  OA,  OH  ache- 
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von8  les  parallélogrammes  Orsp,  Ors'p\  qui  ont  pour  diagonales 
les  droites  Oft,  OH.  Si  Or  représente  la  force  donnée  R,  Op  et  Op' 
seront  les  limites  de  la  force  P  correspondantes  au  point  de  passage  H, 
pris  arbitrairement  sur  le  joint  de  la  clef.  Ces  valeurs-limites  se  mo- 
difient quand  on  déplace  le  point  M.  Soit  P  la  valeur  de  la  poussée 
appliquée  à  M  qui  donne  lieu  à  une  résultante  S  passant  par  le 
point  h.  Menons  l'horizontale  AK.  Prenons  pour  centre  des  moments 
le  point  h^  et  appliciuons  le  théorème  des  moments  aux  forces  en 
équilibre  S,  R»  P;  il  viendra 

P  X  MK  =  R  X  A/, 

quantité  qui  reste  constante  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
sur  la  clef.  Le  produit  P  x  MK  étant  constant,  la  courb^ représenta- 
tive  des  valeurs  de  P  est  une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour  asymp- 
totes la  clef  KJ^  et  l'horizontale  AK  prolongée.  La  portion  utile  de 
cette  hyperbole  est  l'arc  m'n'  compris  entre  les  limites  du  joint  à 
la  clef. 

En  opérant  de  même  pour  le  point  H,  on  obtiendra  pour  courbe 
des  limites  supérieures  de  P  une  hyperbole  mV  représentée  par 
l'équation 

PxMR'=RxIlF, 

et  ayant  pour  asymptotes  les  droites  K'J^  et  HK'  prolongée  en  KV. 
Ces  deux  hyperpoles,  que  Ton  traçait  aussi  dans  la  méthode  de 
M.  Durand-Glaye,  dessinent  un  contour  qui  doit  comprendre  Textré- 
mité  de  toute  poussée  P. 

M.  Peaucellier  exécute  cette  construction  pour  le  joint  des  nais- 
sances seulement.  On  pourrait  la  répéter  pour  un  certain  nombre  de 
plans  de  jomt  intermédiaires  ;  on  obtiendrait,  en  superposant  toute3 
les  opérations,  un  contour-résidu  définissant  les  poussées  qui  ne  font 
pas  sortir  de  la  voûte  les  réactions  mutuelles  de  deux  joints  consé- 
cutifs* Mais  cette  manière  d'opérer  entraînerait  une  suite  de  con- 
structions qu'on  peut  abréger,  grâce  à  la  remarque  suivante. 

Soit  J/  un  joint  quelconque  (fig.  270),  et  mn  l'hyperbole  dont  les 
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ng.  270. 


ordonnées  MM'  représentent ,  en  chaque  point  M  du  joint  à  la  clef  J^;,,  la 

valeur  de P  qui, com- 
posée avec  R«  donne 
une  résultante  pas- 
sant par  le  point  ;. 
La  force  Rest  la  résul- 
tante des  forces  exté- 
rieures appliquées  à 
la  portion  de  voûte 
ijjl^  Par  le  point;, 
menons  une  tangente  /O  à  Tintrados,  jusqu'à  la  rencontre  en  0  avec 
là  force  R,  et  menons  par  le  point  0  une  horizontale  OMM'.  Le  point  M 
ainsi  obtenu  sera  le  point  d'application»  et  MM'  sera  la  grandeur  de 
la  poussée  Fqui  donne  une  réaction  mutuelle  tangente  à  l'intrados 
en  y.  Le  point  M'  appartiendra  donc  à  Thyperbole  infiniment  voisine 
que  l'on  construirait  en  prenant  pour  joint  final  le  joint  fï  infiniment 
voisin.  C'est  un  point  de  l'enveloppe  des  hyperboles  successives  cor- 
respondantes aux  divers  points  de  l'intrados.  Si  nous  construisons 
cette  enveloppe,  nous  aurons  une  courbe  qui  pourra  tenir  lieu  de 
l'ensemble  des  hyperboles  qu'on  aurait  tracées.  La  question  est 
ainsi  ramenée  à  construire  la  courbe  lieu  des  points  M',  c'est-à-dire 
la  courbe  des  poussées  telles,  que  la  résultante  des  forces  P  et  B 
touche  l'intrados  au  point  où  se  termine  la  portion  de  la  voûte  à 
laquelle  s'applique  la  force  R.  Voici  comment  M.  Peaucellier  résout 
ce  problème  au  moyen  d'une  courbe  auxiliaire. 

P  étant  la  poussée  cherchée  MM\  prenons  les  moments  par  rap- 
port au  joint  i  ;  nous  aurons 

PxMK  =  Rxjf/=M, 

M  désignant  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  au  joint/. 

Cette  équation  doit  être  encore  satisfaite  pour  le  point  /,  avec  la 
infime  valeur  de  P  et  la  même  position  du  point  M  sur  le  joint  J^;V 
Donc  on  aura,  en  diiférentiant, 


P  X  J(MK)  =  dM. 
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Faisons  ij^~y\  la  différentielle  de  MKest  égale  à  RK',  ou  à  dy. 
Donc 

On  pourrait  trouver  P,  par  conséquent,  en  construisant  la  courbe  de  M 
en  fonction  de  y,  et  en  lui  menant  des  tangentes.  Mais  il  est  préfé- 
rable de  construire,  en  la  rapportant  aux  axes  jj/^  j^z^  la  courbe 
dont  les  ordonnées  z  satisfont  à  l'équation  z*  =  sM. 

On  portera  pour  ce]a  sur  chaque  ordonnée  Kl,  i  la  hauteur  du  point 
;  de  rintrados,  une  longueur  Kl  =  2  égale  à  la  racine  carrée  de  3M, 
ou  du  produit  zHxjf:  construction  facile  à  faire  avec  la  règle  et 
le  compas.  On  obtiendra  ainsi  une  courbe  ;^I.  Or 

p dM  _  zdz 

"^  dy  '^'dy* 

de  sorte  que  P  est  la  sous-normale  RN  de  cette  courbe  auxiliaire.  Il 
n'y  a  plus  qu'à  porter  la  longueur  KN  en  MM',  à  la  hauteur  du 
point  0  où  la  tangente  à  l'intrados  rencontre  la  direction  de  la 
résultante  B.  On  tracera  en  définitive  une  courbe  ts,  limitant  les 
poussées  qui  rendent  les  réactions  correspondantes  tangentes  à  l'in- 
trados» 

La  même  construction  se  fera  sur  le  point  J,  et  donnera  lieu  au 
tracé  d'une  autre  courbe  //  (fig.  27 1),  donnant  en  chaque  point  une 
limite  supérieure  de  P,  et  correspondante  au  contact  des  réactions  mu- 
tuelles avec  l'extrados. 

En  général,  cette  substitution  de  la  courbe-enveloppe  aux  hyper- 
l)oles  enveloppantes  n'est  pas  permise  quand  il  s'agit  de  déterminer 
des  limites  ;  elle  n'est  admissible  en  effet  que  dans  la  région  où  elle 
ne  diminue  pas  la  limite  inférieure  cherchée,  et  dans  celle  où  elle 
n'augmente  pas  la  limite  supérieure.  Mais  l'écart  entre  l'enveloppe 
et  les  enveloppantes  n'est  nulle  part  assez  considérable,  dans  l'étendue 
utile  de  Tépure,  pour  qu'il  y  ait  un  inconvénient  pratique  à  adopter 
cette  simplification. 

En   définitive  on  a  à  construire  six  lignes,  savoir,  les  deux  lignes 


57V 


lËTHODE 


FiR.  Î71. 


\ 
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\r  Y  h' 

w 

'-My 


'j   n  i 


9' 


\\ 


\^'\ 


droites  gh^  (jh\  qui  correspondent  au  glissement  delà  voûle  versle 

bâs  et  vers  le  haut  sur  un  plan  de  joint 
en  particulier;  les  deuxbypeibolesfjy, 
jdY»  q^  correspondent  à  la  résultante 
passant  par  la  naissance  à  1* intrados 
pour  l'une,  et  par  la  naissance  à  l'extra- 
dos pour  l'autre;  enfin  les  deux  courbes 
t$^  ts\  qui  correspondent  aux  résultan- 
tes tangentes,  Tune  à  l'intrados,  l'autre  à  l'exttados.  L'aire  commune 
aux  trois  contours  compris  entre  ces  couples  de  limites  est  dans  la 
figure  l'aire  ha^tçf^^  ;  elle  limite  les  valeurs  admissibles  pour  la  pous- 
sée. S'il  n'y  a  pas  d'aire-résidu,  les  lignes  formant  les  limites  supé* 
rieures  restant  au-dessous  des  lignes  dessinant  les  limites  InféHeures, 
l'équilibre  de  la  voûte  est  certainement  impossible. 
8*»  Résistance-limite  des  matériaux. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  raisonné  sur  la  voûte  comme  si  elle 
était  formée  de  solides  géométriques.  La  limite  de  ré^sistance  de  la 
matière  oblige  à  modifier  les  résultats  obtenus.  M.  Durand-Claye  tra- 
duit cette  nouvelle  condition  par  un  tracé  qui  découpe  dans  le  con- 
tour-limite la  région  où  doit  se  trouver  l'extrémité  de  la  poussée. 
Mais  il  est  obligé  d'en  faire  autant  pour  un  certain  nombre  de  joints, 
et  toute  limitation  opérée  sur  un  joint  donne  lieu  à  une  nouvelle 
altération  du  tracé  à  la  clef.  M.  Peaucellier  ne  traite  pas  le  problème 
des  pressions  locales  avec  autant  de  rigueur  et  de  précision  que 
M.  Durand-Claye;  il  se  contente  d'éloigner  les  réactions  mutuelles 
des  arêtes  où  il  les  faisait  d'abord  passer,  et  de  ramener  la  pression 

locale  sur  l'arête  la 

plus  voisine  »  aune  va- 
leur convenable.  Pour 
le  joint  à  la  clef,  il 
trace  sur  l'épure  l'a- 
morce de  la  construc- 
tion de  M.  Durand- 
Claye.  Si  Ton  appelle 
S  la  pression  par  uiii  te 


Pig.  Î7i. 
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de  surface  sur  rareté  la  plus  chargée,  H  la  composante  normale 
de  la  réaction  mutuelle,  et  t^  la  4istanGe  du  point  de  passage  de  H 
à  la  même  arête,  on  aura  entre  ces  quantités  l'équation 

^     2  H 

qui  est  vraie  tant  que  ir\  ne  dépasse  pas  le  tiers  de  la  longueur  du 
voussoir.  La  fimite  S  étant  donnée,  H  est  proportionnel  à  t),  ce  qui 
conduit  à  tracer  les  deux  droites-limites  J^t>,  j^u,  à  partir  de  Textra- 
dos  et  de  l'intrados  à  la  clef.  Ces  droites  enlèvent  une  portion  du 
contoui-Iimite,  et  le  réduisent  à  la  figure  ftY^A"".  La  région  moyenne 
du  joint,  celle  où  les  droites  devraient  se  transformer  en  hyperboles, 
est  assez  éloignée,  en  général,  pour  n'avoir  pas  d'iiifluencesur  ce  tracé. 
Pour  tout  autre  joint  J;,  M.  Peaucellier  opère  différemment.  Soit 
OR  la  résultante  des  forces  données  qui  agissent  de  J^/^  à  J;  ;  MO  la 
direction  d'une  poussée  F,  qui,  composée  avec  R,  donne  une  résultante 
OF  passant  par  le  point  y.  Si  OR  est  la  résultante  des  forces  données, 
on  n'aura  qu'à  mener  par  le  point  R  l'horizontale  RF,  pour  avoir  la 
poussée  P  =  FR,  et  la  résultante  OF  de  OR  et  de  P.  Cela  posé, 
on  écartera  la  résultante  OF  du  point  y,  en  augmentant  FR  d'une 
quantité  FF,  que  l'on  déterminera  de  manière  à  réduire  la  pression 
au  point/  à  la  limite  S  convenable.  Soit  ;/  =  t^,  FF  =  AP.  Prolon- 
geons le  joint  J;  jusqu'en  N  à  la  rencontre  de  RF.  Le  triangle  /FN, 
coupé  par  la  transversale  0/F,  donne  l'équation 


ou  bien 


FF'x^fxOj 

F'Nxi/'xOF""  ' 

APx(N;+n)xO;  _ 
(FN  4- APJ  X  11  X  OF  "^  • 


Observons  que  ri  et  AP  sont  très  petits  par  rapport  aux  quantités' 
FN  et  Ny.  On  aura  approximativement,  en  les  effaçant,  et  en  résol- 
vant par  rapport  à  AP, 


An  FN      OF 
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FN 
mais  le  rapport  -jp-  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  j  et  F  du 

triangle  FN;;  donc 

.„  OF«in./        _e 

Ô;8inP       *     h* 

en  appelant  H  la  composante  normale  au  joint  ij  de  la  réaction  OF, 
et  h  la  distance  jJL  du  point/  à  la  poussée  à  la  clef* 
D'un  autre  côté  on  a 


Donc 


et  par  suito 


2  H 

"^  =  3  S' 


AP-?5! 


Telle  est  la  quantité  dont  il  faut  augmenter  les  valeurs  de  la 
poussée  à  la  clef»  pour  chaque  joint,  de  manière  à  écarter  convena- 
blement la  réaction  mutuelle  de  V  intrados.  A  Y  extrados^  il  faudrait 
de  même  altérer  les  poussées  à  la  clef,  mais  en  les  diminuant  de  quan- 
tités qu'on  évaluerait  par  une  i*elation  tout  à  fait  semblable.  On 
tiendra  donc  compte  de  la  limite  de  résistance  des  matériaux  en  alté- 
rant point  par  point  les  tracés  des  lignes  construites  d'après  les 
autres  conditions  de  Téquilibre  (  i  )  • 


(1)  On  trouvera  dans  le  Bulletin  de  la  société  mathématique  de  France,  L  IVJain  I87(i. 
des  méthodes  géométriques  données  par  M.  Ginseppe  Jung,  de  Milan,  pour  le  tnoé  de 
la  troisième  courbe  (courbe  des  poussées  mazima  et  minlma)  de  M.  Peaucellier.  Ces 
méthodes  dériyent  des  principes  de  la  statique  graphique. 
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MÉTHODE  PRATIQUE  POUB  LA  TÊRinCATION  DE  LA  STABILITÉ  d'uNE  VOUTE 
DONNÉE,  SYMÉTRIQUE  ET  SYMÉTRIQUEMENT  CHARGÉE 

317.  La  surface  d*un  joint  réel  est  entièrement  comprimée  lors- 
que le  centre  de  pression  est  situé  dans  le  tiers  central  de  Tépais- 
seur  de  ce  joint.  On  admet  en  général  que  la  poussée  à  la  clef  et  la 
réaction  dans  le  plan  des  naissances  sont  appliquées  en  des  points 
pris  dans  le  tiers  central  de  l'épaisseur  de  la  voûte  aux  naissances  et 
à  la  clef,  ce  qui  revient  à  supposer  que  les  surfaces  de  ces  joints  sont 
partout  comprimées. 

Les  principales  hypothèses  que  Ton  peut  faire  sans  modifier  cette 

première  supposition  sont  au  nombre  de  quatre  et  donnent  quatre 

courbes  de  pressions  à  construire  : 

La  première  passe  par  le  tiers  supérieur  du  joint  à  la  clef  et  le 

Kg.  273.  tiers  supérieur  du  joint  des  naissances  ; 

La  seconde,  par  le  tiei^s  supérieur  du 
joint  à  la  clef  et  le  tiers  inférieur  du  joint 
des  naissances  ; 

La  troisième,  par  le  tiers  inférieur  du 
joint  à  la  clef  et  le  tiers  supérieur  du  joint 
des  naissances  ; 
La  quatrième,  par  le  tiers  inférieur  du 
joiiit  à  la  clef  et  le  tiers  inférieur  du  joint  des  nûssances  ; 

Et  à  chacune  de  ces  hypothèses,  qui  paraissent  également  admis- 
sibles ,  correspond  une  distribution  d'efforts  qu'on  peut  déterminer 
complètement. 

Les  constructeurs  se  bornent  ordinairement  à  examiner  un  seul  cas  ; 
ils  prennent  pour  point  de  passage,  dans  le  joint  de  la  clef,  le  tiers 
supérieur  de  l'épaisseur  de  la  voûte,  et  pour  point  de  passage  dans  le 
joint  des  naissances ,  le  milieu  de  ce  joint  ;  le  plan  des  naissances 
subit  alors  en  tous  ses  points  une  compression  égale. 

318.  Nous  supposerons  qu'on  ait  adopté  cette  méthode  simplifiée. 
La  voûte  proposée  est  symétrique  par  rapport  à  la  clef  ;  elle  a  un 
profil  déterminé  ABCDE.  Cette  voûte  supporte  une  certaine  charge, 
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que  Ton  peut  évaluer,  et  qui  peut  être  représentée  par  une  sur- 
face BGF6;  il  sufSt,  pour  opérer 
cette  transformation,  d'estimer 
les  charges  en  volume  de  la 
maçonnerie  composant  la  voûte. 
On  prendra  ensuite  le  tiers  su- 
périear  R  dn  joint  BA  à  la  clef, 
et  le  miliea  S  du  joint  aux  nais- 
sances pour  point  de  passage  de 
la  courbe  des  pressions. 

Partageons  le  profil  ÂEDF6 
de  la  yoAte  en  un  certain  nom- 
bre de  parties,  en  quatre  parties ,  par  exemple,  par  des  verticales 
?^  Qt  »  P,  Q,  »  EQ,,  et  substituons  aux  courbes  AE  et  GF  les  cordes 
inscrites  AP, ,  P^  P,,  P,E,  GQ^,  Q^  0,,  Q,Q,,  Q,  F.  On  substitue 

ainsi  des  trapèzes  aux  figures  mixtilignes  AP^  Q^  G,, ,  sans  altérer 

sensiblement  les  surfaces  et  la  position  des  centres  de  gravité  de  ces 
figures. 

Il  s'agit  dès  lors  de  chercher  :  i*  les  centres  de  gravité  des  tra- 
pèzes ;  9*  les  surfaces  de  ces  trapèzes,  que  Ton  peut  représenter 
par  des  lignes  drdtes  en  faisant  chmx  ^une  échelle  pour  cette  éva- 
luation. 

1"*  Pour  obtenir  le  centre  de  gravité  du  trapèze  AP^  Q^  6  menons 
une  diagonale  Q^  A  ;  prenons-en  le  milieu  I  ;  joignons  ce  point  aux 
extrémités  P^  et  G  de  Tautre  diagonale  ;  prenons  sur  les  lignes  de 
jonction  les  points  N  et  N,  au  tiers  de  leur  longueur  à  partir  du 
point  1.  Joignons  MN  ;  celte  droite  rencontre  en  0  la  première  diago- 
nale Q^  A  ;  puis  prenons  sur  HN  une  distance  MH  r=  NO,  et  le  point 
H  sera  le  centre  de  gravité  cherché. 

En  effet,  les  points  H  et  N  sont  les  centres  de  gravité  des  deni 
triangles  AP^Q^ ,  AGQ^ ,  qui  réunis  forment  le  trapèse  AP^Q^G;  donc 
le  centre  de  gravité  du  trapèze  est  sur  la  ligne  MN;  il  y  est  d'ailleurs 
situé  en  un  point  H  tel,  que  l'on  ait  l'égalité 


8«pf.  AGQ,  X  NH  =:  6urr.  AP^Q,  x  M  H. 
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Mais  les  triangles  AP^Q^,  AGQ^,  ayant  même  base  ÂQ^»  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs,  lesquelles  sont  proportionnelles  aux 
segments  de  la  diagonale  P^G  déterminés  par  Fautre  diagonale; 
or  HO  et  NO  sont  respectivement  égaux  aux  tiers  de  cas  segments, 
«t  par  suite  on  a  la  proportion 

surf.  A^PiOt  _  MO 
surf.AGQj  ""NO* 

En  rspptochant  cea  deux  relaiions^  et  obserrant  que 

MO  +  NO  =  MH  +  NH  =  MN, 

on  en  déduit  Tégalité 

MH  =  NO. 

s""  L'aire  du  trapèze  AP^Q^G  peut  s'obtenir,  soit  en  multipliant  la 
demi-somme  des  bases  A6  -f*  Q|  Pi  psu*  la  distance  des  bases,  soit  en 
prenant  le  produit  de  Tune  AQ^  des  diagonales  par  la  demi-projection  de 
Fautre  sur  une  perpendiculaire  à  la  première.  Gomme  on  cherche  à 
représenter  les  poids  par  des  lignes  droites,  on  réduira  tous  ces  rec* 
tangles  à  une  même  dimension  arbitraire,  et  l'autre  dimension  sera 
proportionnelle  à  la  surface. 

Soit,  par  exemple,  ab  la  longueur  de  l'une  des  diagonales,  et  bc 
y.    ^5  la  moitié  de  la  projection  de  Tautre 

sur  une  perpendiculaire  à  la  première* 
Le  quadrilatère  aura  pour  surface  le 
produit  abxbc^  c'est-â-dîre  qu'il  sera 
équivalent  au  carré  construit  sur  l'or- 
donnée bd  de  la  demi -circonférence 
décrite  sur  ac  comme  diamètre.  Si  Ton 
veut  réduire  tous  les  rectangles  analogues  à  une  dimension  com- 
mune be^  il  suffit  de  joindre  die,  et  d'élever  au  point  d  une  per- 
pendiculaire df  sur  de.  La  dimension  bf  représentera  Taire  du 
quadrilatère,  et  par  suite  le  poids  de  maçonnerie  correspondant  à 
cette  aire. 


580 


EMPLOI  DUN  POLYGONE 


F';:.  276. 


319.  On  pourra  représenter  de  cette  façon  les  poids  qui  agissent 
sur  la  demi-voûte  par  des  droites  finies,  verticales,  passant  par  lee 
centres  de  gravité  de  chaque  surface  partielle.  On  cherchera  alors 
la  résultante  de  tous  ces  poids.  Le  théorème  des  moments  permet 
de  calculer  la  position  de  cette  résultante  ;  mais  on  peut  la  trouver 
exclusivement  au  moyen  de  constructions  graphiques. 

Soient  T^,  T,,  T,,  T^  les  positions  de  quatre  forces  données,  qu'il 
s'agit  de  composer. 

Considérons  la  force  T^   comme  appliquée  en  un  point  déter- 
miné H,  de  sa  direction,  et  appliquons  en  ce  point  une  force  quel- 
conque U,  faisant  un  certain 
angle  avec  T^.   Le  parallélo- 
gramme construit  sur  les  forces 
T,  et  U  donnera  la  résultante 
V,  de  ces  deux  forces  :  prolon- 
geons la  direction  de  cette  ré- 
sultante jusqu'au  point  H,,  où 
elle  rencontre  la  direction  de  la 
force  T,;  composons  V^  et  T,, 
ce  qui  nous  donnera  la  direc- 
tion et  l'intensité  de  la  résul- 
tante y,  ;  transportons  de  même 
le  point  d'application  de  la  force 
Vj,  en  H,  sur  la  direction  de  T,  ;  composons  V,  et  T,,  ce  qui  nous 
donnera  V,,  que  nous  composerons  en  H^  avec  T^  pour  avoir  V^.  Cette 
construction  peut  être  prolongée  aussi  loin  qu'on  voudra;  on  par- 
viendra toujours  à  déterminer  une  force  V^  telle,  que  le  système 
formé  par  toutes  les  forces  Tj,  T,,  T,,  T^,  par  la  force  B  et  la 
force  —  V^,  soit  en  équilibre.  Car  —  V^  est  égale  et  contraire  à  la 
résultante  Y^  de  toutes  les  autres  forces.  Donc  la  résultante  des 
forces  0  et  —  V^  est  égale  et  contraire  à  la  résultante  des  forces 
T,,  Tj,,  T,,  T^,  et  si  l'on  prolonge  les  directions  de  D  et  V^,  ces  deux 
droites  se  couperont  en  un  point  0^,  qui  appartiendra  à  la  direction 
de  la  résultante  cherchée. 
On  prouverait  de  même  que  le  point  de  renco  tre,  0,,  de  D  et  y^  ap- 
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partient  à  la  résultante  des  forces  T^  et  T,,  et  que  le  point  0,  où  se 
rencontrent  les  directions  de  U  et  V^,  est  un  point  de  la  résultante 
des  forces  T^,  T,,  !,•  Cette  construction  revient  à  considérer  l'équi- 
libre d'un  polygone  funiculaire  DH^  H,H,H^  (— V*)  sollicité  par  des 
forces  Tj,  T,,  T,,  T^»  et  par  deux  forces  D  et  — y^^  appliquées  suivant 
les  directions  des  côtés  extrêmes.  La  construction  du  polygone  auxi- 
liaire de  Varignon  simplifiera  le  tracé  du  polygone  funiculaire  (S  i60* 
320.  Une  fois  tous  ces  travaux  préparatoires  effectués,  on  mè- 
nera par  la  point  R  une  horizontale  indéfinie  RX,  qui  sera  la  direc- 
tion attribuée  à  la  poussée  à 
la  clef*,  on  vient  de  détermi- 
ner en  grandeur  et  en  posi- 
tion la  résultante  OZ  des 
forces  extérieures  appliquées 
à  la  demi-voûte.  Les  deux 
droites  RX,  OZ,  se  coupent  en 
un  point  K;  on  joindra  KS,  et 
prenant  sur  KZ  uiie  longueur 
KL,  égale  à  OZ,  on  achèvera 
le  rectangle  KLMN,  dont  KM 
est  la  diagonale.  Le  côté  KN  représentera  la  poussée  à  la  clef,  et  la 
diagonale  KM,  la  réaction  sur  le  plan  des  naissances.  On  achèvera 
ensuite  la  construction,  en  composant  la  force  KN  avec  la  force  H,T,, 
appliquée  au  premier  élément;  puis  la  résultante  avec  la  force  H^T^, 
appliquée  au  second,  ce  qui  revient  à  composer  la  poussée  KN  avec 
la  résultante  des  forces  T,  et  T,,  dont  le  point  d'application  0,  est 
connu  par  le  tracé  du  polygone  funiculaire.  On  passera  ensuite  au 
troisième  élément  P,  Q,  Q^  E,  et,  pour  avoir  la  réaction  dans  le  plan 
EQi,  il  suffira  de  même  de  composer  la  poussée  KN  avec  la  résultante 
des  forces  T, ,  T,,  T, ,  laquelle  est  appliquée  au  point  0,. 

Lorsque  le  polygone  des  pressions  est  ainsi  tracé  dans  la  voûte,  on 
peut  vérifier  si  les  trois  conditions  de  l'équilibre  stable  sont  satis- 
faites; il  faut,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  courbe  soit  entière- 
ment contenue  dans  l'épaisseur  de  la  voûte  proprement  dite,  c'est- 
à-dire  qu'elle  ne  sorte  pas  de  la  surface  ABCDE  ;  il  faut  de  plus  que 
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les  joints  réek  fassent  avec  la  conrbe  des  angles  au  moins  égaux  aa 
compléo^Dt  de  Tan^e  da  frottemeat  des  matériaux  eDtnmt  dans  la 
composition  de  Touvrage;  il  faut  enfin  que  la  pression  sur  te  yÂA 
réel,  au  point  le  plus  chatgé,  soit  inférieoDe  à  la  limite  de  résistaoce 
pratique* 

Dans  ces  deux  dernières  irérificatîons,  on  £ajt  usi^  des  yàa^s  rëeis» 
et  non  des  joizUs  fictifs  qu'on  avait  d'abord  conaidérés.  Cette  mé- 
thode simplifiée  n'est  pas  entièrement  satisfaisante;  car  la  ooorbe 
des  pressions  dififérerait  légèrement  de  celle  qu'on  a  construite  ai 
employant  les  joints  fictifs,  si  l'on  décomposait  la  voûte  par  ses  plans 
de  joints  réels«  Mais  Tarbitraire  subsisterait  encore  si  l'on  employait 
la  décomposition  réelle  de  la  voûte  proprement  dite  ;  car  il  faudrait 
toujours  admettre  dans  la  surcharge  une  certaine  décompositiont 
pour  laquelle  on  manque  absolument  de  données  positives. 
On  partage  ordinaireniept  cette  surcharge  par  des  plans  verticaux* 

en  se  fondant  sur  ce  que  les  disjonctions 
des  maçonneries  deâ  tympans  semblent  se 
faire»  en  général,  suivant  des  lignes  à  peu 
près  verticales.  Ce  fait  n*est  pas  assez 
bien  constaté  pour  qu'on  puisse  voir  dans 
œ  mode  de  partage  autre  chose  qu'une 
hypothèse  arbitraire  »  et  il  n'y  a  par  conséquent  aucun  Inconvénient 
à  étendre  cette  hypothèse  à  la  voûte  elle-même. 

321.  La  courbe  des  pressions  peut  se  probnger  dans  le  pied-droit» 
tout  aussi  bien  que  dans  la  voûte.  On  décompose  pour  cela  le  pîed- 
droit  en  assises  horizontales. 

Le  pied-droit  qui  reçoit  la  poussée  d'une  voûte  unique  est  ap- 
pelé culée.  Le  pied-dj'oit  qui  reçoit  les  poussées  de  deux  voûtes  juxta- 
posées est  appelé  jnfe.  En  général,  une  pile  est  adjacente  à  deux 
voûtes  égales  et  également  chargées. 

Pour  l'équilibre  d'un  pied-droit,  culée  ou  pile,  il  faut  que  la  résul- 
tante des  actions  exercées  par  la  voûte,  ou  par  les  deux  voûtes  ad- 
jacentes, passe  dans  Tintérieur  de  la  base  du  pied-droit.  Dans  une 
pile,  la  résultante  des  actions  qui  s'exercent  sur  la  maçonnme  étant 
sensiblement  verticale,  cette  condition  est  toujours  remplie.   Le 
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calcul  suivant  indique  Tépaissear  minimum  à  dconner  à  une  culée 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  malgré  l'obliquité  de  l'action  de  la  voûte. 
Soit  ABCD  le  profil  de  la  culée,  que  nous  supposons  rectangulaire  ; 

la  dimension  de  la  culée  perpendiculaire  à  la 
figure  est  égale  à  l'unité  de  longueur  ;  soit  M  le 
point  d'application  de  la  résultante  des  actions 
de  la  voûte  sur  le  pied-droit;  posons  AB==x, 

AD=H. 

Soit  F  la  poussée  à  la  clef,  Q  le  poids  de  la 
demi-voûte  qui  repose  sur  DG  ;  P  et  Q  seront  les 
composantes  de  la  réaction  de  la  voûte  et  du  pied- 
droit  au  point  M.  Désignons  la  quantité  connue 
MC  par  la  lettre  a,  appelons  p  le  poids  de  l'unité 
de  volume  de  la  maçonnerie  du  pied-droit,  et  soit  R  le  poids  du  pied- 
droit.  Il  faudra,  pour  que  la  résultante  des  forces  P,  Q  et  R  passe  dans 
la  base  AB,  qu'en  prenant  les  moments  de  ces  forces  par  rapport  au 
Doint  A,  on  ait  l'inégalité 


B 


B 


|5R...;;:\\55;<>555555!Çî!5SSS^SS55R 


Mais 


PU<û(aî-o)  +  ï^j 


R  =  pHx, 


puisque  le  pied-droit  a  une  longueur  égale  à  l'unité. 
Donc  la  condition  posée  équivaut  à  celle-d  : 


m  encore 


PH  +  Qa  <  Qa;  +  3  pE2*, 


^    «._S£l^., 


Le  premier  membre  de  l'inégalité  se  décompose  en  denx  facteurs» 


savoir 


i-h 


«(PI14- 


pR 


Qîlj 


>o. 
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Le  second  factenr  étant  toujours  positif,  il  faut  que  le  premier  le 
soit  également,  te  gui  donne  l'inégalité 


Et  si  Ton  fait  H  inCni,  cette  inégalité  donne  pour  limite  de  Tépais- 
seur  X  du  pied-droit. 


x> 


Vf 


La  limite  inférieure  de  l'épaisseur  d'une  culée  ne  croit  doue  pas 
indéfiniment  à  mesure  que  la  hauteur  augmente. 

On  peut  toujours  faire  usage  de  cette  inégalité  pour  déterminer 
une  limite  inférieure  de  l'épaisseur  à  donner  à  une  culée;  mais  il 
faudra  appliquer  ensuite  la  méthode  de  la  courbe  des  pressions  pour 
s'assurer  que  ia  charge  de  la  matière  au  point  Â  n'excède  pas  la 
limite  de  la  résistance  des  matériaux. 

Il  est  quelquefois  nécessaire  de  s'assurer  de  la  stabilité  du  pied- 
droit  relativement  à  la  poussée  des  terres  qui  agissent  sur  sa  face  AD. 

Les  méthodes  exposées  à  la  fin  de  ce  livre  permettent  de  résoudre 
cette  partie  du  problèuie. 

RÈGLES  SUIVIB8  PAR  M.  KLEITZ. 

322.  M.  Kleitz  formule  ainsi  qu'il  suit  des  règles  pratiques  pour 
l'étude  d'un  projet  de  voûte  ; 

!•  A  la  clef,  le  joint  ne  s'ouvrant  généralement  pas,  bien  que  la 
clef  tasse  au  décintrement,  on  prendra  le  tiers  supérieur  du  joint 
pour  y  faire  passer  la  courbe  des  pressions  ; 

2«  Aux  naissances  d'un  arc  de  cercle,  ou  au  joint  de  rupture  incliné 
à  30*>  d'un  plein  cintre,  le  joint  s'ouvre  à  l'extérieur.  On  prendra  donc 
le  point  de  passage  de  la  réaction  mutuelle  près  de  Tintrados  (c'est 
l'idée  de  Dupuit,  corrigée  d'une  manière  pratique),  savoir  : 

Au  quart  du  joint  pour  les  petites  voûtes; 

Au  cinquième  pour  les  grandes; 

S*  Au  delà  du  joint  de  rupture,  M.  Kleitz  considère  la  voûte  comme 
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faisant  partie  de  la  culée  ;  il  en  calcule  la  stabilité  comme  s'il  s'agis- 
sait (f  un  massif  monolithique,  mais  il  adopte  une  autre  poussée  à  la 
clef  pour  ce  calcul,  en  abaissant  son  point  de  passage  à  la  moitié  du 
joint,  et  en  relevant  le  plus  possible,  au  contraire,  le  point  de  passage 
sur  le  joint  de  rupture;  de  cette  manière,  on  obtient  une  valeur 
évidemment  trop  grande  du  moment  de  renversement; 

A*  S'il  s* agit  de  deux  arches  contiguës,  M.  Kleitz  associe  la  plus 
grande  poussée  d'un  côté  avec  la  moindre  poussée  de  l'autre,  et  vice 
versât  de  manière  à  placer  la  pile  dans  les  conditions  les  plus  défa- 
vorables. 

INDICATION  DE   QUELQUES  OUVRAGES  SUR   LES   VOOTES. 

323.  Pour  compléter  autant  que  possible  l'historique  du  problème 
de  l'équilibre  des  voûtes,  nous  citerons  les  travaux  suivants,  tous  dé- 
rivés de  la  théorie  de  M.  Méry  et  de  la  considération  de  la  courbe  de 
pression.  ^ 

M.  Yvon  Yillarceau  s'est  proposé  de  trouver  une  forme  de  voûte 
telle,  que  la  courbe  des  pressions  y  coupe  à  angle  droit  tous  les  joints 
au  milieu  de  leur  longueur.  S'il  en  était  ainsi,  chaque  surface  de  joint 
sersdt  également  pressée  en  tous  ses  points,  et  on  pourrait  réaliser, 
moyennant  une  variation  convenable  des  épaisseurs,  la  voûte  d'égale 
résistance.  Maison  reconnaît  aisément  que  le  problème  est  impossible 
si  on  laisse  les  plans  de  joint  s'étendre  jusqu'à  1^  surface  de  l'intrados, 
de  sorte  qu'il  faut  refouiller  chaque  joint  d'une  certaine  quantité,  à 
partir  de  la  douelle,  pour  ramener  la  pression  mutuelle  des  voussoirs 
à  passer  par  le  centre  de  gravité  de  la  surface  portante.  Les  formes 
trouvées  par  M.  Yvon  Yillarceau  n'ont  pas  pénétré  dans  la  pratique. 
Cela  ne  doit  pas  surprendre;  les  voûtes  sont  connues  de  toute  anti- 
quité, et  leurs  formes  habituelles,  consacrées  par  un  long  usage,  ne 
pourraient  être  abandonnées  que  pour  un  perfectionnement  bien  réel. 
Or,  régale  résistance  des  voûtes  de  M.  Yvon  Yillarceau  n'existe  que 
grâce  à  une  pure  hypothèse,  à  savoir,  que  la  courbe  coupant  à  angle 
droit  les  plans  de  joint  en  leurs  centres  sera  la  vraie  courbe  des 
pressions  dans  la  voûte  effectivement  construite.  Une  infinité  d'autres 
courbes  de  pression  sont  également  possibles;  il  est  donc  très  pro- 
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bable,  il  est  même  à  peu  près  certain,  si  Von  lient  compte  de  ce  qui 
se  passe  aa  décintrement,  que  la  voûle  oonstrmte  ne  sera  pas  dans 
les  conditions  prévues,  et  se  comportera  comme  les  voûtes  construites 
d'après  les  anciennes  méthodes  (  i)  • 

M.  le  docteur  Scheffler,  de  Brunsvrick,  a  appliqué  à  la  théorie  des 
voûtes  son  principe  de  la  moindre  résistance.  Sans  méconnaître  le 
mérite  des  déductions  qu'il  en  a  su  tirer,  nous  ne  pouvons  voir  dans 
ce  prétendu  principe,  qu'une  hypothèse  propre  à  achever  de  déter- 
miner tous  les  problèmes  de  construction  dont  la  solution  est  encore 
inconnue.  On  a  comparé  ce  principe  au  théorème  de  la  moindre 
action;  il  y  a,  suivant  nous,  une  différence  essentielle  entre  les  deux 
propositions.  Le  théorème  de  la  moindre  action  est  un  résultat  ana- 
lytique parfaitement  démontré  :  étant  données  les  équations  d'un 
problème  de  dynamique,  complètement  déterminé  par  le  nombre  d'é- 
quations nécessaire,  on  introduit  dans  la  question  une  indétermina- 
tion conventionnelle,  en  effaçant  toutes  les  équations  autres  que 
l'équation  des  forces  vives  (supposée  intégrable  à  priori).  Gela  posé, 
on  reconnaît  que  toutes  les  équations  effacées  peuvent  se  déduire  de 
l'équation  conservée,  moyennant  une  condition  unique  de  minimum, 

SS  \  mvds  =  0.  Le  théorème  de  la  moindre  action  ainsi  présenté  a 

une  signification  analytique  précise ,  étrangère  à  toutes  les  conâ- 
dérations  métaphysiques  sur  lesquelles  Maupertuis  avait  essayé  de 
l'établir.  Appliquée  aux  problèmes  de  l'élastidté  des  corps  solides,  la 
même  marche  conduit  à  un  théorème  formulé  dès  1858  par  H.  le  gé- 
néral Menabrea,  et  qu'on  énonce  en  ces  termes  :  Quand  un  système  de 
points  matériels  f  rattachés  les  uns  aux  autres  par  des  liens  reetilignes 
élastiques^  est  déformé  par  faction  de  forces  extérieures  (équilibrées 
par  les  forces  intérieures  et  les  tensions  des  liens) ,  le  travail  total 
développé  par  la  résistance  de  ces  Uens  est  ten  minimum  {%).  On  re- 
connait  la  généralisation  du  théorème  d'Euler  sur  le  minimum  de 

(1)  Au  sujet  des  voûtes  d*égale  résistaDce  de  M.  Ytod  Villarceaa,  on  peut  consulter 
une  note  sur  la  chaînette  {Tégale  résùtance,  iniérée  dans  les  comptes  rendes  de  TAt- 
sociaUon  française  pour  l'avancement  des  sciences,  Congrès  de  Rouen  1883. 

(2)  Comptes  rendus^  vol.  XLVl,  1858.  —  On  peut  consulter,  sur  la  dëmonstraUon  de 
ce  théorème  une  note  de  U.  Valentino  Cerruti,  dans  les  Atli  delV  Àcademia  dei  lineei^ 
6  Jain  1876. 
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^-jdans  la  défomaâM  des  pièces  élastiques  (§  238).  Ici,  la  loi  de  la 

déformation  étant  connue,  on  peut  chercher  les  fonctions  que  le  phé- 
Domène  rend  minimum,  et  on  pourrait  en  trouver  une  infinité,  dont 
chacune  fenût  l'objet  d'un  théorème.  Hais  poser  de  prime  at)ord,  en 
terrain  inconnu,  le  principe  de  moindre  résistance,  c'est  invoquer 
une  hypothèse  qui  ne  s'appuie  sur  aucun  fait  constaté,  mais  seule- 
jment  sur  cette  idée  vague  que  «  la  nature  agit  toujours  par  les  moyens 
'les  plus  simples  et  les  plus  économiques  >.  Haupertuîs  disait  avec 
raison  en  \lhh  :  c  Nous  ne  connaissons  pas  assez  quel  est  le  but  de 
c  la  nature,  et  nous  pouvons  nous  méprendre  sur  la  quantité  que 
«  nous  devons  regarder  comme  sa  dépense  dans  la  production  de 
c  ses  effets.  »        ' 

H.  Dreuets,  dans  son  mémoire  inséré  en  1865  aux  Annales  des 
ponts  et  chaussées^  est  tombé  dans  l'erreur  signalée  par  Maupertuis. 
«  La  nature,  dit-il,  ne  développe  les  forces  moléculaires  que  dans  la 
mesure  nécessaire  à  l'équilibre.  »  Ainsi  le  système  de  forces  qui  de- 
vndt  se  réaliser  serait  toujours  celui  qui  donnerait  les  moindres 
réactions»  résultat  démenti  par  de  nombreux  exemples.  Dupuit  a 
montré,  dans  son  ouvrage  sur  les  voûtes,  la  gratuité  de  cette  hypo- 
thèse. Les  aocieiB  philosophes  disaient  :  Natura  horret  vacuum; 
à  ce  principe  H.  Drouets  substitue  le  suivant  :  Natura  horret  inutile^ 
«  L'un  n'est  pas  plus  vrai  que  l'autre.  La  nature  n'a  aucune  des 
passions  qu'on  lui  suppose,  die  est  soumise  à  des  lois  inflexibles  et 
invariables,  et  tout  ce  qui  arrive  en  est  une  ocmséquence  nécessaire. 

On  ne  peut  s'empêcher  de  reconnaître  combien  il  est  fadle  de 

s'égarer  dans  cette  voie  où  l'on  prend  pour  guide  l'imagiaation  au 
lieu  du  raisonnement  Les  uns  disent  :  La  nature  résiste  avec  la 
moindre  poussée,  ce  qui  donne  la  presâon  la  plus  grande  sur  les 
joints  ;  les  autres  disait  :  La  nature  résiste  avec  la  moindre  pression 
par  centindètre  carré.  Pourquoi  ne  pas  dire  aussi  que  la  nature,  qui  a 
le  choix  des  courbes  de  prestion,  réalise  celle  qui  se  rapproche  le 
plus  de  la  ligne  droite,  par  l'horreur  qu'elle  a  des  voies  détournées?  » 
(Dupuit,  Tndté  de  t équilibre  des  voûtes^  Paris,  1870,  chap.  Y, 
p.  132.) 
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MÉTHODES  USUELLES  POUR  Lk  GONSTEUGTIOII  DES  VOUTES 

EN  BERCEAU. 

32&.  L'intrados  des  voûtes  en  berceau  peut  être 
En  plein  cintre^ 
En  arc  de  cercle^ 
En  ellipse^ 
En  anse  de  panier, 

Enfin,  dans  certains  cas  assez  rares,  en  ogive. 
Les  problèmes  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment  dans  la 
pratique  de  l'ingénieur  sont  relatifs  au  tracé  des  voûtes  et  à  la 
détermination  des  épaisseurs  qui  peuvent  en  assurer  la  stabilité. 

Les  voûtes  étant  un  genre  de  construction  «fort  anciennement 
connu,  on  a  depuis  longtemps  des  formules  qui  résolvent  ces  pro- 
blêmes  d'une  manière  usuelle.  Nous  les  passerons  sommairement  en 
ravue. 

VOUTES   EN   PLEIN  CINTRE. 

■ 

325.  L'intrados  est  en  plein  cintre  lorsqu'il  dessine  une  demi-cir- 
conférence. Le  rayon  ou  le  diamètre  du  cercle  est  donné;  les  incon- 
nues principales  à  déterminer  sont  Tépaisseur  à  la  clef,  et  l'épaisseur 
du  pied-droit. 

L'épaisseur  à  la  clef,  d'après  Perronnet,  est  exprimable  par  un(* 
fonction  linéaire  du  rayon  du  plein  cintre;  la  formule  de  Perronnet, 
traduite  en  mesures  métriques,  est  à  peu  près  la  suivante  : 

e=j^  +  0,33; 

r  est,  en  mètres,  le  rayon  du  plein  cintre. 
e  est,  en  mètres,  l'épaisseur  à  la  clef. 

Cette  formule  est  incomplète  ;  car  elle  ne  contient  pas  de  terme- 
variable  avec  la  surcharge  de  la  voûte,  élément  dont  on  ne  peut  pas 
négliger  l'influence.  On  trouve  dans  les  ouvrages  de  Sganzin  une 
table  des  voûtes  en  plein  cintre,  pour  des  surcharges  à  peu  près 
définies,  celles  qui  conviennent  aux  ponts  pour  route;  on  suppose  les 
jeins  de  la  voûte  remplis  jusqu'au  niveau  de  l'extrados  à  la  clef, 
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et  par-dessus  une  voie  charretière,  formée  d'un  pavage  de  o''«4o 
(l'épaisseur,  Yoid  cette  table. 

•  Pleins   dntreê  (1). 
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S26.  htspants  en  desnts  pour  chemins  de  fer  sont  dans  d'autres 
conditions,  et  ces  tables  ne  peuvent  suffire.  Le  remblai  qui  pèse  sur 
la  voûte  peut  6tre  très  élevé,  et  s'il  y  a  peu  de  hauteur  entre  la  voie 
et  l'extrados,  on  cherche,  en  général,  à  introduire  entre  ces  deux 
niveaux  un  matelas  de  terrassement  assez  épais  pour  amortir»  pen- 
dant le  passage  des  trains,  les  ébranlements  qui  seraient  nul<ûbles 
à  la  conservation  des  maçonneries.  Pour  les  voûtes  très  chargées, 
l'emploi  de  la  courhe  des  pressions  parait  donc  indispensable. 

827.  On  se  servait,  il  y  a  quelques  années,  en  Allemagne  et  en 
Russie,  des  formules  suivantes,  où  entre  la  hauteur  de  la  surcharge 
en  terre  au-dessus  de  l'extrados.  Ces  formules  s'appliquent  aux 
pldns  cintres  et  aux  voûtes  en  ellipse  ou  en  anse  de  panier. 

Soit  D  l'ouverture  libre,  ou  portée  de  la  voûte; 
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/;  la  flècbe  oa  montée,  ^ale  &  -    dans  les  routes  en  plein 

cintre; 
e,  l'épaisseur  à  la  ckf  ; 
H,  la  hanteur  do  pîed-droit,  entre  la  fiondatioD  et  ks  dsûs- 

Haiices^ 
R,  la  hauteur  de  la  surcharge  de  terre  au-dessus  de  l'extrados 
à  la  def  s 

r,  le  rayon deTiutrados^égali/ouà-dansles pleins  cintres, 

s 

égal,  dans  les  ellipses,  au  rayon  de  courbure  au  sommet; 
T,  l'épaisseur  de  la  culée  ou  pied-droit. 
On  calculera  e  et  T,  qui  sont  les  inconnues,  par  les  formules  s 


e 
Y 


^■•*^  +  îô*-fô^ 


FIg-MO. 


Lorsque  la  voûte  est  en  plein  cintre,  Y  devient  égal  à 

L'extrados  des  voûtes  en  plein  cintre  peut  se  tracer  comme  fl 
floît  : 

ciûtre,  AB  le  plan  de  naissaBoe,  AB  la  hanteor 
des  pieds-droits. 

La  formule  donne  Péprisseur  CD  à  la  clef, 
el  l'^sseur  EP  de  la  culée. 
Par  le  centre  0  de  Intrados,  menons  mie 
B  droite  QQ  faisant  avec  rhorison  un  angle 
de  Se**;  à  partir  du  point  6  où  cette  droite 
rencontre  Tintradoe,  prenons  6H=DGx  s. 
Pub  faisons  passer  par  le  point  D  un  arc 
de  cercle  ayant  son  centre  L  sur  la  verti- 
cale CD,  et  passant  par  le  point  H.  Prolcm- 
s  tangente  Cb  B  jusqe^à  la  lencoatre  de  la 


TRACÉ  DE  L*EXTIUDOS«  5dl 

verticale  FK,  qui  représente  la  face  postérieure  de  la  culée.  La 
ligne  DHK  sera  l'extrados. 
On  a  aussi  les  formules 

surf.  HGCD  =  1  (i  ,317«-  +  0,806«*), 

6  r         • 

i  qui  simpliGent  le  métré  de  la  voûte. 

La  solution  qu'on  Tient  dlndiquer  conduit  à  donner  à  la  voûte 
une  épaisseur  croissante  de  la  clef  aux  naissances,  et  au  pied-droh 
une  épaisseur  constante.  Tous  les  constructeurs  ne  sont  pas  d'ac* 
cord  sur  ce  sujet  ;  les  uns  veulent  que  la  voûte  reçoive  partout  la 
même  épaisseur,  comme  l'archivolte  d*une  arcade;  d'autres  font 
varier  Tépaisseur  du  pied-droit  aux  diverses  assises,  en  donnant  à 
la  maçonnerie  des  retraites  successives  de  la  base  au  sommet.  La 
théorie  est  trop  imparfaite  pour  décider  laquelle  est  la  meilleure 
de  toutes  ces  solutions. 

Les  formules  précédentes  donnent  des  épaisseurs  très  fortes  ;  Tusage 
des  constructeurs  français  n'est  pas  aujourd'hui  de  surcharger  ainsi 
les  voûtes,  en  augmentant  inutilement  leur  poids  propre. 

328.  On  peut  se  proposer  de  tracer  l'extrados  d'une  voûte  dont 
l'intrados  est  donné,  de  manière  qu'il  y  ait  coïncidence  exacte  entre 
les  courbes  des  pressons  que  Ton  obtient  en  considérant  successive- 
ment la  voûte  avec  ou  sans  sa  surcharge.  S'il  en  est  ainsi,  l'addition 
de  la  surcharge  n'aura  d'autre  effet  que  d'augmenter  dans  chaque 
^  section  les  pressions  dans  un  même  rapport,  et  la  déformation  de  la 
voûte  n'en  sera  pas  sensiblement  modifiée.  On  résout  fecilement  ce 
'  problème  quand  on  admet  le  partage  de  la  voûte  par  des  plans  verti- 
caux ;  il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  extrados  une  ligne  qui  divise 
dans  un  même  rapport  les  portions  de  verticales  comprises  entre  la 
courbe  d'intrados  et  la  ligne  limitative  de  la  surcharge,  supposée 
ramenée  au  même  poids  spécifique  que  les  matériaux  de  la  voûte.  On 
peut  passer  alors  de  la  voûte  chargée  à  la  voûte  sans  surcharge  par 
une  simple  réduction  du  poids  spécifique  attribué  aux  matériaux.  La 
poussée  à  laclef  et  toutes  les  pressions  subissent  uneréduction  propor- 
tionnelle. 
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TOUTES  EN   ARC  DE  CERCLE* 

329.  Od  donne  en  général  aux  voûtes  en  arc  de  cercle  une  flèche 
qui  varie  du  huitième  au  douzième  de  l'ouverture;  le  plus  souvent 

elle  est  du  dixième. 

Les  foimules  que  nous  avons  données  pour  le  plein  cintre  s'ap- 
pliquent aux  arcs  de  cercle.  Le  rayon  r  de  l'arc  se  déduit  de  l'ou- 
verture D  et  de  la  montée  /. 

On  a  en  effet 

d'où  l'on  tire 

Si  l'^rc  est  surbaissé  au  dixième, 


VOUTES  EN   ErXIP.SE  00  EN  ANSE  DE  PANIER, 


330.  Soient  encore  /  la  montée,  D  l'ouverture  ;  si  l'on  appelle 
â;  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse,  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes,  on  aura  entre  â:  et  y  la  relation 

qui  permet  de  construire  la  courbe  par  points. 

En  général  on  prend  /  égal  au  tiers  de  D,  et  alors  on  peut  se 
servir  de  la  table  qui  suit  pour  déterminer  l'épaisseur  à  la  clef  et 
Tépaisseur  des  pieds-droits,  les  conditions  de  charge  de  la  voûte 
étant  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  indiquées  S  3a 5. 
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1.8& 
2.35 
2.85 
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3  mètres. 


1  mètre. 

t  mètres. 

mètres. 

mètres. 

(.6,) 

0.7S 

0.90 

1.05 

1.10 

1.35 

1.35 

1.65 

1.55 

1.85 

1.65 

1.95 

1.75 

2.05 

1.85 

2.25 

1  95 

2.40 

2.10 

2.50 

2.30 

2.80 

2.G0 

3.15 

3.20 

3.80 

4.40 

500 

5.50 

6.20 

6.70 

7.40 

mètres. 
0  80 
1.10 
1.45 
1.80 
2.(iO 
2.15 
2.35 
2.50 
2.70 
2.80 
3.15 
3.50 
4.20 
5.40 
6.60 


4  mètres. 

1^  mètres. 

6  mètres. 

8  iuètre«. 

mètres. 

mètien 

mètres. 

mètres. 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

1.15 

1.20 

1.26 

1.35 

1.50 

1.60 

1.65 

1.70 

1.90 

1  95 

2.00 

2.10 

2.10 

2  20 

2.30 

2.40 

2.30 

2.45 

2.55 

2.70 

2.50 

2.G.i 

2.75 

3.00 

2.70 

2.85 

3.00 

3.30 

2.90 

3.13 

3.25 

3.50 

3.05 

3.30 

3.40 

3.70 

3.40 

3.65 

3.80 

4.00 

390 

4.10 

4.30 

4.(.0 

4.50 

4.80 

5.00 

5.30 

5.70 

6.10 

6.40 

6.70 

6.90 

7.50 

7.80 

8.10 

8.20 

8.80 

9.20 

9.60 

Pour  appliquer  les  formules  géaérales  données  dans  le  §  Saj,  il 
faudrait  prendre  pour  r  la  valeur  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 
à  la  clef,  c'est-à-dire 


r  = 


47' 


et  lorsque  Tellipse  est  surbaissée  au  tiers, 


r  =  j  D. 


Les  courbes  en  anse  de  panier  sont  des  imitations  d'ellipse  au 
moyen  d'une  série  d'arcs  de  cercle  qui  se  raccordent  l'un  à  l'autre.  Le 
calcul  de  leurs  dimensions  se  fait  au  moyen  des  mÊmes  formules  et 
des  mêmes  tables. 


YOOTES   EN  PLATE-BANDE. 


331.  La  plate-bande  ne  s'emploie  que  pour  recouvrir  un  espace 
vide  de  petite  dimension,  comme  une  fenêtre.  Il  est  impossible  de 
tracer  les  joints  perpendiculairement  à  l'intrados  ;  l'usage  est  de  les 
faire  converger  vers  un  point  pris  arbitrairement  sur  l'axe  de  la  voûte. 
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SIMIUTUOE  DES  TOUTES. 

332.  Supposons  d'abord  une  voûte  sans  surcharge,  déQnie  par  la 
Kgne  moyenne  du  bandeau  et  l'épaisseur^  portée  par  moitié  de 
part  et  d'autre  de  cette  ligne  moyenne.  Le  poids  du  bandeau  est' pro- 
portionnel au  produit  de  la  longueur  de  la  ligne  moyenne  par  l'é- 
paisseur moyenne.  Gela  posé,  si  l'on  fait  varier  proportionnellement 
les  épaisseurs,  on  augmente  à  la  fois  dans  le  même  rapport  les 
poids  des  diverses  parties  de  la  voûte  et  l'aire  des  joints  sur  lesquels 
la  pression  produite  par  ces  poids  se  répartit.  Il  en  résulte  que  les 
pressions  locales  demeurent  les  mômes  aux  points  homologues,  et 
qu'elles  sont  indépendantes  de  l'épaisseur  attribuée  à  la  voûte. 

Si,  au  contraire,  on  change  la  ligne  moyenne  du  bandeau  en  conser- 
vant sa  similitude,  on  voit,  par  le  même  raisonnement,  que  les  pressions 
locales  aux  points  homologues  doivent  varier  proportionnellement  aux 
dimensions  linéaires  de  la  ligne  moyenne,  c'est-à-dire  à  la  portée. 

Ces  résultats  supposent  que  la  voûte  porte  seulement  son  poids 
propre.  Ils  supposent  aussi  expressément  qu'on  compare  des  lignes 
moyennes  semblables,  et  que  les  voûtes  considérées  n'appartiennent 
pas  au  type  de  voûte  d'égale  résistance  sans  surcharge^  créé  pai 
M.  Yvon  Villarceau  (§  323).  Dans  ce  dernier  cas,  on  poorrdt  faire  des 
voûtes  à  pressièn  constante,  quelle  qae  soit  l'épaisseur  et  quelle  que 
soit  la  portée. 

Lorsque  la  voûte  est  appelée  à  supporter  une  surcharge  déter 
minée,  les  pressions  locales  sont  généralement  modifiées,  et  les 
épaisseurs  du  bandeau  ont  une  influence  sur  la  répartition  des  efforts. 
Hais  si  Ton  a  choisi  l'extrados  de  telle  sorte  que  la  surcharge  n'altère 
pas  le  rapport  des  pressions  locales  (§  328),  la  similitude  des  voûtes 
ne  subit  du  fait  de  la  surcharge  aucune  altération,  et  les  pressions 
locales  varient  proportionnellement  à  la  portée,  sauf  à  faire  usage 
d'un  poids  spécifique  des  matériaux  grossi  de  manière  à  confondre 
le  poids  de  la  surcharge  avec  le  poids  du  bandeau. 

H.  Laterrade,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  a  étudié 
à  un  point  de  vue  pratique  cette  question  de  la  similitude  des  voûtes 
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et  a  donné  des  formules  usuelles  qui  peuvent  rendre  de  grands  ser- 
vices aux  constructeurs.  Si  L  est  l'ouverture  de  la  voûte,  e  l'épads» 
seur  à  la  clef,  la  surface  S  du  bandeau  s'exprime  par  l'équation 
très  simple  S  =  mLe,  m  étant  un  coefficient  qui  dépend  de  la  forme 
de  la  voûte  ;  il  est  égal  à  0,75  environ  pour  le  plein  cintre.  La 
pression  p  par  centimètre  carré  pour  la  voûte  sans  surcharge 
s'exprime  par  p  =  nL,  n  étant  un  coefficient  qui  dépend  de  la 
voûte  et  de  la  position  du  point  considéré.  Nous  renverrons  au  mé- 
moire de  H.  Laterrade  pour  les  conclusions  pratiques  que  l'auteur  a 
su  tirer  de  ces  considérations. 


ÉQUltlBRB   DES   VOUTES  SUR   CINTRES» 

333.  Les  cintres  se  composent  de  fermes  en  charpente  entretoî- 
sées  les  unes  avec  les  autres,  et  dont  l'objet  est  de  soutenir  les  vous- 
soirs  à  mesure  qu'on  en  fait  la  pose.  Une  fois  fermée,  1^  voûte  peut 
être  décintrée  ;  on  a  remarqué  toutefois  que  les  tassements  des  ma- 
çonneries sont  moindres  quand  la  voûte  est  restée  sur  cintre  assez 
de  temps  pour  que  les  mortiers  aient  pu  se  solidifier. 

Le  tracé  du  cintre  se  fait  suivant  une  courbe  parallèle  à  l'intrados, 
laissant  entre  elle  et  la  voûte  un  intervalle  égal  à  l'épaisseur  des 
couchis.  La  courbure  s'obtient  au  moyen  de  pièces  sciées  et  rapportées 
que  Ton  appelle  veaux.  L'ossature  de  chaque  ferme  est  formée  d'une 
série  de  triangles  en  charpente,  dont  le  système  ne  puisse  subir  d'autres 
déformations  que  celles  qui  résultent  de  l'élasticité  propre  des  bois. 
Les  efforts  exercés  par  les  voussoirs  sur  le  cintre  sont  équilibrés 
par  les  réactions  des  appuis  sur  lesquels  le  cintre  repose  {  ces  réac- 
tions sont  verticales.ou  obliques,  suivant  le  système  de  la  charpente* 
Si  elles  sont  obliques,  leurs  composantes  horizontales  sont  emprun- 
tées aux  pieds-droits  de  la  voûte,  et  par  suite  le  cintre  exerce  sur 
la  maçonnerie  du  pied-droit  une  poussée,  qui  peut,  dans  certain  cas, 
en  compromettre  la  stabilité. 

Les  cintres  retroussés  que  Perronet  a  employés  pour  la  construc* 
tion  des  ponts  de  NeuiUy  (1768-1772),  de  Mantes  (1766),  etc.,  sont 
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composés  de  quatre  contours  polygonaux  à  angles  très  ouverts, 
inscrits  le  second  dans  le  premier,  le  troisième  dans  le  second,  le 
quatrième  dans  le  troisième,  les  milieux  du  côté  du  polygone  cir- 
conscrit correspondant  aux  sommets  du  polygone  qui  y  est  inscrit. 
Les  quatre  contours  sont  reliés  les  uns  aux  autres  par  des  moïses 
pendantes^  placées  normalement  à  Tintrados  de  la  voûte,  à  tous  les 
sommets  de  ces  divers  contours.  Dn  cintre  ainsi  construit  a  beau- 
coup d'élasticité,  possède  peu  de  raideur,  subit  par  conséquent  de 
grandes  déformations  pendant  la  pose,  enfin  exerce  une  poussée  sur 
les  pieds-droits  ;  il  était  même  nécessaire  d'en  charger  la  clef,  pour 
qu'elle  ne  se  soulevât  pas  à  mesure  de  la  pose  des  voussoirs  succes- 
sifs au-dessus  des  retombées  des  naissances.  L'espacement  des 
fermes  étidt  fixé  par  Perronet  à  6  pieds  de  roi  (i'",94g). 

Dans  son  mémoire  sur  les  cintres  (LXY  et  suiv.) ,  Perronet  observe 
que  le  plus  grand  eflbrt  auquel  un  cintre  ait  à  résister  correspond  an 
cas  où  tous  les  voussoirs,  excepté  la  clef,  sont  posés.  La  pose  de  la 
clef  décharge  virtuellement  la  charpente,  en  permettant  à  la  voûte 
de  se  soutenir  sans  appui  étranger.  Perronet  admet  qu'à  partir  des 
ndssances  jusqu'au  joint  incliné  de  3o  degrés  sur  l'horizon,  les  vous- 
soirs n'exercent  aucune  pression  sur  les  couchis.  Les  autres  voussoirs 
pèsent  sur  le  cintre,  msds  non  pas  de  tout  leur  poids.  D'après  Cou- 
plet, la  fraction  de  ce  poids  qui  pèse  sur  les  couchis,  dans  une  voûte 
en  plein  cintre,  est  environ  les  deux  tiers  du  poids  total.  Perronet 
propose,  en  conséquence,  de  calculer  la  charge  d'un  cintre,  dans  les 
voûtes  demi-circulaires,  en  prenant  les  deux  tiers  du  poids  de  l'arc  cài- 
tral  de  voûte  dont  l'angle  au  centre  est  de  i  ao  degrés,  ce  qui  revient 
à  prendre  environ  les  quatre  neuvièmes  du  poids  total  de  la  voûte. 

En  général  on  donne  aujourd'hui  aux  cintres  le  plus  de  raideur  pos- 
sible en  en  formant  l'ossature  de  triangles  à  peu  près  équilatéraux. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  le  décintrement  d'une  voûte  peut  en- 
traîner le  renversement  de  la  pile  qui  lui  sert  d'appui,  si  la  pile  n'a 
pas  les  dimensions  nécessaires  pour  servir  de  culée  à  la  voûte  prise 
isolément,  ou  si  la  voûte  voisine  n'est  pas  encore  construite.  Posée 
sur  un  dntre  sans  poussée,  la  voûte  n'exercerait  aucun  effort  bon- 
zontal  sur  la  pile. 
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TABLES    ET   RENSEIGNEMENTS  DI\£RS  SUR  LES   TOUTES  EN  BERCEAU. 

I.  Formules  empiriques  pour  calculer  les  dimensions  des  voQies  en 

maçonnerie. 

Unité  de  longueur,  le  mètre* 

D  ouverture  d*une  arche» 

/  montée  ou  flèche, 

e  épaisseur  à  la  clef, 

Y  épaisseur  du  pied-droit  faisant  culée, 

H  hauteur  du  pied-droit, 

S  hauteur  de  la  surcharge  de  terre  au-dessus  de  la  base  du  pied-droit 

FORMULES  DE  M.  LEVEILLÉ. 
e  =  0-.33  +  ^  D. 

(Cette  formule  ne  tient  pas  compte  de  la  hauteur  S.) 


Plein  cintre»       Y  = 


(0-.30  +  0,162  D)  \/    -) %-(-• 


0,865 D 


4c:  de  cercle»       Y~ 


/Tir 

.•=  (0-.33  +  0,212  D)  i    /  T^lTr- 


FORMULES  DE  M.  LESGUILLBR,  INGÉNIEUR  EN  CHEF  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES. 

Ces  formules  ne  tiennent  pas  compte  de  la  surcharge. 

é==0,2v^  +  0M. 
Plein  cintre.  Y  =  v^  (0,6  +  0,04  H). 

Anse  de  panier.     Y  =  ^D  [0,6  +  0,05  (7 — ^5^  +  ®  1^*  -1  * 
Arc  de  cercle.        Y  =  v^D  [0,6  +  0,1  (7 — «)  +  0,04  el . 
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II.  Poids  du  mètre  cube  des  matériaux. 

Granits  et  porphyres. 2,600  à  2,800  kilogi 

Pierres  Yolcaniques;  basalte,  lave  dure.  .  .  •  9,800  à  3,100 

Pierres  calcaires  dures 2,650  et  2,800 

Calcaires  tendres 2,400 

Briques 1,000  à  1,400 

Mortier  de  chaux  et  sable 1,800  k  2,100 

Mortier  de  ciment; 1,650  à  1,700 

Plâtre  gàcbè  humide 1,570  à  1,600 

Plâtre  gâché  sec 1,400 

Sable 1,400  à  1,800 

Grès 2,400 


Pour  la  charge-limite  à  fiûre  supporter  aux  maçonneries,  voir  la 
table  donnée  §  aS. 


TABLE   DES  PLUS   GRANDES   CHARGES   AUXQUELLES    LA  MAÇONNERIE 
SOIT  SOUMISE   DANS   CERTAINS  ÉDIFICES    (RondeletJ. 

kilog.  par  cant  eané. 

Saint-Pierre,  et  Rome,  piliers 16,3539 

Saint-Paul,  à  Londres,  piliers 19,3498 

Église  des  Invalides,  à  Paris,  piliers 14,7826 

Église  Sainte*<ïeneyiëve,  et  Paris,  piliers 29,4290 

Saint-Paul  Hors  des  Murs,  à  Rome,  colonnes 19,7609 

Église  Saint-Méry,  à  Paris,  piliers 29,4234 

Église  SaintrSei^e,  à  Angers,  colonnes  du  chœur.  .  .  44,3 
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III.  Charge  qui  produit  ^écrasement  des  matériaux  par  centimètre  carré 

de  section. 

Tables  de  Goiityt.  —  BWita»fliii  des  corps. 


va; 


INDICATION  DES  MATÉRIAUX. 


Pierrci  voloamquet. 

Basalte  de  Suède 

Basalte  d'Auvergne 

Lave  du  Vésuve,  dite  Pipemo.  •  . 
Lave  grise  des  environs  de  Rome. 
Tuf  de  Rû«f«. 

Granitu 

Granit  d*Aberdeen  bien.  .   . 
GcMilt  vert  des  Voises..  .  . 
Granit  gris  de  Bretagne.  •  . 
GrftBU  de  Normandie,  Gatnot 
Granit  gris  des  Vosgea. .  .  . 

Grès. 

Grès  très-dor 

Grès  blaoc. 

Grès  bigarré  i^  Vosges.  .  . 

Pisrreê  caisairté^ 


s=r=E 


Marbre  oolr  de  Flandre^ 

Marbre  blanc  yeiné.  ....... 

Marbre  rouge  do  Oeveoshlre. .  .  . 

Calcaire  de  Portland 

Pierre  de  Caserte,  près  Ilaples.  .  . 
Pierre  noire  de  St-Portunat  (Lyon) 
Liais  de  Bagneux^  près  Paris.  .  . 

Travertino  de  Rome 

Roche  de  Chàtillon,  près  Paris.  .  . 
Roche  douce  de  ChfttiUoB.  .  .  .  . 
Roche  d'Arcuell,  près  Paris.  .  .  . 
Pierre  de  Satllaneourtj.  1"*  quaèUé. 

Briques, 

Brique  dore  très-cuite 

Brique  rovge. 

Brique  rouge  pâle, 

Mortiers. 

Mortier  de  chaux  et  de  sable  do 
rivièjre .,... 

Mortkr  de  ciment  de  tuileau .  .  . 

Mortier  de  peuuelttMa  de  liaples 
et  de  Rome  mêlées 

Mertjer  avec  chaw  émliMnnent 
hydraulique. 


I 


a 

'S 

•V 


kilogr. 
3,0(( 
2,88 
2,60 
1,97 
1,22 


2,62 
2,86 
2,74 
S,6f 
2,64 


2,52 
2.48 
2,17 


2,72 
2,70 
2.70 
2,42 
2,72 
2,65 
2,44 
2,36 
2,29 
2,0& 
2,30 
2,41 


1,55 
2,17 
2^08 


1,63 
1,46 

1.46 


« 

a 


«    k    « 

§ 


kilûgf. 

1912 

2018 

563 

228 

68 


767 
620 
654 
702 
423 


813 
923 
400 


:89 
298 
522 
262 
595 
627 
445 
298 
174 
134 
253 
141 


150 

5r 

89 


31 

48 

87 
144 


i%'j  Gcfcta  eéUeiM  iidique  U  Wulnr  eu  prioue  dcoât  de  U 
soifisant  pour  éenser  «a  propre  base  (§  25> 


9    « 


m.       0 


OBSERVATIONS. 


6248 
7215 
2165 
1157 
478 


S927 
2175 
2383 


1603 


3226 
3713 
1843 


saoi 

1104 

1933 

1083 

2191 

2366 

1824 

1262 

760 

644 

If  00 

585 


962 
2M 

187 


9 


Rondelet. 
M. 
Id. 
Id. 
id. 


G.  Rennie. 
ilondelet 

id. 

Sd. 

id. 


id. 
id. 
Conservatoire  des 
arts  et  métiers. 

Rondelet. 

Id. 
Rennie. 

Id. 
Rondelet. 

id. 

id. 

id. 

Id. 

Id. 

Id. 

id. 


Rondelet* 
id. 

id. 

VIcat. 


cMuidMe  doat  le  peidi  leceit 
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CHAPITRE  n. 

VOUTES  BIAISES. 


S3A.  Une  yoûte  en  berceau  est  biaise  lorsque  les  plans  des  tètes 
de  la  voûte  sont  obliques  aux  génératrices  rectîlignes  du  berceau. 

L'intrados  d'ane  voûte  biaise  est  donc  une  portion  de  surface 
cylindrique  comprise,  d'une  part,  entre  les  deux  génératrices  rectî- 
lignes des  naissances,  d'autre  part,  entre  les  courbes  d'intersection 
de  la  surface  cylindrique  avec  les  plans  verticaux,  généralement 
parallèles  entre  eux,  qui  contiennent  les  tètes.  Chacune  de  ces  courbes 
d'intersection  s'appelle  courbe  de  tête  réelle^  par  opposition  aux 
courbes  de  tète  fictives^  que  l'on  considère  dans  le  tracé  de  l'appareil 
hélicoïdal. 

Vangle  du  biais  est  l'angle  du  plan  de  tète  avec  un  plan  mené 
perpendiculairement  aux  génératrices  rectîlignes  de  l'intrados.  Cet 
angle  est  le  complément  de  l'angle  formé  par  une  quelconque  des 
génératrices  avec  le  plan  de  tète.  Quand  la  voûte  est  droite,  l'angle 
du  Mais  est  nuK 


COMPARAISON   d'UNB  VOUTE    BIAISE   ET  D'UNB    VOUTE   DROITE 

AYANT  DES  TÊTES  IDENTIQUES. 

336.  Coupons  les  deux  voûtes,  auxquelles  nous  supposons  une 
même  longueur,  par  une  série  de  plans  parallèles  aux  plans  des 
tètes,  équidistants  et  infiniment  rapprochés.  La  portion  de  voûte 
biaise  comprise  entre  deux  plans  infiniment  voisins  peut  être  con- 
fondue avec  la  portion  élémentaire  qui  lui  correspond  dans  la  voûte 
droite.  Le  biais  perd  en  eflet  toute  influence  sur  une  voûte  infiniment 
mince,  car  l'altération  qu'il  faut  faire  subir  à  une  voûte  droite  infini- 
ment mince  pour  la  rendre  biaise  est  une  altération  infiniment  oetite 
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d'un  ordre  supérieur  au  premier  (i).  On  est  ainsi  conduit  à  regarder 
/Une  voûte  biaise  comme  le  résultat  de  la  liaison  d'un  nombre  infini  de 
voûtes  droites  infimment  minces,  échelonnées  les  unes  à  côté  des  autres. 
De  là  résulte  que  l'épaisseur  à  la  clef  d'une  voûte  biaise,  et  les 
autres  dimensions  de  la  voûte  et  de  ses  pieds-droits,  se  détermine- 
ront comme  s'il  s'agissut  de  la  voûte  droite  ayant  pour  profil  trans- 
versal l'élévation  de  la  tête  de  la  voûte  biaise  ;  car  les  dimensions  de 
la  voûte  droite,  assurant  l'équilibre  et  la  résistance  de  chaque  élé- 
ment de  voûte,  assurent  également  l'équilibre  de  la  voûte  biaise,  où 
les  mêmes  éléments  se  retrouvent  différemment  juxtaposés. 

Une  expérience,  due  à  M.  de  la  Gournerie  et  répétée  par  lui  bien 
des  fois,  au  congrès  de  Nantes,  en  1875,  à  la  Société  d'encouragement 
et  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  a  complètement  justifié  cette 
assimilation  des  voûtes  biaises  aux  voûtes  droites.  Une  petite  voûte 
biaise  à  45*,  en  plein  dntre,  est  formée  de  la  juxtaposition  de  vous- 
soirs  creux,  en  zinc,  avec  faces  enduites  de  couleur  pour  augmenter 
le  coefficient  du  frottement.  Les  culées  qui  portent  cette  voûte  consis- 
tent en  tasseaux  verticaux,  indépendants,  qu'on  peut  faire  descendre 
à  volonté  suivant  la  verticale.  Quant  on  abaisse  un  tasseau,  les  vous- 
soirs  qu'il  porte  directement  tombent,  et  une  brèche  s'accuse  dans 
la  voûte.  La  brèche  s'arrête  à  un  lit  de  voussoirs,  qui,  étant  amsd- 
gris  vers  l'intrados  dans  les  deux  sens,  font  plate-bande  pour  résister 
à  la  poussée  des  voussoirs  situés  plus  haut  dans  la  voûte.  On  continue 
à  abaisser  des  tasseaux  vers  le  milieu  de  chaque  culée  ;  à  chaque  fois 
la  brèche  s'étend  plus  avant,  m^ûs  dans  des  directions  sensiblement 
parallèles  aux  plans  de  tête.  Quelquefois  on  arrive  à  enlever  ainsi 


(1)  Cette  remarque  rend  fort  dontease  Teiactitude  do  principe  gur  lequel  les  parti- 
sans de  la  poussée  au  vide  font  reposer  toote  leur  théorie  des  Yoûtes  biaises  :  ce  prin- 
cipe consiste  à  admettre  que  dans  une  voûte  en  berceau,  droite  ou  biaise,  la  plus 
gwuie  contraction  s'opère^  et,  par  suite,  les  poussées  mutuelles  sont  dirigées  dans  le 
plan  des  sections  de  plus  grande  courbure  de  tintrados,  c'est-à-dire,  dans  des  plans 
de  section  droite.  Or,  si  l'on  considère  une  yoûte  infiniment  mince,  on  peut  évidemment, 
sans  rien  changer  aux  poussées,  altérer  d'une  Infinité  de  manières  la  surface  de  l'in- 
trados et  l'orientation  des  sections  de  plus  grande  courbure,  en  faisant  passer  des 
surfaces  cylindriques  quelconques  par  la  ligne  qui  sert  de  courbe  d'intrados  à  la  voûte 
dans  son  plan  moyen.  On  peut  d'ailleurs,  sans  modifier  sensiblement  l'équiilbre  de  la 
▼oûte,  détruire  la  continuité  de  la  surface  de  Tintrados;  la  section  droite  perd  alors 
toute  slgnlUcatlon»  et  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  profondément  altérées,  sans 
go'll  en  résulte  rien  de  fâcheux  pour  la  stabilité  du  massit 
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toute  la  partie  intermédiaire  de  la  voûte,  de  manière  à  isoler  com- 
plètement une  tète  de  Tautre*  Lorsqu'on  enlève  Tappui  d'un  solide, 
le  déplacement  de  ce  solide  accuse  la  direction  dans  laquelle  l'appui 
ét£dt  appelé  à  fournir  une  résistance,  c'est-à-dire  la  direction  de  la 
poussée.  L'expérience  montre  donc  bien  que  dans  la  voûte  en  équi- 
libre, la  poussée  mutuelle  est  partout  sensiblement  parallèle  aux  tètes, 
ce  qui  justifie  Fassimilation  de  la  Toûte  biaise  à  une  série  de  voûtes 
droites  de  même  ouverture,  échelonnées  suivant  le  biais. 

M.  de  la  Goumerie  a  refait  depuis  l'expérience  de  la  voûte  biaise 
sans  produire  aucune  brèche  dans  le  bandeau  de  la  voûte,  mais  en 
-équilibrant  la  poussée  des  voussoirs  aux  naissances  à  l'aide  d'un 
fléau  de  romaine,  permettant  l'évaluation  de  cette  poussée.  Il  a  con- 
staté une  légère  augmentation  de  pression  du  côté  de  Tangle  aigu 
<les  culées.  Cette  augmentation  est  surtout  sensible  dans  les  voûtes 
un  peu  longues,  la  partie  centrale  de  ces  voûtes  subissant  alore 
beaucoup  moins  l'influence  du  biais  que  les  parties  voisines  des  tètes. 
Maïs  elle  est  à  peu  près  nulle  dans  les  voûtes  biaises  courtes,  et 
«'entraîne  dans  aucune  voûte  biaise  ces  tendances  au  déversement 
qui  ont  effrayé  certains  constructeurs. 

836.  n  existe  néanmoins  entre  les  deux  sortes  de  voûtes  une 
différence  importante. 

Dans  une  voûte  droite  uniformément  chargée  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  la  liaison  des  voûtes  élémentaires  ne  crée  aucune  incom- 
patibilité entre  les  déformations  naturelles  de  chaque  voûte  élémen- 
taire prise  isolément.  Ces  déformations  se  produisent  de  la  même 
manière  dans  chaque  plan  parallèle  aux  tètes,  et  les  molécules  des 
voussoirs  en  se  déplaçant  ne  sortent  pas  du  plan  parallèle  aux  tètes 
-qui  les  contenait  au  moment  de  là  pose. 

Dans  les  voûtes  biaises,  F  échelonnement  des  v^tes  éléiiieniairss 
introduit  des  liaisons  entre  des  molécules  différemment  situées  sor 
le  profil  commun  k  toutes  les  voûtes.  Les  défermations  de  l'élémeot 
de  voûte  sont  donc  gênées  par  les  liaisons  avec  les  éléments  ViMsins, 
et  les  molécules  des  voussoirs  peuvent  être  amœées,  par  suite  de  cette 
solidarité,  à  s^vtir  du  plan  parallèle  aux  tètes  qui  les  contenait  pri- 
mitivement. 
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On  considère  ordinairement  les  déformations  de  Fintrados  des 
voûtes  droites  comme  s'effectuant  par  une  série  de  rotations  très 
petites  des  éléments  plans  de  la  douelle  autour  de  parallèles  aux 
génératrices  droites  du  berceau.  Dans  les  voûtes  biaises,  on  peut 

admettre  de  même,  faute]  d'une  meilleure  théorie, 
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que  les  déformations  de  l'intrados  s'opèrent  par 
rotation  des  éléments  plans  de  la  douelle  autour 
de  parallèles  aux  génératrices  rectilignes  de  l'in- 
trados, parce  que  ce  mode  de  déformation  des  sur* 
faces  cylindriques  est  celui  de  tous  qui  fait  subir 
les  moindres  efforts  à  la  matière  (i).  Mais  ces 
éléments  plans  sont  des  parallélogrammes,  dont  les 
petits  côtés,  primitivement  situés  dans  les  plans 
de  tète,  décrivent  dans  la  rotation  autour  du  grand  c6té  des  éléments 
de  surface  conique.  Les  tètes,  après  une  semblable  déformation,  ne 
sont  donc  plus  contenues  dans  leurs  plans  primitifs,  et  la  projection 
horizontale  de  la  voûte  déformée  ne  coïncide  pas  rigoureusement  avec 
la  projection  de  la  voûte  posée  sur  cintre. 

L'intrados,  avant  la  déformation,  se  projette  suivant  un  parallélo- 
gramme ABGD  ;  AD,  BG  sont  les  traces  des  plans  de  tête;  AB,  CD  les 
projections  des  naissances.  Soient  E  et  F  les  clefs  des  courbes  de  tète. 
Les  tassements  qui  s'opéreront  dans  la  voûte,  par  rotation  autour  des 
génératrices  rectilignes  ou  de  droites  parallèle  à  ces  génératrices, 
pourront,  par  exemple,  amener  en  projection  les  arcs  AE,  GF,  adja- 
cents aux  angles  obtus  du  parallélogramme,  dans  l'intérieur  de  cette 
figure,  et  les  arcs  BF,  DE,  adjacents  aux  angles  aigus,  en  dehors. 
€*est  à  cette  tendance  latérale*  qui  s'exarce  de  dedans  en  dehors  sur 
les  têtes  dans  la  région  voisine  des  angles  aigus,  qu'on  peut  donner 
le  nom  de  poussée  au  nide  (>)• 


(1)  Cette  explication  ne  doit  être  acceptée  qa'aTCc  iterre.  Elle  est  en  effet  fondée  nr 
rassimllaiiOD^  très  peo  latisblsante,  de  la  dëfonnatiou  de  la  TOÛla  à  la  défN-matlon  de 
i!lotnidoB,  considM  comme  une  sorface  élastique. 

(2)  La  poussée  au  vide  des  constracteors  timores  est  tente  antre  cbeee;  c'est  la  ponssée 
(entièrement  flctiTe)  de  la  ToAte  réduite  à  sa  section  droite.  Imaginant  que  les  voûtai 
biaises  sont  sollicitées  ainsi  par  des  forces  obliques  aux  têtes,  ces  coDStrocteurs  cral* 
gnent  la  chute  des  angles  aigus  et  multiplient  les  tirants  en  fer  dans  cette  région  poor 
empêcher  une  dUJonction  qui  ne  tend  pas  à  se  produire. 
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La  poussée  au  vide  ainsi  définie  est  un  résultat  nécessaire  de  la 
forme  extérieure  de  la  voûte  ;  on  ne  doit  pas  la  confondre  avec  cer- 
taines tendances  au  renversement  produites  par  des  défauts  de  Tap- 
pareil.  Lorsque  l'appareil  satisfait  aux  conditions  de  l'équilibre  indi- 
viduel de  chaque  voûte  infiniment  mince,  les  effets  de  la  poussée  au 
vide  sont  dus  à  l'élasticité  des  matériaux,  et  par  conséquent  ils  sont 
du  même  ordre  de  grandeur  que  les  tassements  des  voûtes  ;  ils  sont 
donc  infiniment  petits  et,  par  suite,  négligeables,  pour  une  voûte 
construite  avec  soin,  et  l'on  n'a  pas  à  s'en  préoccuper  (i). 

Le  problème  des  voûtes  biaises  est  ramené,  par  ces  considéra- 
tions, au  problème  des  voûtes  droites  ;  puisqu'on  n'a  pas  de  données 
rationnelles  sur  les  déformations  élastiques  des  voûtes  droites,  il  se- 
rait impossible  de  chercher  par  le  calcul  les  déformations  des  voûtes 
biaises,  cette  question  offrant  un  degré  de  plus  de  complication. 
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337.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'ancienne  solution  connue  soas 
le  nom  de  biais  passé  qui  s'appliquait  à  des  arches  de  faible  lon- 
gueur, et  qui  leur  donnait  pour  intrados  une  surface  réglée  particu- 
lière, dite  came  de  v(^che.  Cette  solution  n'est  plus  employée. 

Lorsque  le  biais  est  très  faible,  de  o^  à  lo*  par  exemple,  on  peai 
n  en  tenir  aucun  compte,  et  appareiller  la  voûte  comme  si  elle  ét^dl 


(1)  Voir  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1856,  on  article  de  M.  Le  Blanc,  va 
les  concluions  d'équilibre  des  arches  biaises.  —  M.  Le  Blanc  a  constrait  depuis,  sur  la 
ligne  de  Rennes  à  Redon,  plusieurs  ponts  biais  pour  lesquels  11  n'a  pas  eu  recours  aaz 
ai  matures  en  fer;  on  n'y  constate  aucune  tendance  au  renversement  ou  à  l'écartement 
des  angles  aigus  des  oulées;  cette  tendance  devrait  pourtant  se  manifester,  quelque  soin 
qu'on  ait  apporté  à  la  construction  des  voûtes,  si  la  théorie  de  la  poussée  au  vide  était 
exacte  dans  le  sens  où  on  l'entend  communément.  Ce  n*est  donc  pas  sans  raison  que  M.  I^ 
Blanc  a  pu  dire  qu'il  n'y  a  pas  de  poussée  au  vide,  niant  ainsi  formellement  le  principe 
contestable  qui  sert  d'axiome  à  cette  théorie.  Nous  ajouterons  qu'on  trouve  prés  dé 
Nancy,  à  la  rencontre  du  chemin  de  fer  de  Paris  à  Strasbourg  et  du  canal  de  la  Mam« 
au  Rhin,  un  pont  d'un  biais  très  prononcé,  construit  par  arceaux  Inais  en  pierre  de 
taille,  reliés  par  de  petites  voûtes  transversales  en  béton,  et  sans  intervention  d'anna- 
tures.  M.  Zeiller  est  l'auteur  de  cet  ouvrage  très  hardi,  que  la  théorie  ordinaire  de  la 
poussée  au  vide  condamnerait  d*une  manière  absolue. 
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droite.  Les  voussoirs  dessinent  sur  l'intrados  les  joints  continus  sui- 
vant les  génératrices  rectilignes  du  cylindre,  et  les  joints  discontinus 
svtvant  les  arcs  de  section  droite.  Des  voussoirs  spéciaux  forment 
les  têtes. 
Pour  un  biais  quelconque,  on  peut  toujours  ramener  l'appareil  à 
Fîg.  tsi.  celui  des  voûtes  droites,  soit  en  ajoutant  à 

la  projection  ABCD  de  la  voûte  deux  trian- 
gles AD6,  GBH,  qui  augmentent  la  longueur 
du  berceau,  soit  en  conservant  les  plans  de 
tète  AD,  BC,  mais  en  augmentant  la  portés 
de  la  voûte,  par  l'addition  des  triangles  ABK, 
GDI  à  l'espace  qu'elle  recouvre.  Cette  der- 
nière solution  ne  pourrait  convenir  aux 
T#ûtes  d'une  certaine  longueur,  si  l'on  cherchait  à  l'appliquer  à  cette 
longueur  entière.  Mais  elle  devient  parfaitement  admissible,  si  l'on 


Fig.  M3. 
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décompose  la  longueur  donnée  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales,  et  si 
l'on  substitua  dans  chaque  intervalle  la 
voûte  droite  MNPQ  à  la  portion  corres- 
pondante  RQSN  de  la  voûte  biaise.  On 
appareillera  comme  voûtes  droites  ces 
']   arceaux  échelonnés. 

La  simplicité  des  appareils  qui  con- 
servent à  la  voûte  biaise  son  intrados  a  fait  renoncer  à  cet  artifice  de 
construction,  auquel  on  pouvait  reprocher  d'augmenter  démesuré- 
ment la  surface  du  paiement  vu  des  pierres. 


APPAREIL  ORTHOGONAL  (l). 

338.  Une  voûte  dont  la  projection  horizontale  est  le  parallélo* 
gramme  ABCD  est  coupée  par  une  série  de  plans  infiniment  voisins, 


(I)  Voy.  Annales  des  ponts  et  chaussées^  1S39,  arUele  deM.  Lefort. 
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mn^  m^n,,  m,n,,...,  parallèles  aux  plans  des  tètes.  Noos  nous  propo- 
Pig.  tt4.  serons  de  déterminer  le  tracé  d'un  appareiltel 

que,  considéré  dans  un  anneau  quelconque 
m^njijn^^  cet  appareil  soit  celui  d'une  voûte 
droite.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  :  i*  que 
les  joints  discontinus  dessinent  sur  l'intrados 
des  courbes  parallèles  à  la  courbe  de  tète; 
90  que  les  éléments  des  joinis  continus  cou- 
pent à  angle  droit  les  joints  discontinus  ;  3*  que 
les  faces  des  voussoirs  entre  deux  plans  m^n^, 
m^n^^  consécutifs,  soient  normales  à  Tintrados. 
Donc,  !<"  les  joints  continus  dessinés  sur  l'intrados  ne  sont  autre 
chose  que  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  parallèles  aux 
tètes; 
a*  Les  joints  discontinus  sont  des  arcs  de  ces  dernières  courbes; 
3*  Les  faces  des  voussoirs  sont  des  surfaces  réglées  engendrées  par 
une  droite  qui  se  meut  normalement  à  l'intrados  en  suivant  le  pour- 
tour de  la  douelle  de  chaque  voussoir  (i).  Le  parement  vu  des  vous- 
soirs de  tète  fait  seul  exception  à  ce  mode  de  génération. 


ÉPURE   DE  l'appareil  ORTHOGONAL. 


339.  Pour  que  la  projection  d'un  angle  droit  sur  un  plan  soit  un 
angle  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  Tun  des  côtés  de  l'angle  soit  pa- 
rallèle au  plan.  Dans  l'appareil  orthogonal,  les  courbes  de  tète  et 


(1)  RigoureDsemeDt^  il  faudrait  dire  quo  les  sarfaces  des  Joints  continus  dolT^ntétre 
engendrées  par  une  droite  parallèle  aux  plans  de  iéte,  et  perpendiculaire  à  la  courbe  de 
joint  continu; eu  cTest  ainsi  qu'on  définirait  les  plans  de  joints  des  voussoirs  de  la  Yoûte 
droite  infiniment  mince  eubetituée  aox  dirers  éléments  de  la  Toûte  biaise.  Mais  œ 
▼erra  plus  loin  qoe  la  surface  ainsi  obtenue  est  tangente,  tout  le  long  d'un  Joint  contioa» 
à  la  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  suit  ce  joint  en  restant  normsle  I 
l'intrados.  On  pent  donc  sans  inconvénient  snbstitaer  la  seconde  surface  à  la  première 


APPAREIL  ORTHOGONAL.  607 

les  sections  parallèles  à  ces  cowbes  sont  rencontrées  à  angle  âroh 
par  les  courbes  des  joints  continus.  Il  y  a  donc  intérêt  à  prendre 
pour  plan  vertical  de  projection  un  plan  parallèle  aux  têtes,  car  la 
projection-  sur  ce  plan  des  joints  continus  coupera  à  angle  droit  les 
projections  des  courbes  parallèles  aux  têtes,  ou  des  joins  discontinus. 

Soit  d\i!d  (pi.  III)  la  projection  verticale  de  la  courbe  de  tète;  cd*  ^ 
est  la  trace  horizontale  du  plan  qui  contient  la  tête  ;  ac^  bd  sont, 
dans  le  plan  horizontal,  les  génératrices  des  naissances. 

On  obtiendra  la  projection  verticale  é^^f  d'une  courbe  quelcon- 
que parallèle  à  la  tête,  intersection  du  cylindre  d'intrados  par  un 
plan  vertical  ef  parallèle  à  cd^  en  fusant  glisser  de  la  quan- 
tité cV,  parallèlement  à  la  ligne  de  terre,  la  courbe  d^^d.  Les  pro- 
jections verticales  des  joints  continus  sont  donc  les  trajectoires  or-^  * 
thogonales  des  positions  successives  de  la  courbe  d^d^  donnée  de 
grandeur  et  d'orientation,  quand  elle  glisse  le  long  de  la  ligne  de 
terre  â^y. 

La  courbe  d^d  est  en  général  une  ellipse  dont  les  axes  sont  con- 
nus; soit  a  le  demi-axe  suivant  xy^  et  b  le  demi-axe  perpendicu- 
laire à  cette  direction  ;  appelons  m  l'absdsse  variable  du  centre  O' 
de  Tellipse,  x  l'absdsse  d'un  point  quelconque  de  rellipse,  ces 
abscisses  étant  comptées  à  partir  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  de 
terre  3cy\  soit  enfin  y  l'ordonnée  du  point  de  l'ellipse  qui  corres- 
pond à  l'abscisse  x\  l'équation  générale  de  l'ellipse  dans  une  quel- 
conque de  ses  positions  sera 


Différentiant  cette  équation  sans  faire  varier  m,  et  éliminant  en- 
suite m  entre  l'équation  précédente  et  l'équation  différentielle  qui 
s'en  déduit,  il  vient  pour  équation  commune  à  toutes  les  ellipses 

L'équation  dififérentielle  des  trajectoires  orthogonales  s'obtient  en 
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n^marquant  qu*an  point  d'intersection  d'une  ellipse  et  d'une  trajec- 
toire, les  deux  courbes  ont  le  même  x  et  le  même  y,  mais  que  le 
coefficient  différentiel  de  l'une  est  égal  à  l'inverse  du  coefficient  dif- 
(érentiel  de  l'autre  changé  de  signe.  Il  suffit  donc  de  changer 

^  en r-  dans  l'équation  précédente  pour  avoir  l'équation  cher- 

ïlx  dy  ^ 

cliée  s 

L'intégration  s'opère  aisément  et  donne  pour  équation  générale 
des  trajectoires  orthogonales 


2x  =  C+  .y6î^«+  i6  lognép.  ^7^^;. 
0  a  6-1-  ^6«  —  y* 

Dans  cette  équation,  G  est  une  constante  arbitrsûre. 

Toutes  les  courbes  VixW  représentées  par  cette  dernière  équation 
se  composent  de  deux  branches  symétriques  par  rapport  à  la  verticale 
qui  leur  est  tangente  à  toutes  deux  en  leur  pomt  le  plus  élevé,  {i'. 
Elles  ont  un  rebroussement  en  ce  point,  et  ont  pour  asymptote  com- 
mune la  ligne  de  terre  xy.  Elles  sont  toutes  égales  entre  elles. 
L'équation  donne  l'une  ou  l'autre  branche  de  la  courbe  suivant 
qu'on  prend  le  radical  positivement  ou  négativement 

Lorsque  a  =  6,  la  tête  de  la  voûte  est  une  demi-drconférence; 
dans  ce  cas,  la  trajectoire  orthogonale  est  une  des  développantes  de 
la  chaînette  ;  c'est  la  courbe  appelée  iractrice^  dans  laquelle  la  lon- 
gueur de  la  tangente  à  la  courbe,  comprise  entre  le  point  de  contact 
et  la  droite  fixe  xy^  est  constante.  Cette  longueur  est  en  effet  repré- 
sentée, dans  une  courbe  quelconque,  par  la  fonction 

dy 

et  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  montre  que 
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cette  fonction  se  réduit  à 


5  • 

quantité  constante  et  égale  à  a  lorsque  a  =  b. 

Après  avoir  tracé  par  points  une  de  ces  courbes,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  constante  arbitraire,  laquelle  influe  sur  leur  position  et 
non  sur  leur  grandeur,  on  pourra  en  découper  un  patron,  et  se  servir 
de  ce  patron  pour  tracer  sur  Fépure  toutes  les  projections  verticales 
des  joints  continus. 

La  table  qui   suit  donne  les  valeurs  absolues  du  rapport  -rr 

pour  certaines  valeurs  particulières  du  rapport  ^,   abstraction  faite 

de  la  constante. 

Pour  tracer  la  courbe  en  vraie  grandeur  à  l'aide  de  cette  table,  il 

A* 
suffit  de  prendre  b  pour  unité  des  hauteurs,  et  —  pour  unité  des 

bases. 


-  =  i  00 


ax 

—  =0,000 


0,9 


0,030 


0,8 


0,093 


0.7 


0,t80 


0,6 


0,299 


0,5 


0,450 


0,4 


0,652 


0,3 


0,971 


0.2 


1,317 


0,1 


1,946 


0,0 


8A0.  Les  projections  verticales  une  fois  obtenues,  on  peut  en  dé- 
duire par  des  constructions  graphiques  les  projections  horizontales.  II 
suffit  pour  cela  de  déterminer  les  intersections  du  cylindre  d'intra- 
dos avec  les  cylindres  projetants  conduits  par  les  courbes  tracées 
sur  le  plan  vertical*  Les  projections  horizontales  sont  aussi  la  repro- 
duction d'une  seule  et  même  courbe,  Xiji'td^,  qui  a  un  centre,  et  par 
suite  une  inflexion,  au  point  [x  où  elle  rencontre  la  projection  de  la 
génératrice  culminante  de  l'intrados,  et  qui  a  pour  asymptotes  les 
deux  projections  des  naissances. 

11  est  nécessaire  aussi  de  construire  le  développement  du  cylindre 

39 
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d'intrados  et  d'y  tracer  les  joints  continus  ;  les  courbes  de  têtes  se 
transforment  en  courbes  sinusoïdales,  ^MC,  dM,A,  et  les  transfor- 
mées des  joints  continus,  AMn,  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  positions  successives  de  ces  courbes  lorsqu'elles  glissent  paral- 
lèlement aux  génératrices  droites  du  cylindre.  Elles  ont  un  centre  et 
une  inflexion  sur  la  ligne  médiane  du  développement  de  l'intrados, 
et  sont  asymptotes  aux  deux  arêtes  droites  extrêmes  de  l'intrados 
développé. 

Les  joints  discontinus  se  projettent  horizontalement  suivant  des 
droites  parallèles  à  la  projection  des  têtes;  verticalement,  suivant 
des  arcs  appartenant  aux  diverses  positions  successives  de  la  courbe 
é]i!f'^  ils  se  transforment  sur  le  développement  en  arcs  de  courbes 

sinusoïdales* 

ih\.  Pour  faire  Fépure  de  l'appareil  orthogonal,  on  commencera 

par  tracer  la  courbe  de  tête,  et  par  construire  le  patron  des  pro- 
jections verticales  des  joints  continus.  On  en  déduira  le  patron  des 

projections  horizontales  des  mêmes  joints,  et  ensuite,  le  patron  des 
transformées  de  ceô  mêmes  joints  sur  le  développement.  Aloi*s  on 
opérera  la  division  des  têtes  en  parties  correspondantes  aux  différents 
voussoirs.  Ce  partage  exige  un  certain  tâtonnement,  pour  que  les 
points  de  division  sur  les  têtes  se  trouvent  deux  à  deux,  autant  que 
posâble,  sur  une  même  ligne  de  joint  continu.  Quand  on  est  par- 
venu à  assurer  approximativement  cette  corrélation  des  deux  par- 
tages, on  trace  les  joints  continus  sur  le  plan  vertical,  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  développement,  en  altérant  un  peu  le  tracé  là 
où  cela  est  nécessaire  pour  retomber  rigoureusement  sur  les  points 
de  division  préalablement  fixés.  Les  joints  «fisconthms  seront  ensuite 
tracés  dans  lestroispartiesderépure,  en  seservant  des  courbes  de  tête 
pour  patrons  de  ce  nouveau  tracé.  Le  tracé  du  développement  de 
l'intrados  domse  la  mesure  exacte  des  dimensions  des  voufisoirSt  et 
fournit  les  panneaux  de  douelle  de  chacun  d'eux. 

342.  Les  faces  de  jrâit  des  voussoirs  sont  engendrées,  avons*nous 
dit,  par  une  droite  mobile  qui  se  déplace  normalement  à  l'intrados 
en  suivant  les  lignes  de  joints  continus  et  de  joints  discontinus. 

Il  sei*ait  plus  conforme!  l'esprit  du  problème  d'employer  pour  gêné- 
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ratrice  des  surfaces  de  joints  continus  une  droite  parallèle  aux  plans  de 
tête  ec  normale  aux  Jœnts  continus.  Au  poÎDl  (fn,m')  de  Tintrados 
menons  un  plan  tangent  ;  ce  plan  sera  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre  et  contiendra  de  plus  la  tangente  (mp,  m'^')  à  la  courbe 
{tf^  (f^\f)  qui  passe  par  ce  point  sur  la  surface.  Il  aura  donc  pour 
traces  les  droites /}/  sur  le  plan  horizontal,  et  /^  sur  le  plan  vertical.  La 
normale  à  Tintrados  a  pour  projections  mn,  niri,  droites  respective- 
ment perpendiculaires  aux  traces  du  plan  tangent,  et  elle  a  pour  trace 
horizontale  le  point  q.  La  droite  normale  à  la  courbe  (e/,  «'[a,'/*),  me- 
née dans  le  plan  de  cette  courbe,  a  pour  projections  mjo,  mV,  et  sa 
trace  est  le  point  à  Par  le  pcnnt  [m^rri]  enfin,  menons  une  tang^te 
à  la  courbe  de  joint  continu.  Elle  aura  pour  projection  verticale  la 
dix)ite  my,  et  pour  projection  horizontale  la  drofite  mv^  qui  joint  le 
point  m  à  Tintersection  v  des  traces  horizontales  du  plan  tangent j9/z' 
et  du  plan  projetant  ni^q.  Ces  trois  droites  ont  m'^  pour  projection 
verticale  commune  ;  elles  sont  donc  dans  un  même  plan,  et  par  suite 
la  surface  engendrée  par  la  normale  au  cylindre  est  tangente  en  m 
à  la  surface  engendrée  par  la  normale  à  l'ellipse  menée  parallèle- 
ment au  plan  de  tête.  La  substitution  de  Tune  de  ces  surfaces  à 
l'autre  est  donc  sans  inconvénient  au  point  de  vue  de  la  résistance. 
Les  surfaces  engendrées  par  une  normale  à  l'intrados  dont  le  pied 
suit  les  joints  continus  coupent  les  plans  de  tête  suivant  des  courbes 
qui  limitent  le  parement  vu  des  voussoirs  de  tête.  Nous  appellerons 
ces  courbes  joints  de  tète  ou  de  parement.  On  les  construira  pour 
découpes  les  panneaux  de  taille  de  ces  voussoirs.  Généralement  elles 
auront  une  courbure  assez  faible  pour  qu'on  puisse  y  substituer  des 
lignes  droites. 
De  la  démonstration  qui  précède  résulte  que,  dans  t  appareil 

orthogonal^  le  joint  de  parement 
rencontre  la  courbe  de  tête  à  angle 
droit.  On  peut  le  démontrer  directe- 
ment :  le  plan  tangent  P  à  la  surface  de 
joint  continu,  en  un  point  M  pris  sur  la 
tête,  contient  à  la  fois  la  tangente  T 
menée  à  la  trajectoire  orthogonale,  et  la  normale  N  élevée  pai*  le 
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point  M  sur  le  plan  tangent  à  l'intrados.  Ces  deux  droites  sont,  par 
leur  définition  même,perpendiculaires  à  la  courbe  de  tête  au  point  H, 
et  par  suite  le  plan  qui  les  contient  est  normal  à  cette  courbe.  Or  le 
plan  P  contient  aussi  la  tangente  T  au  joint  de  parement  J,  qui  est 
.racé  sur  la  surface  de  joint  continu;  donc  la  courbe  de  tête  est  per- 
pendiculaire au  joint  de  parement  qui  passe  par  son  pied  dans  ce 
plan. 

3A3.  L'épure  de  l'appareil  orthogonal  fournit  les  panneaux  de 
douelle  de  chaque  youssoir,  et  les  panneaux  de  tête.  On  donnera 
facilement  à  l'aide  d'une  cerce  la  courbure  de  l'intrados  aux  pan- 
neaux de  douelle;  mais  pour  tailler  les  voussoirs  de  tète,  il  est 
nécessaire  de  déterminer,  soit  graphiquement,  soit  par  le  calcul,  les 
angles  formés  par  les  joints  de  parement  et  les  joints  continus  qui  y 
font  suite. 
Le  calcul  de  ces  angles  se  fait  très  simplement,  en  observant  que 

le  joint  de  tète  MJ  et  le  joint  con- 
tinu MJ'  (fig.  a85)  tombant  normale- 
ment  sur  la  courbe  de  tête,  l'angle 
qu'ils  forment  mesure  l'angle  dièdre 
compris  enti-e  le  plan  de  tète  et  le 
plan  tangent  à  l'intrados  au  point  H. 
Menons  par  le  point  M  (fig.  286) 
la  génératrice  Ma  de  Tintrados;  par  le  même  point,  une  droite  M* 
horizontale  dans  le  plan  de  tête,  et  enfin  une  droite  Me  tangente  à  la 
courbe  de  tête.  Nous  formons  ainsi  un  angle  trièdre,  ayant  pour  som- 
met le  point  M,et  pour  faces  les  angles  plans  aM6, 4Mc,  cMa;  l'angle 
ûMô  est  constant  et  égal  au  complément  de  l'angle  du  biais,  que 
nous  désignerons  par  P;  l'angle  bUc  est  l'angle  formé  par  la  tangenteà 
la  courbe  de  tête  avec  l'horizontale;  c'est  un  angle  variable  d'un  point 
à  l'autre  de  la  courbe  de  tète, et  donné  par  la  formule  générale 


Fig.  186. 


I.T  .»,  =  -  1'-^ 


dx' 


le  pétant  tiré  de  l'équation  de  l'ellipse  AMB,  rapportée  à  son 
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ceotre  0  et  à  ses  axes  OB,  OY.  L'angle  dièdre  M6  est  droit  :  car  il  est 
formé  par  la  rencontre  du  plan  vertical  6Mc,  qui  n'est  autre  que  le 
plan  de  tète,  avec  le  plan  àiAb  qui  contient  deux  horizontales  Ma 
et  VLb.  La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  l'angle  dièdre  Me, 
opposé  à  la  face  aM6,  connaissant  la  face  aM6=9o* — ^,  et  la  face 
6Mc=^,  et  sachant  que  le  dièdre  compris  entre  ces  deux  faces  est 
droit.  La  trigonométrie  sphérique  fait  connaître  l'angle  dièdre  Mc=tt) 
au  moyen  de  la  formule 

.  cet  p  • 

tgw=-:— Ç. 

Dans  toute  la  région  comprise  entre  la  clef  et  la  naissance  du  côté 
de  l'angle  aigu  de  la  culée,  l'angle  a>  donné  par  cette  formule  est 
l'angle  aigu  du  plan  tangent  à  l'intrados  avec  le  plan  de  tête  ;  dans  la 
portion  comprise  entre  la  clef  et  la  naissance  du  côté  de  l'angle  obtus, 
r angle  cherché  est  obtus,  et  l'on  doit  prendre  tgtù  négativement  dans 
la  formule  ;  ce  qui  revient  à  prendre  ^  positivement,  et  à  substituer 
aux  valeurs  trouvées  pour  (o,  comprises  entre  o*  et  90*,  les  valeurs 
supplémentaires  i8o* — w. 

Dans  une  voôte  droite  ^=0,  et  la  formule  donne  constamment 
<i)=9o*;  le  plan  tangent  à  l'intrados  est  partout  perpendiculaire  au 
plan  de  tète. 

Dans  une  voûte  biaise,  ^  n'est  pas  nul  ;  co  est  égal  à  90*  pour 
^  =  o,  c'est-à-dire  à  la  clef.  Puis  co  décroît  à  mesure  que  ^  augmente, 
et  a  pour  limite  l'angle  90""  —  ^,  complément  du  biais,  pour  <p=9o% 
c*est-à-<lire  aux  points  de  la  courbe  de  tète  où  la  tangente  est  verticale. 
Le  plan  tangent  à  l'intrados  fait  donc  avec  le  plan  de  tète  un  angle 
égal  à  90* —  p  du  côté  de  l'angle  aigu  des  culées,  et  à  90*+^  du  côté 
de  l'angle  obtus.  Ce  sont  les  limites  extrêmes  de  cet  angle. 

L'appareil  orthogonal  est  une  solution  entièrement  rationnelle  du 
problème  des  voûtes  biaises,  et  s'il  n'est  pas  universellement  adopté 
par  les  constructeurs,  c'est  qu'il  présente  quelques  difficultés  de 
détail,  savoir  :  la  difficulté  du  tracé,  qui  se  complique  d'altérations 
et  de  balancements  pour  établir  une  correspondance  entre  les  divisions 
des  deux  tètes  ;  la  variété  des  youssoirs,  qui  sont  tous  différents  les  uns 
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des  antres,  et  dont  la  tatlle  exige  des  panneaux  8{)éci«ux  ;  enfin  le  rap- 
prochement des  joinlB  continus  vers  les  naissaivces,  d'où  résulte  la 
nécessité  d'interrompre  une  on  plusieurs  lignes  de  joint,  pour  substi- 
tuer, par  exemple,  à  tvm  cours  de  roussoirs  dnix  GOar»',ou  même 
un  seul^ 
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344.   Cet  appareil  s'emploie  pour  raccorder  une  voûte  biaise  avec 
Fi^.  t87.  nne  voûte  droite  de  même  berceau.  Il 

consiste  à  prend  re  pKKir  lignes  de  joints 
continus  lestrajectoii^sorthagomles, 
non  pas  des  sections  faite»  parallti&* 
Tneât  aux  têtes,  mdih  de»  sections  faites 
dans  l'intrados  par  des  plans  conduits 
pa^  une  verticale  fix?e  0,  prise  à  une 
certaine  distance  de  la  voûte.  On  donne  à  ces  divers  plans  toutes  les 
orientations  intermédiaires  entre  celle  de  la  tête  biaise  et  ceUe  de  la 
section  droite.  L'épure  de  la  division  de  l'intrados  se  fait  par  tAM^ 
nement  au  moyen  dû  développement  du  cylindre  d'inU'ados^ 

On  peut  aussi  passer  d'un  appareil  biais  à  un  autre,  ou  à  un  ap- 
pareil dr(nt,  en  interrompant  d'une  manière  lMiis<|ue  (es  deux  appa- 
reils contigus  par  une  clin!ne  de  voussoirs  particuliers,  im'mant  «ne 
harpe  de  raccordement;  ces  voussoirs  présentent  dans  leur  forme 
une  brisufe,  et  cbÈ^é  partie  est  taillée  à  la  demande  de  Taqf^iarei) 
îiuquel  die  fait  suite. 


APPAREIL  HÉLICOTÙAL. 


845.  L'appareil  hélicoïdal,  imaginé  par  les  tonstruefeurs  anglais, 
est  en  réalité  une  imitation  suffisamment  approximative  de  Tappii^ 
reil  orthogonal.  Dans  ce  nouvel  appareil,  les  joints  continus  et  les 
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joints  discontinus  sont  des  arcs  d'hélice  se  coupant  à  angle  dro 
Pour  les  tracer  sur  le  cintre  de  la  voûte,  il  suffit  de  tendre  un  cor- 
deau d'un  point  à  l'autre  du  même  joint.  L'appareil  héUcoîdal  n'exige 
d'ailleiu?  la  construction  d'une  épure  que  pour  la  taille  des  voussoirs 
de  tête.  Tout  le  reste  de  k  Yoûte,  sauf  les  sommiers  des  uaissances, 
s'exécute  soit  en  briques,  soit  en  petits  matériaux,  soit  enfin  en  vous- 
soirs à  faces  gauches  rigoureusement  taillées,  mais  tous  égaux  l'un  à 
l'autre  si  Fintrados  a  pour  section  droite  une  ciroonféreDce.  Rigou- 
reusement les  surfaces  des  joints  soit  continus,  soit  discontinus, 
doivent  être  des  surfaces  hélicoîdaks  à  plan  dirtcteur^  engendrées 
par  une  droite  normale  à  l'intrados  dont  le  pied  suit  les  arcs  d'hé* 
lice  qui  limitent  la  douelle  de  chaque  voussoir;  Haïs  en  employant 
de  petits  matériaux  taillés  en  prismes  rectangulaires,  on  substitue 
sans  aucun  inconvénient  des  surfaces  planes  à  ces  surfaces  héli- 
coïdales. 

L'épure  se  construit  au  moyen  du  développement  de  l'intrados. 
Les  courbes  de  tête  s'y  transforment  en  courbes  smusoldales  ;  on 
remplace  ces  courbes,  qui  correspondent  aux  tètes  réelles,  par  deux 
droites  joignant  leurs  extrémités,quicorrespondent  aux  têtes  fictives. 
Enroulées  sur  le  cylindre,  ces  droites  y  dessinent  des  hélices  paral- 
lèlement auxquelles  seront  tracés  les  joints  discontinus  sur  Tin* 
trados.  Sur  le  développement,  les  joints  discoutiuus  sont  trans- 
formés en  droites  parallèles  aux  tètes  fictives  ;  les  joints  continus, 
par  des  droites  perpendiculaires  aux  joints  discontinus,qui  donnent 
sur  l'intrados  une  série  d'hélices  parallèles.  Les  projections  des  deux 
systèmes  d'hélices,  joints  continus  et  joints  discontinus,  sur  tout  plan 
parallèle  au  cylindre,  sont  des  courbes  ânusoîdales;  pour  chacun 
de  ces  deux  systèmes,  toutes  les  projections  des  hélices  sur  un  même 
plan  sont  la  reproduction  d'une  seule  et  même  courbe, dont  on  peut 
tracer  une  fois  pour  totxtes  le  patron. 

On  prend  pour  plans  de  projection  :  i*  le  plan  horizontal,  qui  est 
parallèle  au  cylindre;  s*  un  plan  verUcal  parallèle  au  cylindi'e;  ?i*  un 
plan  vertical  perpendiculanre  au  cylindre,  où  Tintrados  se  projette 
suivant  sa  section  droite;  4*  on  plan  vertical  parallèle  à  la  tête,  qui 
donne  l'élévation  de  l'ouvrage  (Planche  IV).  Ces  projections  et  le 
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développement  de  rintrados  donnent  tous  les  éléments  nécessaires 
à  la  taille  des  voussoirs. 


TRACÉ  DES   JOINTS   DE  TÊTE. 


^A6.  Il  ne  sera  question,  dans  ce  qui  suit,  que  du  cas  où  rintrados 
a  pour  section  droite  une  portion  de  circonférence. 

Les  surfaces  des  joints  continus  sont  engendrées  par  une  droite 
qui  suit  les  hélices  de  joints  continus  en  restant  toujours  normale 
à  l'intrados.  Cette  droite,  constamment'  parallèle  à  un  plan  perpen- 
diculaire au  cylindre  d'intrados,  engendre  un  hélicoîde  gauche  à 
plan  directeur;  tout  cylindre  concentrique  à  l'intrados  coupe  l'héli- 
coîde  suivant  une  hélice  qui  a  même  pas  que  l'hélice  de  joint  continu 
tracée  sur  le  cylindre  d'intrados.  Il  s'agit  de  construire  l'intei-section 
de  rhélicoîde  avec  le  plan  de  tète  pour  en  déduire  les  panneaux  du 
parement  vu. 

Appelons  H  le  pas  commun  à  toutes  les  hélices  que  Ton  peut  ob- 
tenir en  coupant  les  hélicoîdes  des  jointe  continus  par  un  cylindre  de 
même  axe  que  l'intrados;  appelons  R  le  rayon  de  l'un  de  ces  cy- 
lindres. 
Nous  prendrons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre ,  pour  plan  des  xy 

un  plan  normal  à  cet  axe  ;  la  surface  du 
cylindre  de  rayon  R  coupera  ce  plan  des  xy 
suivant  le  cercle  représenté  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 


(*) 


x«  +  y»  =  R«. 


L'hélice  d'intersection  de  Thélicoïde  avec 
le  cylindre  précédent  est  définie  par  le 
point  M  où  elle  perce  le  pian  xy.  Posons  MOj;  =  a,  et  appelons  0 
Tangle  total  que  doit  décrire  le  plan  POz,  conduit  par  l'axe  du  cylin- 
dre et  par  un  point  quelconque  P  de  l'hélice,  pour  ramener  le  point 
mobile  P  à  coïncider  avec  le  point  M,  après  lui  avoir  fait  suivre  toutes 


y 
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les  spires  de  Thélice  ;  z  étant  1*  ordonnée  du  point  P  parallèlement  à 
l'axe  Oz«  l'équation  de  rbélice  sur  la  surface  du  cylindre  sera 

(8)  *  =  hA; 

y  et  X  étant  les  deux  autres  coordonnées  du  point  P,  on  a  d'sdlleurs 

(3)  y  =  xtg(6  +  a). 

Les  deux  équations  (a)  et  (3)  prises  simultanément  représentent  la 
surface  de  Thélicoîde,  car  elles  conviennent  à  tous  les  points  de  Tune 
quelconque  des  génératrices  droites  de  cette  surface.  L'élimination 
de  0  entre  ces  deux  équations  conduit  donc  à  l'équation  de  Théli- 
coïde  : 

/*\  2«  .  .y 

(4)  TT  ■*■  "  ~  *^^  ^  «• 

Il  s'agit  de  chercher  l'intersection  de  la  surface  (4)  avec  le  plan 
de  tête  yOS,  dont  l'équation  est 

(5)  .  a;  =  a;tgp, 

S  étant  l'angle  du  biais. 

Les  équations  (4)  et  (5)  prises  ensemble  représentent  cette  inter- 
section: en  y  joignant  l'équation  (i)  de  la  surface  cylindrique,  on 
obtient  un  point  (x,  y,  z),  commun  aux  trois  surfaces;  proposons- 
nous  de  mener  en  ce  point  une  tangente  à  la  courbe  (4)  et  (5). 

On  obtient  en  différentiant  (4)  et  (5)  les  équations  suivantes  : 


(6) 


2::  ,   _  xdy  —  yàz  _   .  ydx  —  acdy 
H  x*  +  y«     -^     ff«  +  y»    t 

(2z  =  dx  tgP, 


d'où  Ton  tire  par  la  division 
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Donc  au  point  (a:,  y,  z),  pour  lequel  Téquation  (i)  est  satisfaite, 
la  fonction 


-^» 


qui  repréaeûtie  Yovà(maH  à  Tmigine  de  b  tangenie  à  la  ooorbe  (4) 

et  (5) ,  est  égale  à 

8icR«       . 

quantité  indépendante  de  Tangie  a,  et  qui,  par  duite,  convient  à 
toutes  les  positicNtis  de  rh^icoîde  autour  de  Taxe  OZ,  ou  à  toutes  les 
surfaces  des  joints  continus. 

Donc,  les  tangentes  aux  courbes  et  intersection  des  surfaces  des 
joints  continus  avec  les  plans  de  tête^  menées  aux  points  oit  ces 
courbes  d intersection  sont  rencontrées  par  une  surface  cyUndriqtie 
concentrique  à  t  intrados^  concourent  en  un  même  points  situé  sur  la 
verticale  passant  par  le  sommet  de  tite^  au-dessous  de  taxe  de 
t  intrados. 

Ce  théorème  a  été  découvert  sur  les  chantiers  de  construction  par 

le  tracé  même  de  T  épure. 
L'expression 

-ïî-tgp 
peui  se  transformer  en 

en  appelant  <p  l'angle  constant  des  hélices  avec  les  génératrices  du 
cylindre  de  rayon  R;  en  effet 


(1)  Il  est  remarquable  qu'on  trouve  une  expression  semblable  à  Rtgftgp  eu  traitant 
«D  autre  problème  relatif  à  l'helicoïile  gauche  à  plan  directeur  :  celui  où  l'on  cherche 
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3&7.  Si  Ton  pas&e  d*un  cylindre  de  rayon  R  à  un  cylindre  de 
rayon  R'  pour  obtenir  une  autre  série  de  points  des  joints  de  tète,  la 
distance  au  point  0  du  point  de  rencontre  commun  &  toutes  les 


la  projection  sor  l6  plan  dlf«oUiir  de  la  courbe  de  contact  de  la  anrfàce  avec  un  c]f- 
lindre  cIreoDscrit. 
Soient 


IX  =z  tnzl 
vas:  m  9 


lea  équations  d'une  direction  donnée,  parallèlement  à  laquelle  on  doit  mener  nn  cylindre 
tangent  k  la  surface.  En  général,  si  F  (a;,  y,z)  =  0  représente  l'éqnaUon  d'une  surface, 
les  équations  de  la  coaite  de  contact  avee  le  cylindre  circonscrit  mené  parallàlement  à 
cette  direction,  sont 

F(ar,y.<)=0 
tfF  (/F         éfF 

Lorsqu'il  s'agit  de  lliélicoide  gauche  à  plan  direoteur,  la  fonction  F  a  pour  expressioià 

F=-g-+«-arctg|, 

et  par  suite  la  seconde  équation  de  la  courbe  de  contact  est 

»*(«•  + 1*)+ H(jwy-*n«)  ta 0, 

Cette  équation,  ne  contenant  pas  s«est  Téquatlon  de  4a  pro|ecUon  sur  le  plan  direc- 
teur de  la  courbe  de  contact  cherchée;  elle  représente  une  circonférence  qui  passe  par 
l'ofiglne  des  coordonnées,  et  dont  le  centre  est  situé  stir  une  dMtts  tiy  -f  rat  t±£  0,  per* 
peodieulaire  k  la  proJection,my  —  lur  x=  0,de  la  direction  donnée  sur  le  ylan  des  â^.  La 
diaaiétre  de  cette  circonférence  est  égal  à 

on  à 

BeotrtgTi 

en  appelant  7  Tangle  de  la  direction  donnée  avec  l'axe  OZ  de  lliélicolde,  et  f  l'angle 
constant  formé  par  l'hélice  directrice  tracée  sur  le  cylindre  de  rayon  R  avec  les  généra- 
trices de  ce  même  cylindre.  Ces  deoz  théorèmes  se  démontrent  géométriquement  aree 
une  grande  facilité. 


Fig.  289. 
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tangentes  varie  dans  le  rapport  de  R*  à  R"  ;  cette  remarque  fournit 
un  moyen  de  construire  les  courbes  de  joints  sur  la  t6te,en  y  substi- 
tuant  des  tangentes  successives. 
Faisant  d'abord  R  égal  au  rayon  de  la  section  droite  de  l'intrados, 

on  prendra  sur  la  projection  paral- 
lèle à  la  tête,  au-dessous  du  centre, 
une  quantité  OI  =  Rtg<ptg^.  Si 
M  est  un  point  de  division  de  la 
courbe  de  tète,  la  droite  IM  sera 
tangente  au  joint  de  tète  en  M. 
_  Coupons  le  plan  de  tête  par  un 
cylipdre  concentrique  à  l'intra- 
dos, qui  donnera  sur  ce  plan  une 
ellipse  A'B'C  semblable  à  l'ellipse  de  tète  ABC;  le  rayon  R'  de 
ce  nouveau  cylindre  sera  égal  au  demi  petit  axe  OB'  de  cette  ellipse. 
La  tangente  IM  prolongée  rencontrera  cette  ellipse  en  un  point  H', 
que  Ton  pourra  sans  erreur  sensible  regarder  comme  appartenant  à 
l'intet^ection  de  la  surface  du  joint.  Pour  mener  une  nouvelle  tan- 
gente à  l'intersection  en  M,  il  suffît  de  déterminer  le  point  de  con- 
cours r  des  tangentes  qui  correspondent  au  rayon  R'.  Pour  cela,  pre- 
nons OD  =  R  =  OB;  joignons  ID,  et  élevons  sur  cette  droite  au 
point  D  la  perpendiculaire  D£,  qui  rencontre  en  E  Taxe  OB  prolongé. 
Prenons  ensuite  OD'  =  OB'  ;  joignons  £D'  et  élevons  une  perpendi- 
culaire Dl'  sur  ED'  au  point  D'.  Cette  droite  rencontrera  la  dii-ec- 
tion  01  en  un  point  V  qui  sera  le  point  cherché. 

En  effet,  les  triangles  rectangles  EDI ,  EDT,  où  les  droites  OD, 
OD'  sont  abaissées  perpendiculairement  des  sommets  de  l'angle  droit 
sur  l'hypoténuse,  donnent  les  égalités 


donc 


OD* 

=  0E 

xOI, 

OD* 

=  0E 

xOI'; 

01 

01' 

OD* 
OD'" 

_R" 
^R^ 

hélicoïdal. 


G21 


Od  pourra  pousser  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire  la  construction 
précédente,  et  tracer  une  ligne  pofygonale  très  voisine  de  la  courbe 
d'intersection  que  Ton  se  propose  de  déterminer. 


ECHEBGHE  DE  L* ANGLE  SOUS  LEQUEL  SE  RENGOIfTRElIT  LE  JOIKT  DE  TÊTE 

ET   LE  JOINT   DE   DOUELLE. 


3ÂS.  Soit  M  un  point  de  division  de  la  courbe  de  tète;  MP,  la  tan- 
gente au  joint  de  tète,  laquelle,  prolongée,  va  couper  la  verticale 
passant  par  la  clef  en  un  point  I  connu  de  position  ;  MT  la  tangente 


Fis.  »0. 


«\ 


y   ';? 


à  l'hélice  du  joint  continu  qui  aboutit  au  point  M;  enfin  M6  la 
génératrice  rectiligne  du  cylindre  d'intrados.  Il  s'agit  de  déterminer 
l'angle  PMT. 

Les  plans  PMT,  TM6 ,  GMP  forment  un  angle  triëdre  dans  lequd 
on  déterminera  les  faces  TMG,  GMP,  et  le  dièdre  MG  sous  lequel  ellea 
se  coupent.  La  face  PMT,  opposée  à  ce  dièdre,  se  déduira,  soit  des 
formules  de  la  trigonométrie  sphérique,  soit  de  la  construction  gra* 
pbique  de  l'angle  solide. 
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L'angle  TMG  est  l'aogle  constant,  ^p,  que  font  les  joints  continns 
avec  les  génératrices  rectilignes  ftu  cylindre  d'intrados. 

Le  dièdre  6M  est  donné  snr  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'in- 
trados, par  l'angle  des.  traces  des  plans  PM6,  GMT,  perpendioulsûres 

■ 

à  ce  plan  de  projection,  c'est-à-dire  par  l'angle p'mY,  compris  entre 
le  prolongement  de  la  droite  im'  et  la  tangente  mY  à  la  circonré- 
rence  d'intrados. 

L'angle  GMP  est  facile  i  coostruire  grapbiquement^ou  à  calculer. 
Si  l'on  appelle  x  l'abscisse  et  y  l'ordonnée  du  point  m\  prises  dans 
le  cercle  a'ôV,  et  rapportées  au  centre  o'  de  ce  cercle,  p  la 
distance  oY  =  Rtgf  tg^,  et  enfin  I  l'angle  GMP  cherché,  on 
aura 

^         on  «tgp  âTtgÇ         • 

Dans  cette  équation,  0  doit  être  aigu  pour  une  moitié  de  la  tète,et 
obtus  pour  l'autre  moitié.  Le  signe  de  x  donne  le  signe  à  tg  Q,  eo 
prenant  le  radical  avec  le  signe  -f  • 

Pour  a?  =  o ,  8  =  go*.  C'est  ce  qui  a  lieu  à  la  clef  de  voûte. 

L'abscisse  â: croissant  d'une  manière  continue  de  o  à  R,  du  cdté  de 
l'angle  obtus  de  la  voûte,  y  décroît  de  R  à  o ,  et  par  suite  0  va  en  dé- 
croissant d'une  manière  continue  de  90*  à  la  valeur  V  correspondante 
à  a?  =  R,  valeur  donnée  par  Téquation 

^  Rtgp 

Du  côté  de  Tangle  aigu,  0  va  en  augmentant  à  mesure  que  les  va- 
leurs aJtoolues  des  abscisses  négatives  s'accroissent,  et  a  pour  limite 
i8o*— tf. 

Si  l'on  considère  deux  points  de  division  M  et  M'  symétriques  par 
rapport  à  la  clef,  les  angles  TMG ,  TWG'  seront  les  mêmes  pour 
ces  deux  points;  mais  le  dièdre  MG  sera  remplacé  par  le  dièdre 
supplémentaire  M'G',  et  l'angle  Q,  par  le  supplément  de  cet  angle, 

i8o*— e. 


VOUTES  DB  RÉVOLUTION.  6S3 

La  convergence  des  tangentes  aux  jointB  de  parement  en  un  point 
situé  au-dessous  du  eratre  de  la  Qonrbe  de  tète,  rend  les  joints  de 
plus  en  plus  obliques  dans  les  parements  vus  des  Touasoirs  à  me- 
sure qu'on  s'éloigne  de  la  clef.  Aussi  l'appareil  hélicoïdal  est-il  plus 
satisfaisant,  comme  aspect,  pour  les  ures  de  cercle  que  pour  les 
pleins  cintres. 


CHAPITRE  IIL 


VOUTES  NON   CYLINDRIQUES. 


INTRADOS  DE  KÉYOLUTJON. 


3âO.  Dans  les  voûtes  dont  l'intrados  est  une  surface  de  révolu- 
tion engendrée  par  un  arc  de  cercle  ou  d'ellipse,  ou  par  toute  autre 
courbe  concave  vers  le  bas,  tournant  autour  d'un  axe  vertical  fixe 
tracé  dans  son  plan ,  les  joints  continus  sur  l'intrados  dessinent  les 
parallèles  de  la  surface  de  révolution,  et  les  joints  discontinus^  des 
arcs  de  méridiens.  Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  une  voûte 
eu  berceau,  il  n'est  pas  nécessaire  pour  l'équilibre  que  la  voûte  soit 
fermée.  Dès  qu'une  assise  quelconque  est  entièrement  montée,  on 
peut  arrêter  la  pose  à  cette  assise  sans  compromettre  la  stabilité  de 
la  portion  posée. 

Considérons  une  portion  de  voûte  de  révolution  KLAD,  comprise 
entre  le  lit  des  naissances  LK  et  un  lit  quelconque  de  joint  <:ontinu. 
L'anneau  ABCD,  formé  par  la  dernière  assise  posée,  forme  un  sys- 
tènte  maiériel  dont  le  poids  est  tenu  en  équilibre  par  les  composantes 
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verticales  des  actions  exercées  sur  cet  anneau  par  les  assises  infé* 
rieures.  Les  composantes  horizontales  de  ces  mêmes  actions,  concou- 
rant au  centre  de  l'anneau,  exercent  sur  lui  une  compression  uni- 
forme. 
Appelons  co  Taire  de  la  section  ABGD,  obtenue  en  coupant  l'anneau 
par  un  plan  méridien  ; 
p  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  cette  section  à 

l'axe  OZ  de  la  voûte; 
p  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  dont 
l'anneau  est  composé. 

Le  volume  de  l'anneau  sera  cox  sicp,  d'après  le  théorème  de  Gui- 
din,  et  son  poids,  par  conséquent,  aitpcojD. 
Soit  F  la  réaction  mutuelle  de  l'anneau  et  de  l'assise  sur  laquelle 

il  repose,  rapportée  à  t  unité  de  longtieur 
prise  sur  la  circonférence  moyenne  M  du 
joint; 

p'   le  rayon   de  cette   circonférence 
moyenne ; 

a,  l'angle  formé  par  la  réaction  F  avec 
le  plan  horizontal. 

La  somme  des  composantes  verticales 
des  forces  F  est  donc  égale  à 

F  X  2sp'  X  sin  «, 


de  sorte  qu'on  a  l'équation  d'équilibre 

tit^p  =  2ÀpT  sin  «  ; 


on  en  déduit 


Fsin  a  =  copx  -.. 


Les  composantes  horizontales  des  forces  F  exercent  sur  l'anneau 
une  pression  normale  représentée  par  le  produit  F  cos  a,  pour  l'unité 
de  longueur  prise  sur  la  circonférence  «itp'.  D'après  un  théorème 
connu,  la  résultante  de  ces  actions  normales  exercées  sur  une  demi* 
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circonférence  est  normale  au  diamètre  qui  ferme  celte  demi-circon* 
férence,  et  égale  à 

F  ces  a  X  2p'. 

Si  donc  on  appelle  K  la  pression  par  unité  de  surface  dans  la  sec- 
tion Cl)  de  Tanneau.  on  aura 

Kft>  X  2  =  F  ces  a  X  2p', 

et  par  suite 

F  CCS  a  X  p' 


K  = 


ta» 


Cette  équation  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  détermine  la 
pression  moyenne  dans  une  enveloppe  de  chaudière  cylindrique* 
comprimée  sur  toute  sa  surface  par  une  force  normale  F  cos  ex, 
rapportée  à  Tunité  de  longueur  du  cylindre  (§  271). 

Partageons  la  voûte  en  fragments  égaux,  inGniment  petits,  par  des 
plans  méridiens  faisant  entre  eux  un  angle  db.  Deux  plans  consécu- 
tifs Om,  Cm'  isolent,  dans  la  portion  de  voûte  comprise  entre  les 
naissances  et  l'assise  inférieure  de  l'anneau  central,  un  fragment  de 
voûte  en  berceau  de  longueur  variable,  mais  partout  infiniment  pe- 
tite ;  la  poussée  appliquée  au  voussoir  le  plus  élevé  de  ce  berceau  a 
pour  valeur  Fxp'X  dO,  et  fait  avec  l'horizon  l'angle  a.  Composant 
cette  poussée  avec  le  poids  du  fragment  de  voûte,  appliqué  en  son 
centre  de  gravité,  on  a  la  pression  développée  sur  un  arc  infiniment 
petit  du  lit  des  naissances. 

Ne  connaissant  d  priori  ni  la  force  F  ni  l'angle  a,  on  a  pris 
arbitrairement  le  point  M  où  cette  force  s'applique;  prenons  de 
même  le  point  I,  où  passe  la  réaction  de  la  voûte  sur  les  naissances. 
Ces  deux  points  achèvent  de  déterminer  toutes  les  inconnues  du 
problème.  Nous  supposerons  qu'on  prenne  le  point  I  au  milieu  du 
joint  LK,  comme  on  a  pris  le  point  M  au  milieu  du  joint  BG. 

La  composante  verticale  de  la  force  Fp'6?0  se  détermine  au  moyen 
de  l'équation 

Fsina  =  ta>p  X  ^, 
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qui  donne 

Fp'dB  X  8in  a  z=ptùpc^. 

Représentons  cette  force  par  la  droite  verticale  MV. 

La  composante  horizontale  MN  de  la  même  force  est  encore  in- 
connue. 

Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  vertical  OZ  de  la  surface  de  révo- 
lution qui  forme  Tiutrados,  et  pour  axe  des  x^  une  droite  OX,  menée 
par  une  origine  arbitraire  0,  perpendiculairement  à  OZ,  et  dans 
Tun  des  plans  méridiens  qui  limitent  latéralement  l'élément  de 
voûte.  Désignons  sommairement  par  z  la  portion  EF  de  l'ordonnée 
correspondante  aune  abscisse  quelconque  a;=:OH  ,  portion  comprise 
entre  l'intrados  et  l'extrados  de  la  voûte,  ou  entre  l'une  de  ces  deux 
surfaces  et  la  surface  d'un  joint. 

La  distance  MP  du  point  Ma  l'axe  de  révolution,  ou  Tabscisse 
du  point  M,  est  ce  que  tout  à  l'heure  nous  avons  appelé  p'. 

Le  centre  de  gravité  G'  de  l'élément  de  voûte  compris,  d'une  part, 
entre  les  joints  BG  et  KL,  et  de  l'autre  entre  le  plan  de  la  figure 
et  le  plan  méridien  voisin,  a  pour  abscisse,  x,,  la  quantité  donnée 
par  l'équation 

\px*zdxd9 
\  pzzdxdXi 

OÙ  p  est  le  poids  spécifique  de  la  maçonnerie  de  la  voûte,  et  où  les 
intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  du  contour  profilé  en 
BCKL 

Le  poids  de  l'élément  BCKL  est  appliqué  verticalement  à  ce  point 
G,'  et  est  égal  à  ^pxzdxd^.    Représentons-le  par  la  force  G'U. 

Les  forces  MV,  G'C,  connues  toutes  deux,  sont  parallèles,  et  ont 
pour  résultante  une  forcé  ST  égale  à  leur  somme  ;  cette  force  ST,  dé- 
composée suivant  les  deux  directions  SM,  SI,  donne  à  la  fois  li: 
composante  horizontale  de  la  force  Fp'dQ,  et  la  réaction  de  l'élément 
de  voûte  sur  le  lit  des  naissances. 

Toutes  les  forces  que  nous  avons  considérées  ont  pour  facteur 
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commun  do,  dont  on  peut  faire  abstraction  dans  la  composition  de 
ces  forces;  on  composera  la  force  MV  =p(i)p,  verticale  et  appliquée 
en  M,  avec  la  force  G'C  =  ^pxzdx,  verticale  et  appliquée  en  G';  la 
résultante  ST,  verticale  aussi,  sera  connue  de  grandeur  et  de  posi- 
tion. En  la  décomposant  suivant  les  directions  SM  et  SI,  la  compo- 
sante suivant  SM  sera  égale  à  Fcosaxp',  c  est-à-dire  à  Kto.  La 
construction  donne  donc  le  produit  Kw,  et  fait  connaître  par  suite 
la  limite  K  de  la  compression  dans  l'anneau. 

Gonnsûssant  les  deux  composantes  de  la  force  T,  on  pourra  en  dé- 
duire la  force  F  en  grandeur  et  en  direction,  et  tracer  ensuite  la 
courbe  des  pressions  dans  le  profil  compris  entre  les  joints  BG  et 
KL,  en  n'oubliant  pas  de  prendre  pour  poids  des  éléments  de  voûte 
les  poids  qui  correspondent  à  la  section  donnée  par  le  profil,  multi- 
pliés par  leur  distance  à  taxe  OZ,  altération  par  laquelle  on  tient 
compte  des  variations  de  la  longueur  de  la  voûte  profilée  en  BGLK« 

En  résumé,  dans  une  voûte  de  révolution,  le  dernier  anneau  posé 
est  soumis  à  un  effort  différent  de  ceux  qui  se  développent  dans  le 
reste  de  la  voûte  ;  il  fait  voûte  à  lui  seul  contre  la  poussée  horizon- 
tale de  cette  partie;  dans  celle-ci,  les  pressions  se  répartissent 
comme  dans  une  voûte  en  berceau,  sauf  l'introduction  d'un  facteur 
dans  l'expression  des  poids  des  éléments  du  profil.  Ge  partage  de 
la  voûte  est  d'aillem*s  hypothétique,  et  on  peut  en  imaginer  d'autres  « 
par  exemple,  on  peut  regarder  la  voûte  comme  formée  d'anneaux 
successifs  subissant  chacun  une  compression.  Le  docteur  H.  Schaeffler 
a  développé  cette  solution  (i). 

Lorsque  la  voûte  est  entièrement  fermée,  la  clef  remplit  les  fonc- 
tions de  l'anneau  central.  Elle  est  comprimée  sur  toute  sa  surface. 
On  peut  aussi  isoler  par  la  pensée  une  calotte  quelconque,  qui  ré- 
sistera à  la  poussée  de  tout  le  reste  de  la  voûte.  Mais  il  est  impos- 
sible d'admettre  que  la  courbe  des  pressions  parte  directement  de 
Taxe  OZ,  car  il  en  résulterait  qu'une  pression  finie  serait  appliquée 
sur  une  arête  et  non  sur  une  surface,  ce  qui  reviendrait  à  faire  subir 
à  la  matière  une  pression  infinie. 

f  i }  Traité  de  la  riêUtance  des  matériaux  par  la  théorie  de  la  moindre  réeiêtance. 
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350.  La  formule 

\  pxzdx 

donne  la  position  de  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  6 
de  r onglet  compris  entre  deux  plans  méridiens  faisant  entre  eux  un 
angle  dièdre  infiniment  petit;  p  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  de 
la  matière  de  Tonglet  à  la  distance  x  de  l'axe  de  révolution. 
La  formule 


«1  =  -- 


\pxzdx 


\  pzdx 


donnerait  de  même  la  position  de  la  verticale  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  de  la  section  méridienne  de  l'onglet,  en  attribuant  à  l'é- 
lément de  section  ce  même  poids  p  par  unité  de  surface,  prise  à 
la  distance  x  de  l'axe  de  révolution. 
En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre«  il  vient 


\  px^zdx 


XjXj  — 


\  pzdx 


Or*  divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  raccélératîon  j 
due  à  la  pesanteur;  le  quotient 


9  y 


dx 


sera  le  moment  d'inertie  de  la  section  méridienne  par  rapport  à 
l'axe  OZ,  et 


i]''' 


:dx 
9 


I 


i 
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sera  la  masse  de  cette  section  ;  le  quotient  est  donc  égal  au  carré  r' 
du  rayon  de  giration  de  cette  aire  matérielle  par  rapport  à  Taxe  OZ, 
ei  l'on  a 


Xjar,  =  r*. 


On  voit  que,  x^  étant  nécessairement  plus  petit  que  r,  x^  est  su- 
périeur à  r. 

On  voit  aussi  que  x^  est  la  distance  à  l'axe  OZ  du  centre  de  per- 

cussion  de  l'aire  matérielle  par  rapport  à  cet  axe,  c'est-à-dire  du 

pf)int  unique  où  une  impulsion  perpendiculaire  à  la  surface  peut  être 

appliquée  sans  qu'il  en  résulte  aucune  pression  sur  l'axe.  On  sait 

A'  -, 
en  effet  (S  67)  que  le  centre  de  percussion  est  à  la  distance  —  a  un 

axe  parallèle  à  OZ  mené  par  le  centre  de  gravité,  k  étant  le  rayon  de 
gir*ation  autour  de  ce  dern»pr  axe;  on  a  donc 

x^  — 3c,  -f  •— "» 

et  par  suite  (§  55) 
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551.  On  peut  se  proposer  d^équilibrer  la  poussée  horizontale 
d'une  voûte  de  révolution  en  entourant  les  naissances  de  la  voûte 
d'un  cercle  métallique.  Le  calcul  indique  les  limites  des  dimen- 
sions à  donner  à  cette  armature.  On  considérera  la  freite  comme 

recevant  de  dedans  en  dehors  une  pression  normale  qui  sera  égale 

p' 
à  F  cos  a  X  ^,  par  unité  de  longueur  de  la  frette,  p''  étant  son  rayon. 

P 

En  effet,  la  composante  horizontale  Fp'  cos  odQ  n'est  pas  altérée  dans 
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toute  l'étendue  de  chaque  onglet  élémentaire,  puisque  les  forces  qui 
agissent  sur  cet  onglet  sont  toutes  verticales  ;  maïs  elle  se  trouve 
aux  naissances  répartie  sur  une  longueur  plus  grande  que  dans  le 
lit  de  joint  BG;  le  rapport  des  poussées  par  unité  de  longueur  est 
donc  égal  au  rapport  de  f  à  p .  Si  Ton  appelle  0/  la  section  de 
la  frette,  et  K'  la  tension  développée  dans  cette  section  par  unité  de 
surface,  on  aura  l'équation  : 


gto'K'  =  F  ces  a  X  ^,  X  2p", 


ou  bien,  en  réduisant, 

w'K'  =  F  cos  a  X  ?'  =  wK, 

Pour  appliquer  cette  équation,  il  faut  chercher  le  maximum  du 
produit  F  cos  a  X  p',  dont  les  deux  facteurs  sont  variables  avec  les 
dimensions  attribuées  à  Vanneau  central. 

On  devra,  pour  cela,  décomposer  successivement  la  voûte  en 
deux  parties  :  l'une  intérieure,  que  Ton  regardera  comme  l'anneau 
oentral,  l'autre  entourant  la  première,  que  l'on  partagera  en  élé- 
ments pour  appliquer  à  l'un  quelconque  d'entre  eux  la  méthode  de 
la  courbe  des  pressions.  A  chaque  hypothèse  correspondront  des  va- 
leurs définies  pour  F  X  cos  a  et  pour  p',  et  par  suite,  une  valeur  du 
produit  Fp'  cos  a;  on  pourra  donc  construire  une  courbe  représenta- 
tive de  ce  produit,  et  le  tracé  de  cette  courbe  indiquera  la  valeur 
maximum  cherchée. 

Les  voûtes  de  révolution,  et  particulièrement  les  voûtes  spbé- 
riques,  sont  employées  pour  couvrir  les  bassins  circulaires,  pour 
former  les  différents  étages  à  l'intérieur  d'une  tour  ronde;  elles 
forment  les  coupoles  de  l'architecture  byzantine.  Elles  ont  pour  ca- 
ractère fondamental  de  donner  peu  de  poussée  sur  les  naissances, 
et  de  permettre  l'emploi  de  cintres  très  légers. 
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RlSPAlTITlOR  DI8  PBB8SI0II8  DANS  UMB  TOUTE  SPHÉRIQUR  D*£PAIfl8EQII  UNIFORVC  TRÈS  PFTITB, 

HONTte  PAB  ANMtAOX   CIRCOLAJBBS. 


*o» 


a 

9 
h 


Fi;;.  Vit.  3M.  Soient 

4Y'  R  =  OA  le  rayon  moyen  de  la  route, 

•  l'épaisseur  uniforme  CD. 

Considérons  l'anneau  engemlrë  par  la  relation 
autour  de  OZ  de  Télément  CDD'C. 
Cet  anneau  est  soumis  aux  forces  suiTantes  : 
— t         !•  Son  poids.  —  Soit  P  le  poids  de  Tanneau  rap- 
porté à  l'unité  de  longueur  mesurée  sur  la  cireon- 
^  férence  décrite  autour  de  OZ  par  le  centre  de  gra- 

vité G  de  la  seeUon  transversale  CDD'C'3  n  étant 
le  poids  spécifique  des  matériaux  et  c»  la  section 
GDO'C,  on  aura 

p  =  nco. 

2*  Les  réactions  exercées  par  les  aimeanx  su- 
périeurs sur  le  Joint  CD;  on  peut  supposer  la 
résultante  appliquée  au  milieu  A  du  Joint,  et  dé- 
composer cette  force  en  deux  composantes,  l'Une 
horisontale  N,  et  l'autre  verticale  V;  ces  forées 
seront  rapportées  à  l'unité  de  longueur  mesurée 
•ur  la  circonférence  décrite  par  le  point  A. 
or  8*  Les  réactions  exercées  par  les  anneauiln- 

férieurs  sur  le  Joint  CD',  réactions  dont  la  ré- 
sultante passe  en  B  au  milieu  de  ce  joint,  et 
s'y  décompose  de  même  en  deux  forces,  V  et  N',  qui  difîèrent  de  V  et  de  N  de  quantités 
Inflnlment  petites. 

Désignons  par  p  le  rayon  a  A,  par  p'  le  rayon  ^^G,  et  par  p"  le  rayon  ÔB,  des  paral- 
lèles décrits  par  les  trois  points  A,  G,  B;  on  aura,  pour  Téquilibre  des  composantes 
verticales, 

V  X  2irp  -|r  P  X  2«p'=  V'X  Swp"; 

ou  bien,  en  remplaçant  P  par  nu»,  en  supprimant  le  facteur  2ii,  et  en  observant  que 
Vp''.  Vp  est  la  différentielle  du  produit  Vp, 


(1) 


c/(Vp)=Dwp'=:ntt»p; 


noua  confondons  p'  avec  p,  qui  en  diffère  d'une  quantité  insensible. 

Pour  l'équilibre  des  composantes  horizontales,  coupons  l'anneau  par  un  plan  conduit 
par  l'axe  OZ,  et  soit  K  la  pression  moyenne  développée  dans  les  deux  sections  •»•  par 
les  composantes  N  et  N'.  Il  viendra 


ou  bien 

(2) 


2Kfû  =  N'x2p"— Nx2p. 


Enfin,  considérons  la  portion  d'anneau  comprise  entre  deux  plans  méridiens  faisant 
entre  eux  un  angle  infiniment  petit  df,  et  écrivons  l'équation  des  moments  des  forces 
appliquées  à  cet  élément,  en  prenant  pour  axe  des  moments  la  tangente  au  parallèle 
décrit  par  le  point  B. 

Ces  forces  sont  les  poussées  Npdf ,  Vp</«p,  N'p'Wf ,  V'p'Vf,  le  poids  Pp'</f ,  enfin  les 
pressions  K<ii  exercées  sur  les  deux  sections  latérales.  Il  est  facile  de  reconnaitre  que 
le  poids  Pp'</9  aura  un  moment  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  car  Pp'e/9  est 
déjà  un  infiniment  jMtit  do  second  ordre,  qu'il  faudra  encore  multiplier  par  la  dis* 


632  VOUTES  DE  RÉVOLUTION. 

tance  Infiniment  petite  de  la  droite  GP  an  point  B.  De  même,  les  pressions  latérales 
Kca.  qui  sont  du  second  ordre,  et  qui  doivent  être  projetées  sur  le  plan  de  la  figure, 
seront  multipliées  par  le  cosinus  d*an  angle  infiniment  peu  différent  de  l'angle  droiil 
c'est-à-dire  par  on  fectear  inflniment  petit;  ensnlte,  il  bodra  les  muHIpiier  par  la  dis- 
lanre  de  leur  proJeetloD  au  point  B,  qui  est  encore  ioflnimeiit  petite.  Donc  tontes  oea  forces 
donnent  des  moments  négligeables ,  et  il  ne  reste  pins  dans  l'équation  des  moments 
que  les  forces  duasam  réactions  mutuelles  dans  les  Joints;  on  obtient  ainsi  l'équation 

ou  encore 

Bn 
(3)  V  =  Nx^j^=NUng0, 

ce  qui  revient  à  dire  qae  la  réaction  totale  est  normale  an  joint. 
Les  trois  équations  (1)  (2)»  et  (3)  résolvent  le  problème. 
Remplaçons-y  * 

p  par  Rsin9, 
(A  par  Bc</6. 

Elles  prennent  la  forme 

if(YsinO)=ineRsined9,     ' 
#/(NsinOi  =  Kccra, 
Y»NUng9. 

La  première  donne,  tn  intégrant, 

VsinO  =  nRe(co89o— cose),    on    V  =  niuf5î!^lll— j, 

Oo  étant  l'angle  correspondant  au  Joint  supérieur  on  s'arrête  la  voûte« 
La  troisième  fatt  connaître  N  : 

sln*ô  ' 

et  la  s<*conde  définit  K  : 

_.       r/(N  slnO)      rf(V  cose)     __  d  HcosOo  —  cnsS) cosOI     „^  /  "    .      cosO*  —  co89\ 

K  = = -rr =nR-- — =nR    POPd ^ . 

idii  e^6  d^l  slnd  J  \  bii.*0       / 

On  remarquera  que  N  =  0  pour  0  s  Oq  et  pour  0  =  90^.  La  composante  verticale  ? 
est  nulle  pour  0=0o;  si  la  vente  est  fermée,  elle  est  nulle  pour  9  =  0;  car  la  vraie 

^      1  —  C089 

valeur  de  — r-;: —  e^t  icro  pour  9  =  0. 
sin9 

K  varie  entre  flR  cn89o  pour  9  =  %,  lorsque  (^  n'est  pas  nul, 
et  —  nR  cosOo  pour  les  naissances. 

Dans  cette  hypothèse,  l'anneau  inférieur  résiste  donc  à  l'extension  produite  par  !a 
poussée  des  anneaux  supérieurs;  ce  qui  Justi Aérait  l'emploi  des  frettes  métaiiiqaes 
pour  maintenir  la  partie  inférieure  de  la  voûte. 

Si  la  voûte  est  fermée,  la  valeur  de  K  au  sommet  s'obtient  en  faisant  9=0  et  99=0 

dans  la  formule  ;  la  vraie  valeur  que  l'on  obtient  esl  -  IIR.  On  a,  en  eifet,  en  faisant 
•0  =  0, 

sln«- 


:=.R(cos6-i^)=^R      cos9^      ^     \    )^^R 


4  sin*-  cos*  - 
2         2. 
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leii  limites  de  C  Roiit  alors  : 

K  =  -  nR  ponr  le  lommal» 

K =—  nR  poor  le  plan  des  niltsaaeef; 

APPLIGATIOtf   A  LA  YOUTB  TEBBESTRE  (l). 

353.  ProposoD9-DOU8  de  calculer  la  pression  R  par  unité  de  sur- 
face dans  une  voûte  spbérique  ayant  une  épaisseur  uniforme  tf,  très 
petite,  et  dont  tous  les  points  sont  également  attirés  par  le  centre  de 
la  surface. 

On  peut  assimiler  cette  voûte  à  une  enveloppe  spbérique  soumise 
à  une  pression  qui  s'exercerait  de  dehors  en  dedans,  et  qui  serait 
égale  à  l'attraction  du  centre  de  la  sphère  sur  les  éléments  de  la 
voûte  {%  383).  Appelons/?  l'attraction  rapportée  à  l'unité  de  surface 
prise  sur  la  surface  sphérique  moyenne  dont  nous  représenterons  le 
rayon  par  a.  Nous  aurons  l'équation 

R-g-. 

Nous  appliquerons  cette  formule  à  la  voûte  terrestre,  supposée 
rigoureusement  sphérique,  et  détachée  de  son  noyau  intérieur.  Nous 
admettrons,  pour  simplifier  le  problème,  que  la  pesanteur  s'exerce 
il' une  manière  égale  en  tous  les  points  de  sa  surface.  La  température 
s' accroissant  à  Fintérieur  de  la  terre  d'un  degré  centigrade  pour 
âo  mètres  de  profondeur,  on  ne  peut  attribuer  à  la  croûte  solide  du 
globe  terrestre  une  épaisseur  supérieure  à  43  kilomètres,  car  il  en 
résulte  déjà  pour  les  points  situés  à  l'intérieur  de  Técorce  une  tem- 
pérature de  plus  de  i5oo  degrés,  suffisante  pour  maintenir  à  Tétat 
liquide  les  matériaux  dont  elle  est  composée.  Le  rayon  moyen  de  la 
voûte  peut  en  définitive  être  pris  égal  à  6,34i,ooo  mètres. 

La  densité  moyenne  du  globe  terrestre  a  été  trouvée  égale  à  5,62  ; 


(1)  Cette  question  a  été  traitée  avec  beauconp  plus  de  détails  par  Lamé  dans  lei 
$$  88  et  80  de  la  Théorie  mathémaiiqye  de  Vétastieitè. 
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mais  la  densité  des  corps  à  la  surface  de  la  terre  étant  beaucoup 
nioindre,  il  est  probable  que  la  densité  des  couches  successives  croit 
de  la  surface  au  centre;  cependant,  sur  retendue  des  4^  premiers 
kilomètres,  les  variations  de  la  densité  moyenne  ne  sont  sans  doute 
pas  très  rapides,  et  nous  pouvons  prendre  le  nombre  s  pour  densité 
moyenne  de  Fécorce. 

L'attraction  exercée  par  la  terre  sur  un  point  situé  dans  Tépûs- 
seur  du  globe  est  propoilionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  centre 
lorsqu'on  suppose  la  densité  constante.  Mais  le  calcul  direct  montre 
que  la  diminution  d'attraction  est  insensible  pour  des  points  appar- 
tenant à  l'écorce  solide,  parce  que  le  rapport  des  rayons  de  la 
surface  interne  et  de  la  surface  externe  est  très  peu  différent  de 
l'unité.   ' 

Nous  calculerons  donc  l'attraction  p  par  unité  de  surface,  en  pre- 
nant le  poids  d'une  colonne  de  4&»ooo  mètres  de  hauteur,  d'un 
mètre  carré  de  base,  pesant  2000  kilogrammes  par  mètre  cube;  il 
en  résulte  que  p  est  égal  à  90,000,000  de  kilogrammes. 

Donc  R  =:  6,341,000,000  kilogrammes  par  mètre  carré»  ce  qui 
équivaut  à  634»  100  kilogrammes  par  centimètre  carré  (1). 

Une  telle  pression  est  trois  cents  fois  plus  forte  que  celle  qui 
suffit  pour  produire  l'écrasement  du  basalte  le  plus  résistant.  La 
croûte  terrestre  n'est  donc  en  équilibre  qu'à  la  condition  de  reposer 
sur  le  noyau  liquide  formant  la  masse  centrale  du  globe  :  elle  est 
comme  une  voûte  posée  sur  cintre.  Si  par  un  retrait  de  la  masse 
liquide,  ou  par  une  diminution  de  la  pression  intérieure  que  cette 


(1)  Le  résultat  n'est  pts  sensiblement  modifié  qnandon  adopte  une  autre  épaisseur  e, 
pourvu  qu'elle  soit  toujours  très  petite  par  rapport  au  rayon  a,  condition  sans  laquelle 
on  ne  pourrait  plus  appliquer  la  formule.  On  aura,  en  effet,  en  laissant  «  arbitraire. 

p  =  ex  2000; 
et  par  snito 

R  = =  axlOOO, 

2e 

«e  qui  donne --  kilogrammes  par  centimètre  carré.  Les  petites  varlaUons  de  l'épaisseur  e 
modifient  très  peu  la  pression  moyenne  R.  Ainsi  e  =  40000  mètres  donnerait 

R  =  6343500xt00O  =  6848600000. 
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masse  exerce  sur  l'intrados  de  la  voûte,  la  croûte  se  trouvait  aban- 
donnée à  elle-même,  une  rupture  s'y  produirait,  et  le  tassement  du 
cintre  serait  immédiatement  suivi  d'une  dislocation,  puis  d  un  tas- 
sement égal  dans  la  voûte.  Sous  l'influence  des  énormes  pressions 
qu  elle  subit,  l'enveloppe  solide  du  noyau  incandescent  se  comporte, 
au  moins  dans  son  ensemble,  comme  une  enveloppe  sans  raideur,  et 
par  suite  le  noyau  liquide,  soumis  comme  l'Océan  aux  actions  attrac- 
tives du  soleil  et  de  la  lune,  doit  aussi  communiquer  incessamment  ses 
propres  déformations  à  l'enveloppe  flexible  dont  il  est  entouré  (i). 


BlfiPAHTITIOll  DBS  PRESSIONS  DANS  L'IXTÉRIEOE  DE  LA  GBOUTB  TBBEESTBB. 

1*  Hypothèse  sur  la  variation  de  densité  des  couches  successives  qui  composent 

le  globe. 

854.  Nous  déTelopperons  senlement  l'hypothèse  due  àLegeodre,  et  adoptée  par  Laplace 
dans  le  tome  V  de  la  Mécanique  céleste. 

Un  polDt  matériel  extériear  k  une  eoache  sphérique  homogèoe  est  attiré  par  cette 
couehe  comme  si  toute  la  masse  était  conceotrée  eo  son  centre  de  figure.  Un  point  in- 
térieur i  la  couche  n'est  pas  attiré.  De  cette  loi  très  simple  résulte  qu'une  sphère  roas- 
sWe  de  rayon  R,  formée  de  oouches  concentriques  de  rayon  x  et  de  densité  p,  exerce 
sur  un  point  eitérieur  de  masse  égale  à  Tunlté,  placé  à  la  distance  a  du  centre,  une 
attraction  égale  à 


Aicf 


\  pa^di 


et  sur  un  point  de  masse  !>  pris  dans  l'intérieur  de  la  sphère  à  la  distance  r  du  centre, 
une  attraction 


<;- 


(1)  4it/\  pa*rf« 


Le  coefficient  /représente  Tattraction  de  deux  points  de  masse  égale  à  l'unité^  placés 
è  Tu  ni  té  de  distance  run  de  l'autre.  Le  nombre  f  est  l'accélération  due  i  l'attraction 
du  globe,  pour  un  point  matériel  placé  à  la  distance  r  du  centre,  tontes  les  fois  que 


(I)  Une  théorie  récente  admet  que  le  glohe  terrestre  est  entièrement  refroidi  de  la 
surfilée  au  centre,  et  nie  l'existence,  actuelle  du  noyau  eo  fusion.  On  peut  consulter  sur 
ce  sujet  une  conférence  sur  les  volcans,  par  M.  C  Vogt,  professeur  à  l'Université  de 
Genève  (Association  française  pour  le  développement  des  sciences,  congrès  de  Lyon, 
21  août  1873). 
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r  <  R.  L*équaUon  de  rhydrottatiqae  {Hydr,,  $  16,  page  25),  lie  à  celle  accélération  9  la 
variation  dp  des  preuions  subies  par  les  différentes  couches  successiTes;  on  a  en  effet 

(2)  dpsz  —  p^dr, 

PU  mettant  le  signe  —  devant  le  second  nombre,  paroe  que  la  pression  p  croit  h  me- 
sure que  le  rayon  diminue. 
L'hypothèse  de  Legenfire  et  de  Laplace  consiste  à  établir  entre  p  et  p  la  relation 

(a)  g=«p. 

K  étant  une  constante  à  déterminer  par  Texpérlence,  on  bien,  sous  forme  intégrale, 

p  =  K(p»-p'«), 

p'  étant  la  densité  que  possède  la  matière  qui  forme  l'intérleiir  dn  globe^  lors  in'elle  n'est 
soumise  à  aucune  pression. 

I>e  l'équation  (2)  on  tire 

, !!p 

et  substituant  à  dp  la  valenr  tirée  de  l'équation  (3), 

-__?ïp£p «:* 

pdr  dr 

D*où  résulte,  pour  déterminer  p  en  fonction  de  r,  TéquatiOD 


4,/Çpr«dx 


"    dr  r- 

2«/* 
Posons,  pour  abréger  >-—  s  »>  quantité  constante;  il  Tiendra 


(5)  r*(/p=— n'i/rV  p«*<f». 

H  convient  alors  de  changer  de  variable  et  de  poser 

(C)  Pl»«?* 

On  en  déduit 

p , 

r 

^P= H» ' 

L'équation  (6)  se  transforme  donc  en  ceUe««i» 

.  (1)  «fpi— pirfr  +  n*dr\  paÀfjpssO, 
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ou  bien 

dp*  (*'■ 

r  ~  —  p,  -t-  n*  \  ^z^dx  =  0. 

DiffërenUons  cette  dernière  équation,  c'est-à-dire  changeons-y  r  en  r  +  dr,  et  cher- 
chons la  variation  correspondante  de  p^ .  II  vient,  en  divisant  par  </i*» 

ou  bien 

ou  encore^  en  supprimant  le  fiictenr  r, 

L'intégrale  de  cette  équation  est,  avec  deux  constantes  arl>ltralrp8  A  et  T», 

pj  =:  A  sin  fir  -f  B  cos  nr^ 
et,  par  suite» 

A  f»i II  nr  4  B  «'««wr 

(9)  p= . 

La  densité  p  'ne  peut  être  infinie  pour  r  =  0;  donc  B  =  C,  et  11  vient  slmplo:::ciit 

A  R'n  nr 

(10)  p=_— . 

La  densité  moyenne  do  globe,  po»  s'obtiendra  en  divisant  la  somme  des  mas3C9  par 
le  volume  total,  ce  qui  donne 


4ic  \   p>*Vr       \  A  sin  nr  x  rdr 


P*""        r»B  ~  i 


i:\    r»rfr  r-R» 


'6 


La  densité  moyenne  po  est  connue  par  l'eTpérience  de  Cavendish,  qui  in!  atlribuail  la 

▼aleur  5,48.  On  a  adopté  généralement  la  valeur  un  pea  plus  forte  j>,60. 

dp 
Cette  hypothèse  a  depuis  été  modifiée  par  M.  Roche,  qui  exprime  -p  par  la  somme  de 

deux  termes,  proportionnels  l'un  à  p,  l'autre  au  carré  de  p.  Cette  nouvelle  hypothèse 
conduit  à  une  variation  de  densité  entre  une  couche  quelconque  et  le  centre  du  globe, 
proportionnelle  au  carré  du  rayon  de  la  couche.  Soit  p'  la  densité  an  centre  du  globe;  la 
densité  à  la  distance  r  sera  donnée  par  la  Torinule 


-■(-S)- 


et  en  aura 

pour  la  densité  au  centre 10,6, 

pour  la  densité  à  la  surface 2,1» 

la  densité  moyenne  étant  supposée  de.  .  .  •     6,6. 

Cette  théorie  Justifierait  le  poids  spéclOque  de  2000  kilog.  par  mètre  cube,  que  no. s 
avons  adopté  pour  la  croûte  solide  extérieure. 
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2»  Répartition  des  pressions  dans  Pintérieur  de  la  croûte,  en  tenant  compte  du  poids 

des  couches  dont  elle  se  compose, 

3&5.  Nous  contlnaerons  à  supposer  les  coaehes  sphériqaes,  et  sollicitées  sealemeot 
par  l'attraction  du  globe^  sans  tenir  compte  de  raplatissement,  ni  du  mouTement  de  ro- 
lation  et  des  forces  centrifuges  qu*ll  faudrait  introduire  pour  compléter  ie  problème. 

Les  formules  du  §  284  sont  alors  applicables  sauf  que  chaque  couche  sphérlque  subit 
l'action  extérieure  de  son  poids  outre  les  pressions  des  couches  voisines. 

Soit  g  le  poids  spécifique  des  matériaux  composant  la  croûte,  supposé  constant  dans 
l'épaisseur  de  45  kilomètres.  Nous  aurons  toujours  pour  une  couche  en  particulier  les 
équations 

(î)  «r=r5, 

E 
(8)  Wr  =  — mrfr—. 

Mais  réquation  (1)  deviendra,  en  teoant  compte  du  poids, 

ou  bien 

idpr* 
,       ^  —  2Td7^^' 

Des  équations  (2)  et  (8]  on  tire 

(4)  R  =  -j— ,  A  étant  une  constante; 

et  Ton  a,  par  conséquent  pour  déterminer  p  en  fonction  de  r,  Téqoation 


ou  bien 


(6)  «+j,H+^  =  0. 


Intégrantj  U  vient 


on 


dr  r^ 


^  i    ^(m-l)r««-» 


C      2qr  2A 

P  =  :3 — Î-+ 


r»       3        (m— l)r»-» 

Appelons  Tq  et  r|  le  rayon  interne  et  le  rayon  externe  de  la  croûte,  po  ^^  Pt  ^^^  P^^' 
slons  correspondantes  ;  il  viendra,  pour  déterminer  A,  les  équations 

C    ,  2A         _         2qr, 

r;'^(m-i;ro"-»""'^*^    3    ' 
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d'où  l'on  dédDlt 

_(p.+  Çî)'î-(P1  +  ^y^  _  iP.rl-p,'-])-lg(r]-rD 
L-U }-]       "     _i_/-J ZJT"' 


A=:. 

m 


de  sorte  que,  moyennant  une  pression  intérieure  Po  suffisamment  grande^  la  Talenr 

numérique  de  A  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra,  malgré  la  grandeur  du 

2 
ferme  '^(r;— rj),  qui,  au  facteur  2ic  près,  représente  le  poids  de  la  croûte. 

3 

On  voit  aussi  que  la  pression  R  est  à  peu  près  la  même  en  tous  les  points,  à  cause  de 

la  petitesse  de  l'épaisseur  r^^r^  par  rapport  au  rayon  moyen  *       ^.  La  croûte  ter- 

restre  se  comporte  en  un  mot  comme  une  enveloppe  de  chaudière  d'épaisseur  extréiise* 
ment  petite,  où  les  tensions  sont  à  peu  près  également  réparties. 


FOUIES   QUELCONQUES. 


856.  La  méthode  pour  déterminer  les  coudilions  de  stabilité  d'une 
voûte  quelconque  consiste  à  décomposer  cette  voûte  en  parties  qui 
puissent  être  considérées  comme  des  voûtes  en  berceau.  Pour  les 
voûtes  en  arc  de  cloître^  par  exemple,  on  cherchera  la  poussée  des 
quatre  berceaux  tronqués  qui  viennent  s'appuyer  sur  les  quatre  faces 
de  la  clef  de  voûte.  Les  plans  verticaux  conduits  par  les  arêtes  opèrent 
la  décomposition  convenable.  Dans  les  voûtes  daréte^  ou  intersec^ 
tion  de  deux  berceaux  de  même  montée,  on  peut  couper  les  deux 
berceaux  par  deux  séries  de  plans  verticaux,  parallèles  aux  berceaux, 
et  infiniment  rapprochés.  On  admettra  ensuite  que  les  poussées 
exercées  simultanément  par  deux  fragments  aboutissant  à  un  même 
point  de  l'arête,  ont  une  résultante  dirigée  dans  le  plan  vertical  de 
cette  arête,  et  que  cette  résultante  ne  doit  point  sortir  de  l'épaisseur 
de  la  maçonnerie.  Cette  considération  conduit  à  nourrir  les  arêtes 
au  moyen  de  nervures  saillantes,  et  à  les  exécuter  avec  des  matériaux 
de  choix  d'après  l'appareil  des  voûtes  en  berceau.  Le  reste  de  la  con- 
struction peut  se  fûre  avec  des  matériaux  plus  légers,  et  forme 
comme  une  série  de  petites  voûtes  d'une  portée  variable,  jetées  d'une 
arête  à  l'autre. 
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Le  pilier  qui  supporte  la  retombée  d'une  arête  unique  reçoit  une 
poussée  horizontale  dirigée  dans  le  pian  de  cette  arête.  Un  pilier 
supportant  deux  arêtes  appartenant  à  deux  voûtes  d*arête  égales 
en  prolongement  Tune  l'autre,  en  reçoit  deux  poussées  horizontales, 
dont  la  résultante  est  perpendiculaire  à  Taxe  commun  des  deux 
voûtes.  Si  une  série  de  voûtes  d*arête  à  base  carrée  se  retourne  à 
angle  droit,  pour  entourer  une  cour  quadrangulaire,  par  exemple, 
l->s  deux  piliers  d'angle  sont  soumis  chacun  à  l'action  d'une  poussée 
ui.iqiie  dirigée  dans  le  plan  vertical  conduit  suivant  l'arête  diagonale 
du  carré  situé  dans  l'angle. 

L.3S  contre-forts  des  cathédrales  du  moyen  i^ge  sont  destinés  à 
équilibrer  la  poussée  des  voûtes  d* arêtes  situées  à  l'intérieur  de  ces 
édiHces.  L'arc  en  maçonnerie  qui  rattache  le  contre-fort  au  vaisseau 
principal  aboutit  en  général  au  pilier  qui  supporte  la  voûte,  à  la  hau- 
teur des  naissances.  La  réaction  de  la  voûte  se  décompose  en  deux 
forces  :  l'une,  verticale,  est  supportée  directement  par  le  pilier;  l'au- 
tre, horizontale,  égale  à  la  poussée  de  la  voûte  à  la  clef,  est  transmise 
à  l'arc-boutant.  Cette  poussée  se  compose  avec  le  poids  de  l'arc  pour 
produire  la  force  qui  agit  sur  le  contre-fort  lui-même.  La  poussée 
horizontale  des  voûtes  est  ainsi  transportée  du  pilier  de  la  nef  sur  un 
pilier  extérieur,  à  une  moindre  hauteur  au-dessus  du  sol. 

Les  escaliers  vis  à  jour  sont  de  véritables  voûtes  où  chaque  marche 
forme  un  voussoir  particulier,  qui  s'engage  d'un  côté  dans  le  mur 
d'une  tour  ronde,  et  qui  repose  par  un  angle  rentrant  sur  la  marche 
immédiatement  inférieure.  Le  mur  de  la  tour  remplit  ToiSce  d'une 
frette  qui  serrerait  les  marches  vers  le  centre  vide;  les  marches  sont 
donc  sollicitées  par  cette  pression  dans  le  sens  horizontal,  et  comme 
les  voussoirs  d'une  voûte  en  berceau,  ils  s'appuient  latéralement 
sur  deux  culées,  le  palier  inférieur  et  le  palier  supérieur.  Les  efforts 
développés  dans  la  matière  ne  dépendent  plus  seulement  du  poids 
des  voussoirs  et  des  surcharges  ;  ils  dépendent  principalement  des 
circonstances  de  la  pose  des  mai*ches  et  des  maçonneries  qui  les 
entourent;  la  détermination  de  ces  efforts  échappe  en  conséquence 
au  calcul* 

Les  principaux  problèmes  relatifs  aux  voûtes  d'arêtes,  aux  escaliers, 
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aux  arcs  de  cloître,  aux  voi\tes  d*arêtes  en  tour  ronde,  aux  voûtes 
coniques,  etc.,  appartiennent  plutôt  à  la  coupe  des  pierres  qu*à  la 
résistance  des  matériaux. 


CHAPITRE  IV^ 

rOUSSÉK  DES  TEORES.  —  STABILITÉ  DES  REVÉIKMENTS. 


357.  Nous  avons  déjà  reconnu  (§  agS)  qu'il  se  développe  dans  les 
terres  deux  genres  de  résistance  au  déplacement  relatif  des  molé- 
cules, le  frottement  et  la  cohésion. 

Le  frottement  est  indépendant  de  l'étendue  des  surfaces  frottantes, 
indépendant,  entre  certaines  limites,  de  la  vitesse  relative,  et  propor- 
tionnel à  la  composante  normale  de  la  pression  mutuelle  dès  que  le 
glisseoient  commence*  Le  rapport  du  frottement  à  la  pression  est 
pour  chaque  nature  de  terre  un  certain  nombre  /;  à  ce  nombre, 
considéré  comme  une  tangente  trigonométrique,  correspond  un  angle 
qu'on  appelle  t angle  de  frottement.  C'est  la  limite  supérieure  de 
Tangle  que  peut  former  avec  l'horizon  le  talus  naturel  de  la  terre 
fraîchement  remuée. 

La  cohésion  est  proportionnelle  à  l'étendue  des  surfaces  de  con- 
tact et  indépendante  de  la  pression  mutuelle.  On  l'évalue  par  un 
coeflScient  y,  qui  représente  un  certain  nombre  de  kilogrammes  par 
mètre  carré. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer,  dans  ce  chapitre,  l'effort  au- 
quel un  mur  de  revêtement  qui  coupe  le  talus  naturel  d'un  massif  de 
terre  peut  être  appelé  à  résister,  et  de  déterminer  par  suite  les  di« 
mensioDS  à  donner  à  ce  mur. 

41 
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La  théorie  que  nous  allons  exposer  est  celle  de  Coulomb  (i), 
complétée  par  Poocelet  (s)  et  résumée  par  Bélanger  dans  ses  cours 
et  dans  ses  derniers  ouvrages  (3)  • 

368.  Cherchons  d'abord  à  déterminer  expérimentalement  ces  deux 
coefficients  /  et  y.  Pour  cela  nous  traiterons  les  problèmes  suivants» 
qui  sont  empruntés  aux  leçons  de  Navier  sur  la  résistance  des  ma- 
tériaux. 

Nous  supposerons  qu'un  massif  de  terre  soit  profilé  suivant  le 

contour  BAC  ;  la  face  AB  appartient  à  un 
plan  horizontal  indéfini,  La  face  AC  est  un 
plan  dont  l'inclinaison  est  inconnue.  Od 
demande  de  déterminer  la  limite  jusqu'à 
laquelle  cette  inclinaison  peut  être  raidie 
sans  compromettre  l'équilibre  du  mas- 
sif. 

La  hauteur  verticale  CD  est  donnée ,  et  égale  à  h  ; 

n  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  terre; 

/  et  Y  sont  les  deux  coefficients  du  frottement  et  de  la  cohésion; 

a  est  l'angle  inconnu  de  la  face  AC  avec  la  verticale  AD. 

Par  l'horizontale  projetée  en  G,  menons  un  plan  quelconque  CB» 
faisant  avec  la  verticale  CD  un  angle  P;  ce  plan  sépare,  dans  le 
massif  de  terre,  un  prisme  triangulaire  dont  la  base  est  ABC,  et  dont 
le  poids  P  par  unité  de  longueur  est  égal  à 


(i) 


P  = 


1 


^nA«(igp-.tga). 


Ce  prisme  est  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  «t  des  réac- 
tions développées  dans  le  plan  CB  ;  décomposons  le  poids  P  en  deux 
composantes,  l'une ,  N ,  normale ,  l'autre,  F,  parallèle  à  CB  ;  la  li- 
mite du'  frottement  dans  le  plan  CB  sera  le  produit  /N ,  et  la  cohé- 


(1)  Académfe  des  sciénceSi  Mémoires  des  savants  étrangers,  1771. 

(9.)  Mémorial  de  Vof/Uner  du  génie,  1840.    : 

(3)  Dynamique  des  systèmes  matériels  (appendice),  1966. 
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sion  dans  ce  même  plan  sera  égale  à  la  surface  GB  multipliée  par  le 
coefficient  y  ;  on  la  représentera  par  l'expression  -^»  La  condi- 
^  Uon  d'équilibre  est  donc  : 

n^'^  +  ^r 

|)u  bien,  en  remplaçant  F  par  Pcos^,  N  par  Psin^,  et  enfin  P  par 
sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i), 

i  nA«(tgP-tga)  cosp  =  |/nA«(tgP-tg«)sin  p+  j^. 

.    Cette  inégalité  donne,  en  isolant  le  terme  en  tg  a  dans  le  premier 
membre,  et  en  divisant  par-nA% 

(ces  p -/sin  p)  tg  a  =  tg  p  (ces  p  - /8în  p)  -  Ij  ^. 

Le  facteur  cos  p — /sinp  est  nécessairement  positif.  En  eflet  /est  la 
tangente  de  l'angle  7  du  frottement;  cosp — /"sinp  a  le  même  signe 
que  cospcosç— sinpsin  <p  ou  que  cos  (P  +  ç) ,  c'est-à-dire  le  signe  +» 
si  la  somme  p-f-<p  est  moindre  que  90%  Or  on  ne  peut  donner  à  la 
variable  p  de  valeurs  supérieures  au  complément  de  l'angle  f  ;  car 
pour  des  valeurs  plus  grandes  que  cette  limite,  Téquilibre  du  prisme 
sur  le  plan  GB  serait  assuré  par  le  frottement  seul,  et  le  glissement 
ne  serait  plus  possible. 

On  peut  donc  diviser  l'inégalité  par  cos  p — /sin  p  sans  en  changer 
le  sens,  et  il  vient 


i    i 


(«J  *8'>*8P-Scos*^,l-/tg 

1 

Cette  relation  nous  montre  qu'une  quantité  constante^  tg  a,  doit 
être  égale  ou  supérieure  à  une  certaine  fonction  de  la  variable  p, 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  comprises  entre  a  et  qq*— ?.  La  plu;* 
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petite  valeur  admissible  pour  a  est  donc  celle  qui  rend  tg  a  égal  au 
maximum  du  second  membre  pris  par  rapport  à  la  variable  ^. 

Cherchons  ce  maximum.  Pour  cela,  posons  (i) 
ou  bien 

La  fonction  à  rendi*e  maximum  devient  alors 

i  — g       i  /»-t-(i— g|* 

en  appelant  a  la  quantité  constante  — •  Opérons  les  réductions,  il 
viendra  la  fonction 

Le  maximum  de  cette  expression  correspond  au  minimum  de  la 

somme  (1  +  a/)«  H — -^-^  des  termes  vaiîables,  et ,  comme  lepro- 

duit  des  deux  parties  de  cette  dernière  somme  est  constant  et  égal 
à  [i  +  af)x{\  +  f*)^  h  minimum  correspond  à  la  valeur  de  x  pour 
laquelle  les  deux  parties  sont  égales,  c'est-à-dire  à  la  valeur 


Vl+a. 


r 

1/ 


Substituant  cette  valeur  de  x  dans  la  relation  (s),  il  vient  pour  le 
mittioram  de  tg  a 


(t)  M.  Bresse,  késisianee  des  matériaux,  2*  édition^  p.  406. 
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Si  le  plan  AC  a  cette  inclinaison  ^  on  dira  que  le  massif  ACB  est  à 
la  limite  de  stabilité  correspondante  à  sa  hauteur  h. 

Cette  valeur  tg  a  est  une  fonction  de  h.  II  existe  une  certaine  valeur 

de  h  pour  laquelle  a  =  o ,  alors  la  terre  peut  se  tenir  à  pic  ;  pour  une 

valeur  moindre  de  A,  tg  a  serait  négatif;  mais  ce  résultat  n'est  pas  ad- 

Fig.  194.  missible^  car  si  la  terre  était  profilée  suivant  Tan- 

gleaigu  BAC,  un  prisme  CAB  pourrait  se  déta- 
cher  sans  glisser  sur  la  face  CB,  et  la  cohésion 
qui  le  retiendrait  serait  une  sorte  de  cohésion 
normale  à  la  surface  CB,  et  non  une  cohésion  tan- 
çentielk^  comme  le  suppose  l'analyse  du  pro- 
c  blëroe.  Les  lois  de  cette  cohésion  sont  différentes 

de  celles  que  nous  avons  prévues,  et  les  formules  ne  sont  plus  ap- 
plicables. 
Pour  A  =  00,  l'équation  (3)  devient  simplement  tga=:-^.  L'in- 

clinaison-limite  est  alors  celle  du  talus  naturel.  La  cohésion,  qui  est 
proportionnelle  à  la  longueur  CB,  disparaît  devant  le  frottement, 
qui  est  proportionnel  à  la  surface  CBA.  La  cohésion  peut  donc  être 
négligée  devant  le  frottement  lorsque  la  hauteur  h  devient  sufiSsam^ 

ment  grande. 

L'angle  a  peut  varier  entre  0  et  90* — f  ;  il  est  nul  pour  la  valeur 
particulière  de  h  qui  annule  le  second  membre  de  l'équation  (3), 
c'est-à-dire  pour 

A=.§(/^+yr+7*). 

Telle  est  la  plus  grande  hauteur  sur  laquelle  les  terres  puissent  se 
tenir  à  pic. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  a  déterminé,  par  une  série  d'ob- 
servations portant  sur  les  hauteurs  A,  les  valeurs  des  coefficients  /et  y. 

Pour  les  terres,  le  coefficient  /  varie  de  0.60  (sable  fin  et  sec) 
A  1.43  (sol  le  plus  dense),  et  est  en  moyenne  voisin  de  l'unité; 
l'angle  cp  varie  dans  les  mêmes  circonstances  de  3i*  à  55**,  et  est  en 
moyenne  voisin  de  4^** 

Le  coefficient  y  est  plus  difficile  à  connaître  avec  précision  :  d'après 
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iee  observations  de  Navier  sur  la  hauteur-limite  que  peuvent  con- 
server des  terres  coupées  à  pic,  on  peut  admettre  que,  pour  une 
terre  franche  peu  cohérente,  le  coefficient  y  est  égal  à  i48  kilogr. 
par  mètre  carré;  pour  la  même  terre,  /=  1.07;  pour  une  terre 
très  forte,  y  =  66a  kilogr.  par  mètre  carré,  et  /=  u45. 
Le  poids  des  terres  par  mètre  cube  varie  de  1 400  kil.  à  1 900  kil. 

359.  Navier  observe  aussi  que,  lorsqu'un  massif  de  terre  est  exposé 
à  Tair  et  qu'il  subit  tous  les  changements  de  température,  les  alter- 
natives de  sécheresse  et  d'humidité,  les  gelées,  les  pluies ,  sa  surface 
extérieure  tend  à  prendre  avec  le  temps  les  inclinaisons  qu'elle  aurait 
prises  si  la  cohésion  n'eût  pas  existé.  Les  parties  voisines  de  la  sar- 
face  sont  retenues  par  la  cohésion  seule,  et  comme  la  cotiésion  est 
variable  avec  les  intempéries ,  ces  parties  se  détachent  au  moment 
où  la  cohésion  a  sa  plus  faible  valeur.  Petit  h  petit,  le  massif  revient 
à  la  forme  d'équilibre  qu'il  aurait  reçue  si  la  cohésion  n'était  pas 
intervenue  d'une  manière  accidentelle. 

La  cohésion  étant  mal  connue,  on  la  négligera  dans  les  problèmes 
sur  la  poussée  des  terres,  et  l'on  n'y  admettra  que  le  frottement.  La 
cohésion  n'est  considérée,  à  ce  point  de  vue,  que  comme  produisant 
un  surcroit  de  stabilité,  sur  lequel  il  ne  serait  pas  prudent  de  compter 
d'une  manière  absolue. 

360.  Problème.  —  Un  massif  de  terre  d'une  nature  déterminée  et 
terminé  à  un  plan  horizontal  ÂC,  peut  se  lenir  à  pic  sur  une  hau- 
teur h' = A6.  On  demande  de  tracer  la  courbe  BH  du  profil  inférieur 
au  point  B,  de  manière  que  le  massif  soit  en  tous  les  points  de  ce 
profil  à  la  limite  de  stabilité. 

Considérons  un  point  M  du  profil  cherché.  Abaissons  la  perpen- 
diculaire MD  sur  AG  ;  soient  DM  =  y 
et  AD  =  âp ,  et  proposons-nous  de 
chercher  la  relation  entre  xetjf. 
Par  le  point  M  menons  une  droite 
HE  telle,  que  l'aire  retranchée  an 
profil  MBA  soit  égale  à  l'aire  ajou- 
tée. Menons  en  outre  un  plan  quel- 
conque MG  ;  relativement  au  glisse- 
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ment  du  massif  sur  ce  plan,  tout  se  passera  comme  si  le  profil  ABM 
était  remplacé  par  le  proûl  rectiligne  ME. 

Appelant  donc  a  l'angle  DME,  nous  pourrons  poser,  comme  dans 
le  paragraphe  précédent, 

équation  qui  est  celle  de  la  courbe  cherchée  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées,  y  et  a. 

Il  s'agit  de  revenir  de  ces  coordonnées  particulières,  a  et  y,  aux 
coordonnées  ordinaires,  x  et  y. 

On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 

L'aire  du  triangle  DME  est  égale  à  -  y*tangou 

Prenons  sur  la  courbe  un  point  M' infiniment  voisin;  à  ce  point 
correspondra. un  accroissement  de  T^ire  de  la  com'be  cherchée  égal  à 
la  surface  DD'M'M,  ou  à  ydx;  donc 

yda;  =  drgy*tgaj  =y  tgady+ jy*d(lga), 

ou  bien 

Mai.s  l'équation  de  condition  nous  donne  pour  «tga  une  fonction 
connue  de  y.  Posons,  pour  abréger, 

tg«=sf(y). 

On  en  déduit 

d{tg  «)  =  9'(y)rfy , 

et  par  syite,  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est 

dx  =  f(y)dy  +  j  y?'(y)dy . 

Oette  équation  peut  s'intégrer  par  une  seule  quadrature. 
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Nous  avons  en  effet,  en  appelant  G  une  constante  arbitraire  , 


Posons 


U(y)dy  =  *(y); 


nous  aurons,  en  intégrant  par  parties  , 


Donc  enfin 


\  y9'(y)dy  =  y9{y)  —  ^  ?(y)<^y  =  y^iy)  —  *(y) 

« 


est  Téquatîon  du  lieu,  La  constante  C  se  détermine  en  observant  qne 
x  =  o  donne  y  =  A'. 

Nous  ne  nous  aiTèterons  pas  à  développer  cette  solution,  qui 
n*oirre  aucune  difficulté  :  le  radical  carré  qui  entre  dans  la  fonction 
f  {y)  D6  portant  que  sur  un  polynôme  du  second  d^;ré,  les  intégra- 
tions sont  possibles. 
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361.  Soit  ÂBCDEF,  le  profil  d'un  massif  de  terre,  appuyé  par  la 
Fig.  m.  face  AB  sur  un  mur  de  revêtement. 

On  demande  de  déterminer  Teffort 
maximum  auquel  le  mur  puisse 
être  appelé  à  résister. 

Par  l'arête  projetée  en  A  me- 
nons arbitrairement  un  plan  AI, 
qui  isole  dans  le  massif  un  prisme 
ABGDEX ,  et  cherchons  les  condi- 
tions d'équilibre  de  ce  prisme,  en 
supposant  qu'il  soit  sur  le  point  de  plisser  sur  les  faces  AB,  AX,  à 
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la  façon  d'un  coin  qui  s'avancerait  pour  séparer  le  mur  et  le  massif 
de  terre  FXAH. 

Les  forces  qui  agissent  sur  ce  système  sont  la  pesanteur  et  les 
réactions  du  mur  et  du  plan  AX.  Menons  par  le  point  A  une  horizon- 
tale AH  ;  appelons  a  l'angle  variable  du  plan  AX  avec  cette  horizon- 
tale, et  ^  l'angle  du  coin  BAX. 

Les  réactions  du  mur  et  du  plan  AX  se  réduisent  chacune,  puisque 
la  cohésion  est  supposée  nulle,  à  une  composante  normale  et  à  une 
force  de  frottement;  et  comme  oh  suppose  que  le  glissement  est 
sur  le  point  de  se  produire,  le  frottement  est  proportionnel  à  la  pres- 
sion normale. 

Soit  N  la  réaction  normale  du  plan  AX  ;  le  frottement  sera  égal  à 
N/,  et  sera  dirigé  de  bas  en  haut,  dans  le  sens  contraire  au  mouve- 
ment supposé. 

Appelons  de  même  Q  la  réaction  normale  du  plan  AB  ;  fQ  sera 
le  frottement  développé  sur  ce  plan ,  et  il  sera  dirigé  aussi  de  bas 
en  haut.  Le  coefficient  f  du  frottement  des  terres  sur  le  mur  peut 
être  différent  du  coefficient  /  relatif  au  glissement  de  terre  sur  terre. 

Soit  enfin  P  le  poids  du  prisme  ABGDEX ,  rapporté ,  comme  les 
autres  forces  N  et  Q,  à  l'unité  de  longueur. 

Il  y  aura  équilibre  entre  les  forces  P,  Q  i  N  »  /N ,  /*Q  ;  on  pourra 
donc  déterminer  les  forces  inconnues  N  et  Q  au  moyen  de  deux 
équations,  par  exemple  des  équations  des  projections  des  forces  sur 
deux  axes  rectangulaires  •  l'un  parallèle  à  AX ,  l'autre  perpendi- 
culaire. 

N 
Les  deux  forces  N  et  /N  se  composent  en  une  seule,  égale  à , 

en  appelant  f  l'angle  dont  la  tangente  est  f^  et  cette  résultante  fait 
avec  la  force  N  un  angle  égale  à  f.  De  même,  si  l'on  compose  Q  et 

/'Q ,  on  aura  pour  résultante  une  force  — ^,  faisant  avec  la  normale 

cosç 

à  AB  un  angle  égal  à  f'. 

Par  là  on  ramène  le  problème  à  l'équilibre  de  trois  forces  dont  les 
directions  sont  connues  et  dont  les  positions  restent  d'ailleurs  indé- 
terminées. 
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Fig.  M7., 


Par  un  point  6  de  la  force  P.  menons  une  droite  GI  telle,  queik 
fasse  avec  AB  un  angle  GIB  =  90*  —  y'  ;  puis  menons  une  droite  SI 

telle  qu'elle  fasse  avec  Aï  un  asf 

GKX = 90* — <p.  Ces  droites  prokiBgfe 

*       X  ■      F  seront  les  directions  des  réactions  i> 

Q  N 


taies 


et 


On  obtksà 


COSÇ'  COSf 

donc  ces  réactions  totales  en  déc& 
posant  la  force .  P  suivant  les  ért- 
û  lions  GK,  GI,  au  moyen  du  paor 
logramme  GLMS. 
L'inconnue  de  la  qu^tion  est  Qj  le  côté  GL  du  parallélognsaï 

^  - ,  et  là  diagonale  GM  à  P,  le  triangle  <  Il 


étant  proportionnel  à' 
donne  la  proportion 


COSf 


\cosy7  __ 


sin  GML 

sinMLG* 


5 


L'angle  MLG  est  égal  au  supplément  de  l'angle  liîS.  Abâss 
du  point  G  une  perpendiculaire  GT  sur  AX.  L'angle  TGV  est  k  ^ 
plément  de  l'angle  BAX  j  on  a  donc 


TGV  =  i8a*— p. 


et  par  suite 


IGK  =  LGS  =  TGV  —  KGT  — IGV  =  TGV  — <p  — <p'=  ISO--?-?-?' 

:   Donc  enfin 

6in  MLG  =  sin  (180*  — P  — ?  —  ç')  =x  sin  fp  +  ^  +  f^ 
On  a  d'ailleurs  . 

GML  =  MGS  =  TGM  —  TGK  =.  te  -^  f . 


•ei  par  conséquent 


a     ^p     sin  (g  — y; 
r.ns  ?'  sin  (P  +  f  +  ?')  • 
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équation  qui  fait  connaître  Q ,  valeur  de  la  poussée  normale ,  ou 
— -r ,  valeur  de  la  poussée  oblique  exercée  par  les  terres  sur  le 

mur* 

P  et  p  sont  des  fonctions  de  Tangle  a  ;  on  pourra  donc ,  en  don- 
nant successivement  à  a  diverses  valeurs ,  calculer  les  valeurs  eor- 

respondantes  de        , ,  et  déterminer  le  maximum  de  cette  réaction. 

^  COSf 

C'est  cette  recherche  gue  Poncelet  a  ramenée  à  d<e  simples  opérations 
géométriques. 


RECHERCHE  DU  MAXIMUM  DE  LA  RÉACTION  DU  MUR» 


362.  n  s'agit  de  déterminer  Tangle  a  de  manière  que  la  force 


0     _p     8in(«— y) 
CCS  f  '         sin  (p  +  f  +  ?') 


soit  un  maximum,  P  étant  une  fonction  connue  de  a,  proportionnelle 
à  l'aire  du  prisme  AXEDGBA,  et  ^  étant  l'angle  qui,  ajouté  à  a,  donne 
l'angle  constant  BAH  de  la  face  interne  du  mur  avec  Thorizontale  AH. 
Prolongeons  indéfiniment  le  côté  EF  du  profil  où  Ton  suppose 
placé  le  point  X  ;  sur  ce  côté  prenons  un  point  K  tel,  que  le  triangle 
KAL  soit  équivalent  à  l'aire  du  profil  EDGBLE,  supprimée  par  le 
prolongement  de  la  direction  FE.  De  cette  manière,  le  triangle  KAX 
est  équivalent  à  Taire  AXEDGBA,  à  laquelle  le  poids  P  est  propor- 
ûonnel. 
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Menons  ensuite  par  le  point  A  deux  droites  AH,  AO,  tell^  que 
l'angle  MAH  soit  égal  à  f ,  et  que  Tangle  OAL  soit  égal  à  f  -f  f .  U 
en  résulte  que  Tangle  MAX  sera  égal  à  a  —  f ,  et  Fangle  OAÎ 

^  P  +  ?  +  ?'• 
Du  point  A,  abaissons  la  perpendiculaire  AR  surKX;  le  triangle 

KAX  a  pour  mesure  -  x  AR  x  KX  ;  et  le  poids  du  prisme  de  terre 

séparé  par  le  plan  AX  a  pour  valeur 

^  X  âR  X  KX. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  déterminer  le  point  X  de  manière 
à  rendre  maximum  l'expression 

(1)  S"  ^  AR  X  KX  X  -T — jz — .       — TT» 

2  »in  (p  +  ?  +  f ')        ' 

Menons  par  le  point  X  une  parallèle  XX'  à  AM.  L'angle  XAM  sera 
égal  à  AXX'.  Le  triangle  AXX'  a  donc  pour  angles,  au  point  X,  a  — o, 
et  au  point  A,  ^  +  ?  +  f '•  Le  rapport  des  sinus  est  égal  au  rapport 
des  côtés  opposés;  donc 

sinfa-9^  AX' 


sin  (jJ  +  ?  f-  ?'j  "■  XX'' 

Menons  de  même  une  droite  KK'  parallèle  à  AM.  Les  deux  droites 
OM,  OA,  étant  coupées  par  trois  droites  parallèles,  KK',  XX',  AM,  on 
a  les  proportions  : 

P)  jlX  ^  OM 

-^  KX'       OA' 

XX'  _  AM 

OX'~OA' 

Remplaçons  dans  l'expression  (i)  le  rapport  des  sinus  par  le  ap- 
port égal  ^,  ;  puis ,  dans  l'expression  résultante ,  remplaçons  KX 
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et  XX'  par  leurs  valeurs  tirées  des  égalités  (2)  ;  il  viendra,  en  omet- 
tant provisoirement  le  facteur  constant .- « 


KX  X  OM  AX'  /, «      01I\  _  HX  X  AX' 


.-.^KXxOM  AX^  /adk.^^^ 


X  -/  OX' 

"*  ^  OA 

Le  premier  facteur  ne  dépend  pas  de  la  position  du  point  X  sur  le 
côté  EF  ;  le  second  facteur  seul  est  variable,  et  les  opérations  que 
nous  venons  de  faire  ont  ramené  les  diverses  variables  à  être  toutes 
des  longueurs  comptées  sur  une  même  droite  OA. 

L'expression  AR  x  tq  est  égale  au  double  de  la  surface  du 

AM 

triangle  OAM,  divisée  par  le  côté  AM  ;  c'est  donc  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  direction  AM«  ou  enfin 
c'est  le  produit  du  côté  OA  par  le  sinus  de  l'angle  compris  OAH,  qui 
est  égal  à 

(P  +  f  +  fO  +  C»  — 9)    ou  à    p  +  a  +  f'. 

L'expression  à  rendre  maximum  est  donc  simplement 


OA8in(p+«  +  90x52^1g^. 


Fdsons 


OX'=:x,  variable, 
OA  =  3«  constante, 
OK'  =  /p,  constante. 

Ces  trois  quantités  sont  des  longueurs  comptées  sur  la  droite  OA  k 
partir  da  point  0. 

KX  sera  égal  à  xr-k  et  AX'  à  a^x. 

11  s'agit  donc  de  rendi-e  maximum  la  fonction 

r 

^  -  .- J i=a  +  A-*«— — -. 

X  X 
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Le  maximum  cherché  répond  au  minimum  de  la  partie  négatiye, 
â:  H j ,  qui  est  seule  variable,  et  comme  le  produit  des  deux 

termes  dont  cette  partie  se  compose  est  constant,  son  minimum  cor* 

respond  à  Tégalité  des  deux  termes,  ou  àj;  =  sjâk.  La  quantité  cber« 
chée  OX'  est  donc  la  moyenne  proportionnelle  entre  OÂ  et  OK',  et  si  Ton 
fait  passer  par  les  points  Â  et  K'  une  circonférence  de  cercle  de  rayon 
quelconque,  oc  résoudra  le  problème  en  menant  par  le  point  0  une 
tangente,  OT,  à  cette  circonférence,  et  en  prenant  sur  OA  une  longueur 
OX'  =  OT.  On  achèvera  la  solution  en  menant  par  le  point  X'  ainsi 
déterminé  une  parallèle  X'X  à  ÂM  jusqu'à  la  rencontre  X  du  côté  EF. 
La  droite  ÂX  sera  le  profil  du  plan  demandé.  La  solution  n'est  ad- 
missible qu'autant  que  le  point  X  tombe  entre  les  points  £  et  F,  où 
se  termine  ce  côté  sur  le  contour  effectif  du  massif  de  terre. 

La  pression  totale  du  mur  sur  le  massif,  ou  la  pression  totale  du 
massif  sur  le  mur,  sera  donnée  par  l'expression 

Q        H 


7  =  ^  X  OA sin  (p  +  «  +  ?')  X  (a  +  ifc-î  ^) 


cos  9'       % 

=  |xOAsin(p  +  a+9')x  (v^â— v^î)' 

=  ^  X  sin  (P  H-  a  H-  9')  X  a  (^â— v^* 


Or 

et  l'on  a  enfin 


2 
=  5  X  sin  (p  +  a  +  ?')  X  (a  -  yfâlcj\ 

,  a— v^-OA— OX'  =  AX', 


cos  f  '      2 


163.  Si  le  point  0  était  très  éloigné,  les  constructions  graphiques 
seraient  peu  conunodes  ;  ^alors  on  aurait  recours  au  calcul.  Dansk 
triangle  AOL  on  connaît  le  côté  AL,  l'angle  OAL  =  <p  +  ç',  et  l'angle 
OLA  que  nous  désignerons  pi«  la  lettre  0.  On  peut  en  déduire  : 


OA  =  AL  X  TxTirrmr^^ 

8in  (0  +  9  +  ?  ) 

sin  (9  "^  9') 
•in  (0  H-  ?  4-f ') 


CAS  PARTICULIERS. 


HÛ3 


Ok'5=OK  X  gg  =(0L-  KL) X 


OA 


OL  +  LM* 


expression  où  Ton  peut  intfoduire,à  la  place  de  OA  et  de  0L«  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  AL;  les  quantités  KL,  LM  sont  connues  sur 
l'épure.  On  aura  donc  OK'  par  le  calcul  ;  ensiûte  on  déterminera  le 
point  X'  par  l'équation 

AX'=OA— v/OAxOK'. 

36A.  Si  Ton  joint  KX',  on  peut  remarquer  qu'on  a  la  proportion 


or 

OA 


OK' 
OX' 


OK 
OX* 


...  ...  .       .  .        , 

Donc  les  droites  KX'  et  AX  sont  parallèles,  et  Ton  peut  déterminer 
le  point  X  en  menant  par  le  point  A  une  parallèle  à  la  droite  KX'^  au 
lieu  de  mener  par  le  point  X'  une  parallèle  à  la  droite  AM.  On  en 
conclut  aussi  l'égalité 

CTsOKxOM. 

365.  Si  le  point  X,  obtenu  par  ces  constructions,  ne  tombe  pas^ 
ei>tre  les  points  E  et  F,  le  plan  cherché  ne  rencontre  pas  le  profil 
entre  les  points  E  et  F;  et  l'on  devra  recommencer  la  construction 
en  se  servant  d'un  autre  côté,  ED  ou  FU  suivant  que  le  point  X 
tombe  à  gauche  du  point  £  ou  à  drohe  du  point  F. 

EXAMEN    OE  CERTAINS  CAS   PARTIGULlIiRS. 


3t56.  Lorsque  les  droites  AO  et  KF  sont  parallèles,  la  construction 

n«.  ><)«•  doit  être  modifiée.  Dans  ce 

cas,  le  point  X'  est  le  milieu 
de  la  distance  AK';  de  sorte 
qu'il  sufiit  de  mener  par  le 
point  K  une  parallèle,  KK', 
à  la  droite  AM,  et  de 
prendre  le  milieu  de  la 

droite  finie  AK'« 
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TUËORÉME  DE  FRANÇAIS. 


l'i 


Kg. 

303. 

E' 

F, 

1,   . 

J L 


Si  la  ligne  représentative  des  valeurs  de  — ^  a  la  forme  l'FE'DC. . . , 

le  maximum  de  la  poussée  a  lieu  évidemment  pour  a  =  0^,  c'est- 
à-dire  pour  le  plan  AE  (fig.  3o2)  ;  c'est  un  maximum  arithmétique,  et 
non  pas  un  maximum  analytique  correspondant  à  la  plus  grande  or- 
donnée des  courbes  FE'  ou  ED,  indéfiniment  prolongées  en  dehors 
des  intervalles  /!?,  «d,  les  seuls  où  elles  soient  admissibles. 


THÉORÈME   DE   FRANÇAIS    (ANCIENNE  THÉORIE). 


ri>.  30*. 


S68.  Avant  Poncelet,  on  supposait  que  la  réaction  du  mur  était 

normale»  ce  qui  revenait  à 
faire  (p'=o.  Si  Ton  admet 
de  plus  que  le  profil  des  ter- 
res se  réduise  à  une  droite 
horizontale  indéfinie,  on  ar- 
rive à  un  théorème  intéres- 


^^:iî 


sant,  démontré  pour  la  première  fois  parProny  en  i8os,  pour  le  cas 
où  la  face  AB  du  mur  est  verticale,  et  étendu  en  iSso  par  Français 
au  cas  où  elle  est  inclinée. 

Le  point  K,  le  point  B  et  le  point  L  se  confondent  en  un  seul  point  ; 
menons  AM,  qui  fait  avec  AH,  ou  avec  MB,  l'angle  9;  puis  AO,  qui 
fait  avec  BA  un  angle  égal  à  (p,  puisque  ^  est  supposé  nul.  Par  le 
point  B  menons  BK'  parallèle^à  AM;  puis  prenons  un  point  X'  tel  que 

ÔX^'  soit  égal  à  OK'xOA;  menons  enfin  X'X  parallèle  à  AM,  et 
nous  aurons  le  point  X  où  aboutit  le  plan  AO  qui  limite  le  prisme 
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de  plus  grande  poussée.  Nous  sa?ons  (S  564)  que5x*=OBxOM. 
Mais  dans  le  triangle  DAM,  l'angle  OAB  étant  égal  à  l'angle  M,  on  a 

ÔÂ*=:OBxOM.  Donc  OX  =  OA,  et  commç  BX'  et  AX  sont  aussi 
parallèles,  OB=OX', 

On  peut  ajouter  que  ÂX  est  la  bissectrice  de  l'angle  BÂM.  En  effet, 
dans  le  triangle  OAX,  l'angle  OXÂ  est  égal  à  OAX,  parce  que  les 
côtés  opposés  OX,  OA  sont  égaux.  Mais  OXA=XAH,  à  cause  du 
parallélisme  des  droites  BM,  AH.  Donc  OAX=XAH;  et  retranchant 
de  part  et  d'autre  OAB  =  MAH  =  9,  il  vient  BAX  =  XAM. 

RECHERCHE  DE  LA  RÉPARTITION  DES  POUSSÉES. 


369.  La  méthode  générale  pour  résoudre  cette  seconde  partie  de  la 
question  consiste  à  décomposer  la  hauteur  AB  du  mur,  en  parties 
suffisamment  petites,  AA,,  A^A,,  A^A,,...  égales  ou  inégales;  puis  à 
chercher  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur  AB;  à  chercher 
ensuite  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur  A^B  ;  la  différence 
de  ces  deux  poussées  sera  la  poussée  afférente  à  l'élément  AA^  ;  de 
même,  après  avoû*  déterminé  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur 
A,B,  la  différence  entre  cette  poussée  et  la  poussée  exercée  sur  A^B, 
sera  la  poussée  subie  par  l'élément  A^A,.  On  conçoit  donc  qu'on 
puisse  parvenir  par  cette  méthode  à  partager  la  poussée  totale  qui 
s'exerce  sur  AB  en  parties  appliquées  séparément  aux  éléments  suc- 
cessifs, AA4,  A^A,,..«. 

Cette  méthode  se  simplifie  lorsque  le  profil  des  terres.se  réduit  à 
une  droite  indéfinie,  BIL 

fig.   305, 


^ 


CCO  RECUiîlUClIE  DE  LA  RhPAllTlTlON 

Soit  BM  le  profil»  et  BAX  le  prisme  de  poussée  maximum  pour 
toute  la  hauteur  ÂB.  Si  Ton  répète  les  constructions  sur  une  hauteur 
moindre»  A  ^B,  on  trouvera  pour  résultat  une  droite  A  ^  X^  parallèle  à 
AX,  et  répure  se  réduit  ainsi  successivement,  quelle  que  soit  lahau- 
leur  BA  pour  laquelle  on  Fait  d*abord  construite»  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même.  Le  point  B  est  le  centre  de  similitude  de  toutes 
ces  figures.  Soit  donc  z  la  distance  du  point  B  à  un  point  quelcon- 
que A„  de  ]a  droite  BA  ;  la  poussée  qui  s'exerce  sur  la  hauteur  BA 
tout  entière  a  pour  expression 

■=r  sîn  OAM  X  AX   » 
-    2 

pour  une  autre  hauteur  BA„=jff,  la  poussée  sera  représentée,   en 
vertu  de  la  similitude,  par  Texpression 

?8in  OAM  X  ÂX^  X  =. 
a  AB*' 

ou  bien  par  l'expression  Ajs*,  en  désignant  par  A  le  produit  des  fac- 
teurs constants 


-  sinOAMx 


(f.)- 


La  poussée  qui  s'exerce  sur  une  hauteur  BA^^t  infiniment  peu  diffé- 
rente de  BA,  est  donc  égale  à  A  (s  +  dz)*,  et  par  suite  la  poussée 
particulière  supportée  par  l'élément  A,,  kj^  ou  par  dz^  est  égale  à  la 
différentielle  2kzdz.  On  trouvera  donc  le  centre  de  poussée  des  terres 
sur  une  hauteur  donnée  BP  =  a  du  mur,  en  composant  toutes  les 
poussées  parallèles  2\zdz  entre  les  limites  B  et  P  ;  l'équation  des 
moments  donne  l'ordonnée  z^  du  centre  de  poussée  : 

x^x\  %kzdz  =  \  2A2*dz» 

ou  bien 

fi  X  ko}  =  5  Aa*, 


.  .   DES  i»olssl:i:s.  eci 

ou  enfin 

-       2  ■  .  '     . 

.  '  ■  • 

Le  centre  de  poossëe  est  donc  dans  ce  cas  situé  aux  deux  tiers  de 
la  hauteur  BP  à  partir  du  haut. 

Pour  la  paroi  entière,  le  centre  de  poussée  serait  au  tiers  de  AD  à' 
partir  du  point  A. 

Ce  résultat  est  exactement  celui  qu*on  trouverait  pour  un  liquide 
pressant  la  paroi  BA.  Seulement  dans  le  cas  d'un  massif  de  terre,  la 
poussée  fait  avec  la  paroi  un  angle  égal  à  90* — <p\  tandis  que  la 
poussée  d'un  liquide  ferait  avec  la  paroi  un  angle  droit. 

370.  Dans  les  travaux  publics,  il  arrive  généralement  que  la  masse 
de  terre  à  soutenir  est  profilée  suivant  une  ligne  droite  ;  on  connaît 
alors  immédiatement,  par  le  théorème  précédent,  le  point  de  pas- 
sage de  la  résultante  de  la  poussée  sur  une  hauteur  quelconque  de 
mur.  Dans  les  travaux  du  génie  militaii*e  ,aucontraire,  les  murs  de 
revêtement  soutiennent  presque  toujours  des  surcharges  de  :terre 
qui  compliquent  beaucoup  la  recherche  du  centre  de  poussée, 
parce  que  les  figures  successives  que  «l'on  obtient  en  relevant  le 
point  A  le  long  de  AB,  ne  sont  plus  alors  semblables  à  elles-mêmes. 
On  doit  suivre  dans  ce  cas  la  méthode  générale,  et  répéter  la  con- 
sU'uclion  de  l'épure  pour  un  certain  nombre  de  points  A,  pris  à 
égale  distance  sur  la  paroi  AB. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  parvenir  à  connaître  les  poussées 
P^   ^Qg  exercées  sur  des  éléments  plus  ou  moins  grands  de 

cette  paroi,  et,  par  suite ,  on  peut  construire  la 
courbe  des  pressions  dans  le  mur,  pour  vérifier  si  les 
conditions  de  la  stabilité  sont  remplies.  Il  suffit  pour 
cela  de  composer,  à  partir  du  haut  du  mur,  k  pre- 
mière poussée  élémentaire  avec  le  poids  de  la  portion 
de  maçonnerie  à  laquelle  elle  est  appliquée  ;  de 
composer  ensuite  la  résultante  avec   la  seconde 
poussée  et  le  poids  de  la  seconde  portion,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
la  base  du  mur.  La  stabilité  du  mur  est  assurée  si  la  courbe  des 
pressions  ne  sort  pas  de  l'épaisseur  de  la  maçonnerie ,  si  elle  ne 


M 


; 


t 


; 


-A 
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coupe  pas  les  joints  sous  des  angles  moindres  que  le  complémeut  de 
l'angle  du  frottement  de  pierre  sur  pierre ,  si  enfin  elle  ne  donne  pas 
de  trop  grandes  pressions  sur  les  arêtes  et  sur  le  plan  de  la  fon- 
dation. 


KXPÉBIENCE   DE  Mé    ARDAÏIT  SUR  LE   POINT  DE   PASSAGB 

DE  LA,  POUSSÉE. 


371.  M.  Ardant  a  décrit  dans  un  mémoire  sur  la  poussée  des  terres 

{Mémorial  du  génie^  1 848)  une  expérience  qui  met  en  évidence 

l'influence  du  frottement  des  terres  et  du  mur  de  soutènement. 

Sur  une  table  horizontale  PQ,  on  pose  horizontalement  Tarète  G 

'**•  ^^^*  d'un  prisme  triangulaire  en  bois,  profilé 

^  en  CAB  et  qui  remplacera  le  mur.  L'angle 
BAC  est  droit  ;  on  place  ce  prisme  de 
H  telle  manière  que  la  médiane  CI  soit 
verticale,  et  on  a  construit  le  triangle 
sous  la  condition  que  l'angle  ICA  soit 
égal  à  SS"",  angle  du  talus  naturel  du 
sable  siliceux  sec.  Le  côté  AG  est  appuyé 
latéralement  au  massif  QCAH,  qui  fait  corps  avec  la  table.  Dans  cette 
position»  le  prisme,  ayant  son  centre  de  gravité  sur  GI,  est  dans  un 
équilibre  instable,  et  le  moindre  ébranlement  suffit  pour  qu  il  se 
renverse  en  tournant  de  droite  à  gauche  autour  de  l'arête  G. 

La  face  AB  est  recouverte  d'une  petite  couche  de  gomme,  saupou- 
drée de  Sable  ;  cette  précaution  a  pour  but  de  rendre  l'angle  f'  du 
frottement  des  terres  sur  le  mur,  égal  à  l'angle  f  du  frottement  des 
i erres  sur  elles-mêmes  (i). 


(1)  LatéralemeDt,  le  prisme  de  bols  et  le  massif  de  sable  sont  limités  par  deux 
plUen  fixes,  et  pour  empêcher  les  pertes  de  sable  à  travers  les  Interstiees,  sans  noire  à 
la  liberté  que  doit  conserver  le  prisme  de  tourner  autour  de  l'arête  G^  on  remplit  le» 
joints  avec  du  saindoux. 
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On  verse  alors  du  sable  derrière  la  face  AB  jusqu'au  niveau  BM  ;  et 
l'on  constate  que  lorsque  le  mur  est  ainsi  chargé»  son  équilibre 
devient  stable. 

Ce  phénomène  s'explique  en  observant  que  la  poussée  du  sable 
sur  le  mur  passe  en  un  point  compris  entre  les  points  A  et  I  ;  si 
elle  était  normale  à  la  face  AB,  comme  le  supposaient  les  anciens 
auteurs,  Coulomb,  de  Prony,  Français,  elle  tendrsdt  à  faire  tourner  le 
prisme  autour  du  point  G,  et  le  prisme  se  renverserait  à  gauche; 
mais  elle  fait  avec  la  face  AB  un  angle  égal  à  90* —  f ,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  parallèle  à  la  médiane  CI,  ou  qu'enfin  elle  est  verticale. 
Elle  passe  donc  à  dEoite  du  point  C,  et  empêche  le  prisme  de  bas- 
culer pour  se  coucher  sur  sa  face  CB. 


CONSTBUGXiON   DE  LA   COURBE  DBS  GEirrKES  DE  PRESSION   DANS  UN  MUR 
«L  SOUTENANT  DES  TERRES. 


G 


372.  Nous  supposerons  que  la- face  AB  du  mur  soit  verticale,  et 

Kg.  soa.  que  le  massif  de  terre  se  termine  à  une  droite 

%.      indéfinie  BM.  Le   profil  du   mur  ABffA'  est 

B! '^^        donné,  et  on  propose  d'y  tracer  la  courbe  des 

/  centres  de  pression. 

Comptons  les  ordonnées  BG  =  js  à  partir 
du  point  B,  dans  le  sens  BA. 
Nous  allons  exprimer  l'équilibre  d'une  tran- 
^  AH    ^^  infiniment  mince  CDKC'  du  mur,  comprise 

entre  deux  plans  horizontaux  infiniment  voisins,  définb  par  les  ab- 

sdsses  z  et  js  -f-  àz. 

La  poussée  totale  sur  la'longueur  BG  est  représentée  par  l'expres- 
sion Az%  et  par  suite  la  poussée  totale  sur  CC  est  égale  à  ^kzdz. 
Elle  fait  un  angle  9'  avec  la  normale  à  la  face  AB  ;  elle  a  donc  pouf 
composante  horizontale 

%kiàx  X  C08  o'p 


G64  GOURDE. 

et  pour  coiuposaale  verticale,  dirigée  de  haut  en  bas  i 

La  face  CD  reçoit  la  pression  des  assises  supérieures  ;  soit  I  (Fig.  Sog) 
le  point  de  passage  de  cette  pression,  F  sa  composante  horizontale,  P 
sa  composante  verticale  ;  soit  y  la  distance  IG,  ordonnée  de  la  courbe 
des  centres  de  pression  ;  soit  enfin  u  la  longueur  CD,  ordonnée  de 
là  face  S'A' du  mur« 
L'élément  GDD'C  est  sollicité  par  les  forces  suivantes  : 

Fiff.  309.  1*  Sur  la  face  GC,  la 

^1  poussée  des  terres  que  nous 

avons  déjà  évaluée,  et  qui 
s'applique  au  milieu  E  de 
rintervalle  CG'  ; 


0 g. 


/ 


/ 


'I,.- 


tÂÊdSCMff' 

•^ 


I  I  s*  La  réaction  des  parties 


U'mU 


iinçr     supérieures  à  GD  ;  ellejte 
décompose  en  deux  forces, 
F  et  P,  appliquées  au  point  I; 

S""  La  réaction  des  parties  inférieures  à  GD';  elle  s'applique  en  un 
point  r,  défini  par  son  ordonnée  y  -)-  dy^  et  se  décompose  en  deia 
forces , 

les  forces  F  et  F  sont  dirigées  en  sens  contraire  de  F  et  P. 

^*  Enfin,  le  poids  de  l'élément,  que  nous  représenterons  par 
TL'udz^  U!  étant  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  ;  cette 
force  est  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'aire  GDD'C',  ou  à  la 
moitié  de  la  distance  GD  =  t/. 

L'équilibre  est  exprimé  par  les  trois  équations  suivantes: 

Composantes  verticales  : 

(i )  dP  =  U'udz  +  SikzdZ  810  f'  ; 

Composantes  horizontales  : 

(2)  'iF  =  2A«dzC08  9'; 
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Moments  par  rapport  au  point  £  : 

(P  +  dP)(y  +  ciy)-Py-FÇ-(F  +  dF)Ç-n'~dr  =  0. 

3U,en  réduisant , 

(3)  ydP  +  Priy  —  F(fc  —  |  lïu^dz  =  0. 

De  Tëquation  (2)  on  tire 

sans  constante,  parce  que  z=  o  doit  donner  F  =  o. 

L'équation  (1)  donne  aussi  P  au  moyen  d'une  quadrature  : 

P  =  Ç*  (H'tt  +  2A2  sin  9')dz  =  Az«  sin  9'  +  D'  \  udz. 

Jo  Jo 

L'équation  (3)  \a  nous  donner  y,  c'est-à-dire  l'ordonnée  du  centre 
de  pression.  Observons  que  ydP  +  Vdy  est  la  différentielle  de  Py  ; 
il  vient  donc^en  intégrant, 


Py  =  f  Fdz+in'f  U»(te, 

Je  ^         Jo 


oa,  remplaçant  F  par  sa  valeur  Az'cos^',  et  effectuant  Tintégration , 


Py  =  1  A^cos?'  + 1  n'  r u»(fe. 


L'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression  est  donc 


iuf'+n'y 


y  = 

Az'sin^'+II'V  vdz 


Les  quadratures  sont  faciles  à  £adre  lorsque  la  forme  du  mur  est 
donnée  ;  car  ti  est  alors  connu  en  fonction  de  z. 
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Si  au  lieu  de  terres,  le  mur  soutient  une  charge  d*eaa,  on  doit 

faire  7'  =  o;  en  même  temps ,  A  =  -^ ,  n  étant  le  poids  de  l'unité 

de  volume  d'eau.  L'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression 
devient  dans  ce  cas  : 


y  = 


iiu^  +  in'f  u»cte 

jq— — . 

n'  \  udz 


378.  Supposons,  par  exemple,  que  le  mur  soit  à  faces  parallèles. 
Alors  u  sera  constant,  et  l'équation  de  la  courbe  des  centies  de  pres- 
sion sera 

_  1  n  «•     1 

équation  d'une  parabole  KL,  qui  part  du  milieu  K  de  la  base  supé- 
_  3^^^         rieure  du  mur.  Pour  que  les  conditions  de  stabi- 
lité soient  satisfaites,  il  est  nécessure  que  y  soit 
partout  moindre  que  u  ;  si  donc  on  fait  z  =  A, 
hauteur  totale  du  mur,  il  faut  qu'on  ait 

ce  qui  donne 


OU  bien 


«>A\/^. 


Cette  condition  n'est  pas  suffisante,  mais  elle  est  nécessaire. 
Si  l'on  fait  n  =  1  000  kil.,  et  II'  =  2  âoo  kil.,  ce  qui  convient  i 
Teau  et  à  la  maçonnerie,  on  a  pour  condition  de  stabilité  du  mur 


u>  h 


\/ 


1000 
3  X  8500' 
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OU 

j-  >  0,36. 

874 .  Supposons  encore  qu'on  donne  à  la  face  B^A'  un  fruit  extérieur, 
et  que  u^  étant  la  base  Bff,  la  largeur  u  varie  suivant  la  loi  repré- 
sentée par  Téquation 

u  =  tt,  -H  ite, 
n  étant  un  nombre  constant;  on  aura 


Su*dz  =  u^*z  +  u^z*  +  -  n  V. 
0  3 


L'équation  de  la  courbe  sera  alors 


2  •^•^  '  î'"'  -«^â 


équation  d'une  hyperbole  qui  part  du  point  («  =  o,  y  =  -i.w  V 
on  du  milieu  K  de  la  base  supérieure  BB'« 


£qdiij6be  d'un  mur  vertical  soutenant  un  massif  de  terre  profilé 

SUIVANT  le  talus  NATUREL. 


376.  Nous  supposerons  f  =  9'* 

Soit  AB  la  face  interne  du  mur,  que  nous  supposerons  verticale^ 
BM  le  talus  indéfini  des  terres; 

AM   une  droite  faisant  l'angle  MAH  =  7  avec  l'horizontale  AH  ; 
La  droite  AM  sera  parallèle  à  BM.  * 
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La  construction  de.  Poncelet  consiste  à  Mte  Tangle  OAB = p  +  o', 
Fig.  m,  c'est-à-dire  =  sep.  Or  si  nous  abais- 

sons AI  perpendiculairement  à  B)I, 
Tangle  lAB  =  f.  Doublant  cet  angle, 
on  aura  la  droite  OA ,  et  la  poussée 

oblique  — ^  sera  donnée  par  la  for- 


^    mule 


COSf 

^  =in8inOAMxÂÔ\ 


ces  9      2^ 

OU  bien,  puisque  AB^sAO»  et  que 
OAM  =  90*»  +  y, 


-^  =  inco89xAB*; 
ces  9      2 


on  en  déduit 


Q  =  I  HAB'  x  cos«9  =  l  Hx  Ar. 


1 

2 


La  composante  normale  Q  =  EL  de  la  poussée  est  donc  égale  à  la 
poussée  totale  qui  serait  exercée  sur  la  paroi  Al  par  un  liquide  dont 
le  poids  spécifique  serait  n,  si  la  verticale  avait  la  direction  AI.  Les 
deux  poussées  totales  ont  d'ailleurs  une  seule  et  même  direction  ; 
car  Tune  EK  passe  au  point  E,  tiers  de  la  hauteur  AB,  et  fait  avec 
la  normale  EL  un  angle.  L£K  =  f  ;  l'autre  est  la  normale  à  AI,  et 
passe  par  le  tiers  F  de  cette  longueur  AL  Donc  elle  coïncide  avec  la 

direction  de  la  poussée  cherchée  EK  = . 

*^  costp 

_  • 

Prenant  sur  l'horizontale  EL  une  longueur  égale  à  -  nx  Al ,  il 

suffira  de  mener  la  verticale  LK  par  le  point  L,  jusqu'à  la  rencontre 
de  EK,  normale  à  AI;  la  longueur  EK  ainsi  déterminée  représentera 

la  poussée  totale  — ^. 

'^  cosy  . 

Faisons  AB  =  H. 

La  largeur  AD  =  t/  du  mur  doit  être  telle  que  le  mur  ne  bascule 
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pas  sous  cette  poussée  autour  de  son  arête  extérieure  D. 
n'  étant  le  poids  du  mètre  cube  des  matériaux  du  mur,  le  moment 

du  poids  du  mur  par  rapport  à  l'arête  D  est  n'wHx  -. 
La  poussée  EK  = =  i  nH*  cos  <p  a  une  composante  verti- 

cale  -  nH'cos(psinf,dontlebrasdeIeyierestti;cettecompo8antetend 

à  appliquer  le  mur  sur  sa  base  ÂD;  son  moment  s'ajoute  donc  au 
moment  du  poids.   L*autre  composante  est  horizontale;  elle  a  pour 

1  H 

valeur  -  IIH*  cos"  9,  et  pour  bras  de  levier  ^.  Elle  tend  à  renverser 

2  o 

le  mur. 
L'équilibre  exige  qu'on  ait  l'inégalité 

D'wHx  5  +  s DH*  cos  9  sin  9  X  u  >  5 IIH"  cos«  9  x  ^. 

La  limite  inférieure  de  u  est  la  valeur  qui  rend  les  deux  membres 
égaux,  c'est-à-dire  qui  satisfait  à  l'équation 

tt*  +  T77  H  cos  9  sin  ç  X  tt  —  rjp  H*  cos*  9  =  0. 
On  trouve  pour  cette  limite,  en  prenant  la  racine  positive, 


u  =  -^Ucos9  sinç  -H  ^ \~VL  C0S9  sin  9J   -h  3(pH*cos»9 


n  ti          /     sin  9  ,   4  /     sin«9  ,   H'  \ 
=  jj,Hcos9( g^+Y 4^+3n)-- 

Cette  valeur  est  la  limite  inférieure  de  l'épaisseur  nécessaire;  si 
on  l'adoptait,  la  courbe  des  pi*essions  passerait  au  point  D,  e^  il  y 
aurait  écrasement  en  ce  point  II  convient  donc  de  grossir  cette  limite 
en  la  multipliant  par  un  certidn  coefficient  de  stabilité,  qu'on  prendra, 

par  exemple,  égal  à  ^. 
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TABLE  DE  PONCELET. 


Si  l'on  suppose 


»• 


et 


11'  ~"  3* 


u 


on  trouve  pour  limite  inférieure  de  77  le  rapport  0,26 ,  et  pour 
limite  pratique 


0,2c  Xn=  0,36. 


ÉPAISSEUR  DES  MURS  DE  RËVÊTEME^TT  AVEC  SUBOHARGB  DE  TERRE. 


376.  Poncelet  a  donné,  dans  son  Mémoire  sur  la  itdbilité  des 
tevêtementSi  une  table  qui  fait  connaître  l'épaisseur  d'un  mur  destiné 
à  soutenir  une  charge  de  terre.  Nous  reproduisons  ici  cette  table, 
dont  les  constructeurs  ont  fréquemment  à  se  servir. 
Soit  H  la  hauteur  du  mur,  supposé  vertical  sur  ses  deux  faces; 

h  la  hauteur  de  la  surcharge  au-dessus  du  niveau  du  sommet 

du  mur; 
n'  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  du  mur; 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  terres; 
/  le  coefficient  du  frottement  de  terre  sur  terre  ou  la  tangente 

de  l'angle  f  ;  on  admet  que  l'angle  f'  est  égal  à  l'angle  f  ; 
b  la  berme^  ou  la  distance  laissée  libre  entre  l'arête  exté- 
rieure du  mur  à  son  sommet  et  le  pied  du  talus  de  la  sur- 
charge. 

Fig.  Si2. 


L'épaisseur  du  mur  u  sera  donnée  par  le  tableau  suivant  : 
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377.  On  trouve  dans  cette  table  les  valeurs  convenables  du  rapport 

77,  en  fonction  du  rapport  ^  et  des  autres  éléments,  •=-,  ^et  6;  si  1^ 

valeurs  de  ces  rapports  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  données  de 
la  table,  on  aura  recours  aux  interpolations. 
La  formule  suivante , 

u=0,845(H+A)y^xtang(45--«|), 

donne  approximativement  les  mêmes  valeurs  que  la  table;  »l  Ton  cal* 

n' 

cule  la  valeur  de  u  par  cette  formule  en  faisant  ^  =  45*  et  -~  =  i  ,5o, 

on  trouve  u  =  o,285  (H  +  A).  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  surcharge,  on 

prend  ordinairement  ti  =  •=  H.  Pour  les  murs  de  quai  à  la  mer,  il  Qst 

o 

prudent  de  faire  u  =  o,4o  H.  ' 

Poncelet  a  aussi  donné  dans  son  mémoire   des  tables  qui  abré- 

0  ! 

gent  le  calcul  de  la  poussée  totale,  — ^,« 

^  cosç  , 


r.KMARQUE   SUR   LES  MURS   DE   RÉSERVOIRS. 


378.  Soit  ABB'A'  le  profil  transversal  d'un  mur  de  réservoir,  sou- 
tenant les  eaux  sur  sa  face  verticale  AB.  L'autre  face^B'A'  présente  une 
certaine  inclinaison. 
Preqons  sur  l'horizontale  du  point  A  une  longueur  AE=AG.  U 

poussée  de  Teau  sera  appliquée  au 
point  H  au  tiers  de  la  hauteur  AC, 
et  elle  sera  représentée  par  le  poids 

du  triangle  d'eau  EAG,  ou  -II  A*,  eu 

appelant  n  le  pqids  du  mètre  cube 
d'eau  »  et  A  la  hauteur  AC. 
Le  poids  du  mur  peut  être  supposé 


B' 
/ 

FIg. 

St3. 

1 

C 

T> 

N 

V 

/  \7 

\ 

!•          /i 

r' 

i 

B 
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appliqué  au  œutre  de  gravité  G  du  trapèze  ÂBB'A\  et  il  est  égal  à 

n' 

•--  Hx  (b+b')  ybetb'  étant  les  bases,  AA'  et  Bff,  du  profil,  H  sa  hauteur 

et  n'  le  poids  du  mètre  cube  de  maçonnerie. 

Si  la  résultante  R  des  forces  F  et  P  vient  couper  la  base  en  un  point 
I,  voisin  du  milieu  de  AA',  la  pression  sera  répartie  à  peu  près 
paiement  sur  la  fondation  du  mur. 

Le  fruit  donné  au  mur  sur  la  face  A'  B'  rapproche ,  à  égalité  de 
surface  transversale,  le  centre  G  de  la  face  BA,  et  l'éloigné  de  l'arête 
A'  ;  cette  indinaisoo  contribue  donc  à  égaUser  les  pressions  dans  le 
plan  de  la  base. 

Si  au  contraire  la  face  inclinée  du  mur  était  celle  sur  laquelle 

s'exerce  la  poussée  de  Teau ,  le  fruit ,  à 
égalité  de  surface ,  rapprocherait  de  l'a- 
rête A'  le  point  de  passage,  I,  de  la  ré- 
sultante des  forces  F  et  P,  et  par  suite 
la  répartition  des  pressions  sur  la  base 
AA'  senùt  très  inégale,  et  il  pourrait 
y  avoir  écrasement  des  matériaux  au 
point  A'. 

379.  Lorsqu'un  mur  de  réservoir  reçoit  la  poussée  de  l'eau  sur  l'une 
de  ses  faces,  on  détermine  ordinairement  les  sections  transversales 
de  ce  mur  de  manière  que  chacune  résiste  à  la  poussée  individuelle 
qu'elle  reçoit  ;  alors  le  mur  résiste,  pour  ainsi  dire,  à  la  façon  d'un 
barrage  à  aiguilles.  Lorsque  la  vallée  qu'on  se  propose  de  fermer  par 
un  mur  est  très  étranglée  à  l'aval,  on  peut  adopter  une  autre  solution, 
et  donner  à  ce  mur,  en  plan,  la  forme  d'une  voûte^  dont  les  sections 
horizontales  résistent  individuellement  à  la  poussée  de  l'eau;  le  mur 
résiste  alors  à  la  manière  d'un  barrage  à  poutrelles.  Dans  certains 
cas,  cette  seconde  solution  peut  être  plus  économique  que  la  pre- 
mière. 
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BOTÉB  DES  IZKUa. 

390.  Pkncelet  &  àoaaé  le  Bem  dt  kvcie  ât$  «mai  k)a.  itiK» 
qu'un  mur  de  revêtement  épronTcraît,  aH  téàût  àk  p9Wêe= 
massif  qu'a  supporte,  de  Is  part  des  terres  qaisaotsIaéesM pis,; 
ce  mur,  sur  sa  face  extérieure. 

Le  mur  ABB**',  par  ensople,  reçoit  h  poussée  dw  fcn»  P^ 

en  CDE,  et  bute  contre  les  terres  FK,  qui  s'élèvent  mi  hh* 

X  dip  la  face  eitérrêjnre  dn  nror. 

^medet  a  appIEqné  à  hi  Intée  des  terres  les  principes  qu 

n»  »!»-   .  ont  serrt  à  résoudre  le  problème  i 

''iraaw   ponssée;  H  a  admis  que  lorsque  le  k 

se  déplace  latéralement  sous  l'âcwt 

h  poussée  du  masnf  CDE,  m^ 

A'LK  des  terres  butantes  tcoi  i  - 

monter  le  long  du  plan  Al  ;  ei . 

cbertiié  riDclinaison    à    attriboer  i 

plan  pour  que  la  rftwCawec  esnep 

*nle,  opposé^  ao  déplacement  dn  mnr,  smt  h  plœ  prfte  pari^ 

Ce  mimumm  ime  fois  détemmië  pent  aenv  &  ndealer  la  liàt» 

iTépaîaseur  qu'A  coiment  de  donner  h  h  n^çoBoerie  pwK 

compte  du  Burcnift  de  stalAté  ffliirai  par  la  priBoact  dfs  ta^ 

ai  FI. 

Cette  tfcêorîe  iiçémeose  repose  snr  m»  Irfpotbése  que  fui* 
Tation  ne  yérifie  pas.  Loraqo'uD  mur  cède  h  la  poosaée  *s  w* 
on  remarqm  qne  te  masrif  tfo  terre  aer  â^ànt  t  peu  prts  aè* 
on  pfen  incFuié  passant  par  FarMe  A  la  ptos  Emsse,  ce  qc- 
d' accord  avec  les  suppositions  qui  servent  de  base  à  la  ibM*) 
la  poussée.  Mus  on  ne  remarque  pas  que  les  terres  bautic 
séparent  pour  remonter  le  long  d'un  plan  incliné  pasu>  '' 
l'arête  A' du  marj  tantôt  elles  se  compriment,  tantôt  elles  P'^ 
sans  se  diviser,  lantételles  maintiennent  immobile  lepietl<l>)°'^' 
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cootribiieni  ainai  à  le  faire  basculer  autovr  de  l'arête  A'.  Il  serait 
donc  bien  difficile  de  traiter  la  question  de  la  bâtée  dans  tonte  sa 
généralité,  et  il  est  plus  sûr  de  ne  pas  diereher  dans  la  butée  une 
raison  de  réduire  lea  dimensions  du  mur.  La  présence  des  terres  bu- 
tantea  augmentent  la  atabUité  du  revêtement,  calculé  pour  réûster  à 
la  poussée  des  terres  qu'il  soutient. 


SUPPLÉMENT  AU  LIVM  lY^ 


aifiFAlTinON  BB8  PUSSIONS  DAMS  ON  HAS8IP  HCftËPOn  IM  UN  SKIS 

ra  TBRIB  SANS  COfltoOR  (1). 

SSf .  DtMàrOvHmt  des  preniont  autour  d'un  point  0. 

Fig.  8K.  Par  le  point  0,  ou  plutôt  ptr  la  droite  projetée  sar  la 

flgare  «n  oe  point,  menoni  tfeux  plans  rMftmgulairts  OX, 
OY;  leur  intersection  projetée  en  0  est  parallèle  à  la  di- 
■MBsion  hidéfliiie  da  naâilf  ;  eMibns  ^ce  massif  par  un 
pita  AB»  OMUéy  paraUètemeni  à  cette  intersection,  à  une 
distance  infiniment  petite  da  point  0»  et  écrivons  les  équa- 
tions d^éipiilibre  do  système  pdamatlqBA  compris  sous  les 
trois  faces  ÀB,  BO,  OA. 

Les  forces  qui  agissent  sur  ce  système  sont  les  pressions 
ttlalift  d«  mMaa  enftfonwBt»  et  bi  force  extérieure  appli- 
quée directement  an  aaléanlm  oamprisea  sous  eea  trois  plans;  mais  les  pressions 
sont  proportionnelles  aux  sorfiices  sur  lesquelles  elles  s'eiercent,  tandis  que  la  force 
eitérlenre  est  proportionnelle  an  tolone  du  prisme,  leqodL  ea&  Inflnimeot  petit  par  rap- 
p«C  mn  awItoM.  gaaii  enlididéaoltKOlndéflnlmeat  les  dimensions  AO  et  OB.  Dans 
nos  équations  d'équilibre,  nous  n'arons  donc  pas  à  tenir  compte  de  la  force  extérieure. 
(Cf.  Hydraulique,  §  &.) 

l.a  pression  totale  qui  «fexerce  sur  une  face  quelconque  OA  n'est  pas  nécessairement 
normale  à  cette  face;  mala  éUe  est  décomposable  en  d«ix  foieeSy  Tune  Nj  normale, 
l'autre  T  tangentielle,  chacune  de  ces  composantes  représentant  la  force  rapportée  à 
Tunité  de  surface  (ou  à  l'unité  de  longueur  mesurée  dans  le  plan  de  la  figure,  en  ad- 
mettant que  le  prisme  ait  pofpendàanliifeawiit  à  «  plan  une  longueur  égale  à  l'unité). 
De  même,  sur  la  face  OB,  nous  aurons,  par  unité  de  surface,  une  force  normale  N^ 
et  ane  force  tangenUelle  T.  Cette  force  tangenUelle  est  égale  à  celle  qnl  agit  sur  la 


(t)  Théorie  de  M.  Maoricê  LéTy,  ingénienr  des  ponts  et  chaoctéee  (Compta  reudut  de  V Académie  det 
talnm  k  ft  i«im  HSS),^  Teiffk  Mliie  wyt  ésns  i»  il— alrt  êm  fêuH  §t  atmaêtàeê,  MMéeiSTO, 
V  «Ws  é»  IL  CoiiiUlit,«l  asBée  l«73yiiB  iitickéeH  VImmM,  i^nauit  les  ncherehes  de  Ben- 
Une.  On  pent  eonsnUf^r  snr  U  qnestion  un  trayail  de  M.  CSeiare  Geradini,  intitnU  :  EsposizUrne  eto- 
meiUate  detla  Seorw  déli*  equilibrio  delU  terre  priwe  di  eoeeiem.  {fUatik  As  PeàUemiide^  vok  XXUI.) 
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faoe  OA,  en  tctIu  do  principe  Indiqué  dans  la  note  de  la  page  229  ;  c»  le»  deax  faoes  0.\ 

et  OB  forment  entre  elles  un  angle  droit  ,    «,,  .  ^^^  4.«..«_ 

Sur  la  face  oblique  AB,  noua  aurons  une  composante  normale  N  et  une  langw- 

tieUe  T'.  que  nous  pouvons  déterminer  en  fonction  de  N^,  N.  «t  T,  en  employant  les 

équations  d'équilibre  des  forces  projetées  sur  les  axes  OX  et  OY. 
Soit  BAX  =  flt  ;  la  force  T  fait  arec  Taxe  OX  un  angle  égal  à  «,  et  avec  1  angle  0^ 

uD  angle(a -  |);  la  force  N',  normale  à  T,  fait  avec  k»  mêmes  axes  des  angles 

-(y-»)  et  a. 
Soit  AB  =  a;  nonsaoroos 

OA=acos(«  — a), 

•  OBssacosL  — jj, 

et  les  équations  des  projecttons  des  forces  deviennent,  parallèlement  à  Taxe  OX, 

N,X«co8(a-î)  +  TxacO8{«-a)+N'acos(Ç-a)+racos«=0, 

et  parallèlement  à  Taxe  OY, 

NjXacos(ir-ci)  +  Txaco8(a-|)  +  N'aco8«  +  racos(«-5)=0; 

on  bien,  en  supprimant  le  facteur  a  et  en  réduisant, 

^      N,sln«—  T  cosa  -  N'sina  +  rcosa=0, 
Tslna— Njcosfli-i-  N'oosa-J-T'alnaasO, 

équations  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  i  N'  et  T'. 
n  vient 

N'=NiC0S»a  +  N,8in«tt  — 2Tcosaslna, 
(0  r=(Ni  —  N,)slnaoosa  +  T  (cos««  —  sln'a). 

De  ces  relaUons  on  Ure  les  conséquences  suivantes  »  ii««„«iiii.  reffêrl 

!•  On  peut  toujours  trouver  deux  directions  rectangulaires  suivant  lesqnellas  l«ire»i 

tangentiel  T' soit  nul. 
il  suffit  en  effet  de  poser 


ou  bien 


ce  qui  donne 


(Ni  —  N,)  sln«  cosa  +  T  (cos*  «  —  sln««)  =«  0, 
i  (Nj  —  N,)  sln2«  +  T  cos2tt  =s  0, 

2 


2T 
(2)  tang2a=- 


Ni-N, 


A  cette  valeur  de  tang2a  correspondent  deux  arcs  compris  enire  léro  et  2ir,  et     • 
férant  entre  eux  de  la  deml-clrconférenoe;  ee  qui  fait  pour  a  deux  valeurs  comprise* 


entre  zéro  et  «,  et  dUTérant  de  -. 
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En  chaque  point  du  massif  passent  deux  éléments  rectangulaires  le  long  desquels  les 

pressions  sont  normales.  Les  courbes,  on  plutôt  les  surfaces,  le  long  desquelles  cette 

propriété  a  lieu  sont  appelées  isostatiques  ou  ùrthopiiziques.  Le  long  de  ces  surfaces, 

le  massif  a  la  principale  propriété  des  fluides  en  repos,  de  développer  des  pressions 

normales  aux  éléments  sur  lesquels  elles  s'exercent. 

T' 
i*  En  cliaque  point,  le  rapport  ~  change  avec  Tangle  a,  et  sa  valeur  absolue  passe 

par  un  maximum,  qui  ne  peut  être  sapérieur,  dans  un  massif  en  équilibre,  à  la  valeur 
f=ss  tang  9  du  coeiRcient  du  frottement  des  terres,  car  la  résistance  an  glissement  ne 
croit  pas  au  delà  de  la  limite  /N.  On  se  placera  donc  dans  la  condition  la  plus  défavo- 
rable à  la  stabilité  du  massif,  en  supposant  que  ce  rapport  atteigne  en  valeur  absolue 
la  limite  f. 

T 
Pour  chercher  les  directions  suivant  lesquelles  rr  a  sa  plus  grande  valeur,  nous  pou- 

N 

voDs  supposer  que  les  axes  OX,  OY  ont  été  dirigés  au  point  0  suivant  les  lignes  pour 
lesquelles  le  frottement  est  nul,  et  faire  T^O  dans  les  équations  (1);  accentuant  les 
lettres  N|  et  N,  pour  distinguer  leur  poovelle  sIgniflcaUon,  il  vieat 

(3)  N'  =  S\  co8«  a  +  N',  8in««, 

T'  =  5(N'i-N',)8inJ«, 

et  l'on  a  à  déterminer  la  valeur  de  a  qui  rend  maximum  le  rapport 

r  _    i(NS--N-Jsln?a 
^^  N'       N'tC08«a+N',sin«a* 

Abstraction  faite  du  facteur  constant  N'i  — N'^,  on  peut  mettre  ce  rapport  sous  la 
forme 

1 

N'icota+N'jlanga* 

de  sorte  que  le  maximum  cherché  correspond  au  minimum  du  dénominateur 

N'tCOta  +  N',Unga; 

on  obtiendra  la  valeur  de  a  en  égalant  à  xéro  la  dérivée  de  cette  fonction,  ce  qui 
donne 

N't  X  -V  -  N'i  X  ^  =0, 
cos'a  sm'a 

on  bien 


De  la  relation  (5)  on  tira 

cos^a  =  ...    .  ^..  ,       sin* a  = 


N't  +  NV  N'i  +  NV 

T' 
Substituant  dans  (4)  et  faisant  --  =  =b  /",  il  vient 

.  .         (N'i-N^y/Nyï^  _      1  N\-N^. 
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Les  d«ux  diredioBs  ddflniM  par  oai  yalean  paartfeultènt  de  fnglê  «  tout  symé- 
triques par  rapport  aox  ligiiM  UosiidqoM.  Ce  sont  les  dfareetioiit  des  ligne»  de  gltue- 
ment  du  masHf. 

Pour  les  déterminer  dans  le  eas  ^néraf  où  Tes  aies  ne  sont  pas  dirigés  soivasC  les 
lignes  orthopiésiques,  on  remarquera  qui!  suffit  d'aJoQfer  Tangle  dont  la  tangents  m, 

égale  i^  \/  rr  i  l'angle  donné  par  l'équation  (2),  qui  définit  ces  dernières  lignai. 

L'équation  (6),  qui  suppose  les  axes  dirigés  d'une  maniera  particulière,  se  tranalKme 
dans  le  cas  général  en  y  mettant  poar  M'|  et  M  «  ^  Talenn  des  psesiiinna  nomalaik 
sitiTant  les  mêmes  directions. 

Or,  on  peut  écrire  les  équations  (1)  sous  la  forme 

« 

N'==  1  (N|4.  N,)  +  ?1ZJ!?  cosîa— T ilnJ«, 
r=l(Ni-N^sin3a  +  Tcos3a, 

.       ,      .  1  +  cos2a  I  —  eosSa 

en  remplaçant  ces»»  par et  iln"a  par . 

2  3 

De  l'équation  (2)  on  tire 

2T 


sin2a= 
i2«s::b 


Dono 


les  signes  se  correspondant  ;  on  bien 

Telles  sont  les  valeurs  des  pressions  normales  suivant  les  deni  lignée  orthopiéafgiiee. 
Luur  difTérence 

K'i-N',  est  égale  à    v^iT*  f  (Nj-ry^ 

et  leur  moyenne  proportionnelle 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6),  11  vient  entra  laa  ImIb  feMaa  0Ih  ^  •&  ^ 

l'équation  de  condition 

(7)        -=^^^^==dbr=\AË±<ïEl£. 

V(N,  +  NJ»-4T«-(K,-N„«  V     4N,N,-4'P 
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qui  ex^ine  ga'eD  eha^nt  ptiot  piflittit  deu  OMirbes  la  long  daigQtUet  la  maaif  art 
svJa^ni  de  idister. 
âiron^oia/=laog%liaqiiatloon]  davlart 


det  pÊftisicm  itim  pMat  À  /Aitf re  Ju  massif. 
Jff. 


-0+ 


PreniMMi  deu  aies,  Fun  OX  iMirtianlaV  l'antre  OY 
leitkal,  el  exprimoos»  eonaa  on  le /ait  ea  hjMb»- 
atatique,  l'équilibre  do  prisme  reetangolaire  indé- 
fini projeté  en  ABCU,  8oo<  ractlon  de  son  poids 
JIiéac4<|i^«t4es  pneaioas  laDgentielles  et  normalea 
qoi  agissent  snr  ses  quatre  faces. 

Les  coMpeeutespacallèles  à  OX  nous  donneront^ 
en  supposant  que  les  pressions  se  retrenvent  sur 
deux  fÉioes  oppescei,  changées  de  signe  et  augmen- 
t4at4etaar«ffénaMle  partielle  reUUye  à  U  coor- 
donnée qui  Tarie^ 


on  bien  en  réduisant 
Les  composantes  parallèles  à  OY  donnent  de  même 

éqnatlMi  qniaa  féikitt  A 


dy        dx 


L'éqnstion  des  moments  ne  noos  apprendrait  qn'one  dnaequasani  «a^wis^Qi, 
saToir  que  les  composantes  tangentielles  T  sont  les  mêmes  sur  les  denx  faces  rectan- 
gulaires. 

Ces.  deux  équations  (9)  et  (10),  Jataiss  à  Téquattai  de  condition  (8),  définissent  ana- 
lytiquement  les  trois  fonctions  Ni,  N^  et  T. 

La  fonction  T  s'exprime  iiaitoMent  à  l'aléa  ^tes  4au  nirtnss  or  «î  l'as  aRiitliMe 
l'éqnation  (9)  par  dy^  l'éqnatlon  (10)  par  dx^  et  qu'on  ajonta,  on  obtient  la  relation 
générale 


(10 


dT  et  Udx  étant  des  dlflérentleUes  exactes,  il  est 


qna  la  fraction 


dy 


dW, 
dx 


i  dx+^dy 


sali  aniii  IntégraUe,  ce  qui  faornlt  la  nauTelIe  oonditlan 

dy*  ~  dx*  ' 


(tt) 
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Nous  ne  saifroDS  pas  H.  LéTj  dans  rintégratlon  det  trois  équations  (8),  (9  et  (10). 
et  nous  donnerons  seulement  les  principaux  résultats  anxqaéis  conduit  son  analyse, 

Les  surfaces  de  glissement,  dont  la  théorie  de  Poncelet  faisait  des  surfaces  planes^ 
put  en  général. des  surfaces  courbes.  Elles  sont  planes  cependant  dans  le  cas  particulier 
>ù  le  massif  se  termine  à  un  talus  indéfini,  indlné  à  rhorlion  d'un  angle  ç  égal  à  celui 
du  frottement.  Dans  ce  cas,  les  deux  théories  sont  d'accord. 

Si  le  massif  se  termine  à  un  plan  incliné  faisant  avec  lliorlion  un  angle  m  moindre 

Sue  9,  on  obtient,  pour  un  point  quelconque  situé  à  une  profondeur  TCrticale  h  an* 
essous  de  la  surface  libre,  les  valeurs  suivantes  des  forces  Ni,  Nf  et  T  s 

N,  =  — r-  (co8«©  +  Rsin'»). 

COS*Ç 

„       IlAcofi'w  _ 
N,  = =— R, 

CUb'9 

_      nAsiococosci»  ^ 

T= ' R, 

cos'f 

le  iicteor  R  étant  donoé  par  réquation 

R=:co82<o  +  sin*9— cosf  V  *i>^  (9  +  ^)  ^^^  (9  ~-  ^)* 

La  poussée  totale,  -^9  exercée  sur  la  paroi  verticale  d'un  mor  de  hauteur  H  par  un 
massif  dont  le  profil  supérieur  est  Incliné  au  talus-Umlley  a  la  valeur 

^   =:IIH*eosr9 


fiOSf       t 


comme  lUndlquerait  la  théorie  de  Poncelet 
M.  de  Saint- Venant  a  reconnu  nn  autre  cas  où  11  y  a  accord  complet  entre  les  deux 

théories  :  c'est  celui  où  la  paroi  du  mur  est  inclinée  vers  le  dehors  d'un  angle  t=s  r— ^t 

4     2 
et  où  le  massif  est 'arasé  borisontalement  au  niveau  du  couronnement  du  mur.  La 
poussée  totale  a  pour  valeur 

-2.     'nH.i^. 

COS9      2         cos*s 

888.  Faisons  quelques  applications  de  la  nouvelle  théorie. 
1*'  cas.  Surface  supérieure  horizontale^  uasQ- 

R=l  +  8ln'(p— 2cos9sln9 
N.  =  -Si;xR 

T  =  0. 
Les  directions  isostatiques  sont  données  par  l'équation  ^^2«=;-- — ;r-=0;  Tune  est 

H| — N| 

horizontale,  a=0;  l'autre  verticale,  La  pression  totala  exercée  sur  un  plan. vertical  est 
par  conséquent  nulle. 
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3*  cas.  Surface  supérieure  inclinée  en  talus  naturel,  10=7. 

R  s  6MS9  +  Sin*9  =  C06*f, 

N9  ==  nA  X  R  =  nA  oosSç^ 

Ni  =  IIA(I  +RtaDg>(p  =  nA(l  +8la<9), 

T  =  DA  — !L_-Î  X  co»*©;=  nA  gio  •oot9« 

■ 

Les  directions  iflMtaUqnes  sont  données  par  la  formule 

*  *  "*  nA(l  +  sln«9)  -  m  cosSf  *  ^^' 

«       o        ^  81:       9 

ce  qni  conduit  à  «S7i^x     ^   a=:  — —  f, 

4       2  4        3 

La  poussée  totale  exercée  sur  nn  élément  plan  ^rtical  est  la  résultante  de  N,  et  de  T, 
ou  de  IIAcos*9  lioriiontale,  et  de  nAsin^cosf  Terticale;  elle  fait  donc  Tangte  9  avec  la 
normale  au  plan  Tertical. 

3*  cas.  Supposons  que  ca  soit  compris  entre  0  et  9.  Le  rapport  de  T  à  N|  représente 
toujours  rindinaison  sur  la  normale  de  la  presAion  eiercée  sur  cet  élément  plan  vertical. 

Or  00  a 

T      sinucoscd 

—  = — =UngM; 

Nt        cos\* 

d'où  11  résulte  que  la  poussée  exercée  sur  un  mur  Tertical  par  un  massif  ébouleux  ter- 
miné par  un  plan  indénni  Incliné  de  l'angle  w  sur  Tiiorizon,  est  parallèle  à  la  ligne  de 
plus  grande  pente  de  ce  plan.  Ce  résultat  a  été  indiqué  par  Ranklne,  Il  ne  s*étend  pas 
aux  Taleurs  négatives  de  ». 

SS4.  Signalons  aussi  le  mémoire  de  M.  Curie,  commandant  du  génie,  sur  la  poussée  des 
terres.  M.  Curie  adopte  les  bases  des  théories  de  Coulomb  et  de  Poncelet,  mais  an  lien 
de  chercher  le  maximum  de  la  poussée  totale,  il  cherche  le  maximum  de  son  moment 
par  rapport  à  Taréte  inférieure  du  mur  autour  de  laquelle  le  renversement  tend  à 
s'opérer.  Cette  méthode  peut  conduire  à  one  certaine  augmentation  de  l'épaisseur  des 
murs  de  soutènement.  Quelle  que  soit  la  méthode  suivie,  les  formes  et  les  dimensions 
de  murs  adoptées  par  Vauban,  et  sanctionnées  depuis  par  deux  siècles  de  pratique^ 
peuvent  servir  de  guides  et  fournissent  à  Tart  de  ringéoieur  de  précieux  renseigne- 
ments (I). 

Nous  noas  contenterons  d'en  donner  quelques  exemples.  Soient 

H  la  hauteur  d'un  mur,  entre  le  plan  de  la  fondation  et  le  couronnement; 
A  la  tiauteur  de  la  surcharge,  c'est-à-dire  du  massif  de  la  plongée  au-dessus  du  cou- 
ronnement; 
e  l'épaisseur  du  mur  en  couronne. 


(1)  La  dép«nie  de  conttrnction  dM  mars  D*est  pts  proportionnelle  à  lear  épùneiir,  car  an  prix  dn 
cube  de  la  maçonnerio  t'ajoute  le  prix  des  ragrémentiet  des  rejomtoiemantt,  sans  compter  le  prix  da 
cordon  et  do  parapet.  Concluons  de  li  avec  Dapuit  (TrêUè  âe  ViquUikre  des  voiteSt  p.  8)  qu'il  n'y  a  pu 
intérêt  à  réduire  au  mininaum  strict  l'épaisseur  d'un  mur  de  soutènement,  et  qn'oa  peut  sa  donner  à 
bon  marcbé,  en  soirant  les  exemples  connus,  une  sérieuse  garantie  de  stabilité.. 


Lei  dlmcmioQt  adoptée*  p«T  Tioban  et  nUerin  nir  un  gnud  Boaùm  da  m»  on- 

vnsea.MDt  donnée*  approil- 

tCoto.  en  pied<  d*  BmJ  mUwment  par  la  rormiJe 


La  mur  refoit  un  fnitt  a* 

titton  4e  1 1  ^ .  La  hea  bi- 

leroa  eat  TOTtlcile. 

L«  mur  ttt  Teoroné  dn  oilé 
de*  lenci  par  deacoDlre-tutt 
dont  U  *iUlle  eil  donnée  pu 


j +  !>-.». 

Ltlmeurda  eoainloitk 

B 

M  ndn  '■t  |T  +  0.K;  la 

qneoe  n'a  en  latgoar  qaa  lit 

-  de  esUa  dlmemloa.  Le  M» 


forl*d'aBi«a  ai 
naatde  U  tMa<4->(0,  pw 
la*  «cuda  ■■■■■  jMfu'A  M 
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inDICATIONS  DB  HOOTUDX  TRATAIIX  BDR  LÀ  POUSSiK  DBS  TÙtUI. 

385.  La  poniaée  de*  terre*  ■  été  l'objet  d'nne  foule  de  recherche*  réceote*,  dont  El  e*i 
péeaMialra  de  dire  quelqae*  inoU.  Ce*  recbarcba*  panvaatta  partager  *■  troka  rIaMna  i 
rechercbe*  giomélri//vn,  recherche*  analyliquet,  recherche*  rxpirimenlalet. 

»KliercÂe*  gioméirifutM.  1*  ll.lIaMiMd'Oa^M,«èfeiDainleaiia*paaUrtck*i»- 
*ée*.  a  d«BMé.  M  IMi,  om  iKtlteatlM  de  la  «oalfMUan  q«'ï  mnU  lail\mti  pow  la 
reaberdM  daaaflbrta  lalérten*  êtnttpft»  dana  la  Beik»  de*  pmtraa  Aollea  (S  IK)  ft 
la  rwftiMihi  4%  la  diatrlbatla*  4M  pieesfeni  ante>iiT  d'an  peint  dan*  nn  sMaH  de  ttn« 
pnlTéruleot.  Si  l'on  eemldère  N*  et  T*  (Sg.  lit]  eomme  let  cooidoonét*  reciaDgIet  d'uD 
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poirit  variihle  V,  on  Tgooiioalt  en  élliniDant  a  entre  les  éqnatloi»  (1)  (p.  676)  que  le 

fig.  S19.  point  1  décrit  un  oerck  déterminé  quand 

l'angle  a  Tarie. 
Le  centre  G  de  ce  cercle  est  à  la  distance 


^_NffN,  ^^  PorigQe;  le  rayon  CM  est 
^  à  Y/^îÎ!riîiy+T»,et  al  l'en  prend 


sur  le  eercle  le  point  A  ponr  lequd  on  a 
T«'=OH=rTii,  T'srHÂssT,  fangte  ACM  sera 
égal  à  Tau  L*angle  MOP  représente  l'angle  de  la 
pmsion  létale,  résultante  de  T  «t  N',  exercée 
inr  le  plan  dont  l'iMttMdien  mH  «,  «vee  la 
normale  à  ce  plan. 

t*  V.  Jteqnter,  fngénteardesfonfs  etdiaassées,  a  inséré  dans  les  Annales  d'avril  1682^ 
im  mémoire  sur  la  dtotribatlai  des  pressions  antonr  dTnn  point.  IVons  en  extrairons  k« 


Tlg.  910. 


itmirqnes  snlTintes  s 
Soient  OX,  OY  les  direetions  isostatiqnas  an 

p  et  9  les  preMions  normales  par  unité  de  Ion- 
gnenr  sur  les  éléments  OA  :=  a,  0^=6; 

N  et  T  les  composantes  de  la  pression  totale  F^ 
développCe  par  unité  de  Irnigoeor  snr  lliypot^ 
nnse  AB  du  triangle  ABO  ;  l'orientailoo  de  cet  élé- 
ment est  éennée  par  l'angle  BAX  =  a;  l'angle^ 
«t  fingle  qui  fail  la  force  F  avec  Taxe  OX. 

Si  l'on  écrit  les  équations  d'équllibra  des  trol» 
forces  p,  9,  F,  projetées  sur  les  deux  axes,  on  dk 


de  pins 


F  v'a'  +  ^slnp=pa; 


-  =  — tangou 
a 


SI  l'on  divise  la  seeonde  équation  par  la  première,  il  Tient  la  relation 


tangaxtangpK— £.. 


Lb9  deux  dirediam»  éifmiÊÊ^  rmm  ptr  f^Htglm  m  (dMaMÉ  flaa^  rondrt  pmr  ftmgie  ^ 
(pmsriea  teirie  inr4Bel  tttewl}  aan<  éom  ce ViipMé>i  à  la  ta^Mi  deadtauÉMm 
d'une  «Ulpse. 

11  en  sésnile  ane  èontmcfien  péainétfiqee  Me  dmple  fil  fonHl  de  tnsi 
des  directions  dès  qu'on  eonnalt  l'autre. 

Sett  OX  i'aMàjMtirdutBai#n—naraiasaunies  a  «t  ^  a  Ite  irit  «««»  «n  i* 

tangp  Iniaie»  et  pur  nalls  Jls:  -;  de  sorte  que  faxe  0T«  pcrpendieulalre  A  ÛX»  iaè 


Au  leu  de 


isi  nnglea  p  A  pvtir  ée  OX,  iioes  pooreus  donc 


ccmpler  à  partir  de  0Y«  ëi  dans  le  même 


les  angles  ^'«s^'— j. 
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Traçons  deux  nouvelles  directions  conjuguées  OU  sous  l'angle  MOX  =  «,  et  ON 

Boos  l'angle  NOY=  p',  satisfaisant  à  l'équation 


Pig.  321. 


n 

tangatangp'=^. 

9 


Faisons  passer  par  le  point  0  un  cercle  quelconque, 
qui  coupe  les  quatre  directions  OX,  OM,  OY,  OM,  aux 
points  P,  M,  Q,  N,  et  menons  les  cordes  MN,  PQ. 
Celle-ci  est  un  diamètre  dn  cercle,  puisque  l'angle 
QOP  est  droit.  Leadeux  droites  PQ  et  HN  ae  oonpeot 
en  un  point  G. 

Joignons  QM,  QN,  PN  et  PM.  Noua  formona  ainsi 
deux  triangles  MQN^  IIPN,  qui  sont  inscrits  dans  le 
même  cercle.  Or  dana  tout  triangle  inscrit,  le  produit 
de  deux  côtés  e^t  égal  an  produit  de  la  haoteor 
par  lé  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Abaissons  les  hauteurs  QH^  PI  perpendiculairement  à  UN,  et  appliquons  le  théorème; 
il  vient 

QNxQM  =  QHxPQ 
PN  X  PM  =  PI  X  PQ. 

Donc  en  divisant  et  observant  que  les  triangles  CQH,  CPI  sont  semblables. 


PN      PM'_  Pj  __gP 
QN^QM""QH'~CQ 


Or  on  a 


îî^  =  cet  QPN  =  col  QON  =  cot  p' =  cot  f  p  —  I  j  sa  — tang  p. 


PM 


=  tang  PQM  =  tang  ou 


Et  comme  tang  a  tangp  =  — «,  quantité  constante,  on  a  ausal 

PCp 


et  le  point  G  est  fixe  sur  le  diamètre  PQ,  quel  que  soit  Tangle  ou 

SL  donc  on  connaît  en  nn  point  0  deux  couples  de  directions  conjuguées,  on  n'anra 
qu'A  déterminer  le  point  G  en  les  coupant  par  un  même  cercle  passant  par  le  point  0  ; 
toute  corde  de  ce  cercle  menée  par  le  point  G  déterminera  deax  nouTellea  directions 
conjuguées,  dont  l'une  représentera  la  direction  d'an  élément  plan,  l'antre  la  direction 
de  la  pression  totale  correspondante. 

S86.  Recherches  expérimentales.  Nous  signalerons  en  France  les  recherches  de  H.  Go- 
bin,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  snr  la  poussée  des  terresi  et,  en  Angle- 
terre, celle  de  M.  George  Howard  Darvrin,  professeur  an  Trinity-Gollege  de  Cambridge, 
sur  le  même  sujet.  On  trouvera  le  compte  rendu  des  premières  dans  les  Atmaies  des 
ponts  et  chaussées^  août  i883;  les  autres  ont  été  communiquées  à  V Institution  des 
ingénieurs  civils  de  Londres,  et  on  en  trouTera  l'analyse  dans  les  Annales  des  ponts  et 
chaussées,  novembre  1883,  par  MM.  Flamant  et  Boussinesq. 
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M.  GobiD  conteste  l'exactitude  de  la  proposition  de  M.  hanklne,  d'après  laquelle  ia 
poussée  exercée  sor  un  mur  Tertieal  par  un  massif  terminé  à  un  talus  indéûni,  serait 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  talus.  Suivant  lui,  la  poussée  est  toujours 
horixontale.  Lorsque  le  mur  est  inclinéi  M.  Gobin  y  réunit  flctiTement  toute  la  terre 
comprise  entre  sa  faee  interne  et  un  plan  Tertieal  mené  par  son  arête  inférieure;  et  c'est 
sur  ce  plan  Tertieal  qu'il  détermine  la  poussée  horixontale  du  reste  du  massif.  Cette 
naanière  de  procéder  parait  simple  et  pratique.  Elle  revient  au  fond  à  faire  9'  =  0, 
comme  on  le  supposait  dans  rancienne  théorie,  et  puisqu'elle  supprime  le  frottement 
des  terres  sur  la  fisce  interne  du  mur^  elle  augmente  les  chances  de  reoTersement  du 
mur  autour  de  son  arête  extérieure;  ce  qui  conduit  dans  l'appiication  à  donner  au  mut 
un  surcroît  de  stabilité.  Les  expériences  de  M.  Gobin  ont  été  très  bien  conduites;  l'auieur 
a  étudié  certains  cas  où  l'on  constate  des  poussées  très  énergiques  dont  la  loi  échappe  au 
calcul,  coDune,  par  exemple^  lorsqu'on  remplit  de  terre  rinterTaÙe  compris  entre  deux  murs 
parallèles  très  rapprochés. 

M.  Darwin  a  eu  principalement  en  vue  de  contrôler  expérimentalement  les  formules 
données  par  M.  Rankine  et  par  M.  Boussinesq,  pour  la  poussée  d'un  massif  arasé 
horizontalement.  11  s'est  serri  à  cet  effet  d'une  caisse  à  paroi  latérale  articulée,  remplie 

p.     ^22  ^®  ^^^^  Jusqu'à  un  certain  niveau,  et 

^'  dans  laquelle  la  poussée  sur  la  paroi 

mobile  est  équilibrée  par  ia  tension  d'un 
fli.  Soit  AG  le  fund  de  la  caisse,  CD  une 
des  parois  fixes,  Afi  la  paroi  mobile 
autour  de  la  charnière  horizontale  pro- 
jetée en  Â;  MN  le  nlTeau  atteint  par  la 
terre  ;  BEFG  le  flI  de  retenue  de  la  paroi, 
fil  qui  passe  sur  un  système  de  poulies, 
et  dont  la  tension  peut  être  produite  par 
un  poids  G,  ou  mesurée  à  l'aide  d'un 
dynamomètre  H,  si  on  l'attache  à  aa 
point  fixe.  Les  dimensions  adoptées  par 
M.  Darwin  pour  cet  appareil  étaient  un 
peu  faibles,  surtout  en  ce  qui  concerne 
ia  longueur  AG,  qui  était  égale  à  22  cen* 
tlmètres.  La  hauteur  AB  de  la  paroi 
mobile  était  de  0-,3S&.  Des  précautions  étaient  prises  contre  le  filtrage  de  la  terre  par 
les  joints  de  la  paroi  mobile. 
Si  l'on  appelle  T  la  tension  du  fil,  évaluée  en  grammes; 
L  le  couple  nécessaire  pour  retenir  la  porte  AB  malgré  les  poussées  de  la  terre,  ce 
couple  étant  calculé  pour  un  centimètre  de  largeur  perpendicolairement  au  plan  de 

la  figure; 

6  la  largeur  toUle  de  la  caisse  en  centlmèUes; 

/  la  hauteur  AM  du  msssif; 
CD  a  pour  réquiiihre  du  hatuut  AB 


Tx85,5  =  Lx6; 


de  pluSy  d'après  Raokine^ 


L=-n/»tang' 
6 


'(H)' 


et  d'après  M.  Boussinesq, 


L=-II/»lang' 


(i-j) 


cos 


(M) 


cos  Çi 
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«I 
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T=;IU» 


t5=X'X-B^ 

o 


on  9«iin  déUoDiaar  cxpérinMiUleaeAt  Im  cfiMrkmtM  K  «t  K  • 

Ut  espériences  ooi  OMoIré  PiDfliMDne  de  oeqMM.  Davwbi  appAlk  Véiémemi  Aif<«rt. 
fue,  oa  4«  6t  qot  noDt  «i^pattertoo»  ptetftt  Us  cm^i/iom  iin  daicf  dn  miMif .  Si  par  ample 
le  fable  ett  KoédaB»  la  eaiiia  pac  «oacbaa  hMrtiMitalat«  aaaa  tatwwwf, 
oQ  iroma 

ai  leB  eoacfaes  borlsonfatas  sont  successivement  tassées  avec  soin,  le  coefllcieDt  dimiase 
ci  on  trooTe  k'  =  0»l32;  la  poussée  est  diminoée  par  le  tassement,  qui  développe  la 
cohésion  da  massif. 

On  a  de  même  soumis  aox  eipériences  des  massifs  formés  de  eonches  parallèles  diver- 
sement incUnées,  figurés  par  les  hachures  des  diagrammes  sniyanta  t 


Fig.  m. 


et  en  a  tronré  Tes  ralears  correrpindantes  de  K' 


K'=0,IC5 


X's;;:0.l<9 


r==;0,U7 


r=o;2M. 


H.  DMTwfB,  «pré»  tfolr  cenparé  ces  résottaite  è  wdol  qtm  doMMrt  lai  formaiv,  a 
reconnu  dans  certains  cas  l'accord  des  théories,  dans  d'autres  cas  certaines  dlfVEpumi 
qui  tiennent  Traisemblablement  aoi  eendMiaot  parti— IKre»  qaTen  esl  blm  Hsceé  da  né- 
gliger dans  le  calcul.  Sa  conclusion  définitive  est  qu'en  pratique  en  peal  aalfie  saoi 
danger  la  théorie  de  Coulomb,  ou  celle  de  Poncelet  qai  n'en  est  foe  la  Iradiictiaa  géoné- 
trique,  sauf  à  augmenter  les  résultats  bruts  de  la  théorie  par  l'adoption  d'on  coefficient 
de  sécurité. 

387.  Rtcherehet  analytiques.  Enfin  nous  citerons,  comme  recherches  analytiques  ré- 
.  eentes,  les  travaux  de  M.  Boussinesq,  comprenant  nn  mémofre  publié  en  1879  sur  !a 
poussée  des  massifs  pulvérulente,  diverses  communications  &  TAcadémle  des  sdencei, 
dans  les  séances  des  17,  2i  et  81  mars,  et  du  7  avril  1884,  sur  la  poutsée  (Tune  masse 
de  sable,  à  surface  supérieure  horizontale,  contre  une  paroi  verticale  au  inclinée,  enfin 
des  notes  insérées  aux  Annales  des  ponts  et  chaussées  en  Juin  1M3»  aa  neTeabra  1883, 
et  en  mai  1884. 

I>e  procédé  analytique  adopté  par  IL  Bonsalnesq  consiste  essentiellement  à  serrer  la 
solution  entre  deux  limites^  en  supposant  au  massif  pulvérulent  un  certain  degré 
d'hétérogénéité,  d'après  une  hypothèse  particulière  qui  rend  les  équations  intégrables. 

Si  Ton  considère  un  mur  vertical,  de  hauteur  A,  qui  reçoit  la  poussée  d'un  terre-pleio 
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arasé  horliontalement  à  cette  même  baateur,  la  poussée  horizontale  exercée  sur  le  mur 
fera,  d'après  M.  Bonisinesq,  comprise  entre  les  produits  ---  x  0,208 ,  et  -— x  0,253S. 

2  2 

Le  facteur  •—  mesure  la  pression  qu'exercerait  le  massif  s'il  était  fluide  en  conseryant 

•OD  poids  spécifique  n.  Si  l'on  appelle  b  la  largeur  du  mur  à  sa  base,  la  même  théorie 

b 
conduit  A  fixer  le  rapport  r  nécessaire  pour  la  stabilité  en  tenant  compte  du  frottement 

n 

des  terres  contre  le  mur,  entre  les  nombres  0,2024  et  0,2176,  tandis  que  la  formule  de 

RanUne  donnerait  -rs  0,3070.  Le  trayail  de  M.  Boussinesq  est  apprécié  dans  [une  note 

à 

de  M.  de  Saint-Venant,  Insérée  aux  comptes  rendus  du  7  avril  188i. 

Noos  signalerons  particulièrement,  an  point  de  Tue  de  l'hUtoire  de  la  poussée  des 
terres,  la  communication  de  M.  Boussinesq  faite  à  cette  dernière  date,  sur  le  principe 
du  prisme  de  plus  grande  poussée^  proposis  par  Coulomb  dans  la  théorie  de  Téquilibre 
limite  des  terres.  L'auteur  y  montre  que  Ck>ulomb  a  très  bien  posé  la  condition  du  maxi- 
mum de  la  poussée,  mais  qu'il  a  restreint  la  généralité  de  la  solution  par  son  hypothèse 
d'ane  forme  plane  ponr  la  surface  de  glissement  des  terres. 

En  somme  la  question  de  la  poussée  des  terres  peut  être  considérée  comme  résolue  au 
point  de  Tue  des  applications,  en  dépit  de  quelques  diTcrgenees,  plus  apparentes  que 
réelles,  qui  sobaistent  entre  les  théories  proposées  par  les  di?en  auteon. 


LIVRE  HUITIEME. 

^QDILIBRE  DE  CERTAINS  SYSTÈMES  ARTICULÉS. 


S88.  La  plupart  des  systèmes  qae  nouB  nous  proposons  d'étudier 
dans  ce  livre  peuvent  être  rangés  dans  la  classe  des  systèmes  arti" 
'CiUés  où  Ton  suppose  le  frottement  nul. 

La  charpente  Polonceau,  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupés 
(S  ^43)»  rentre  dans  cette  classe. 

Ce  qui  caractérise  la  liaison  articulée  de  deux  corps,  c'est  la  pos- 
sibilité pour  chacun  de  tourner  sans  éprouver  de  résistance  autour 
d'un  axe  ou  d'un  point  appartenant  à  l'autre.  En  général,  l'articulation 
€St  fictive,  et  l'on  substitue  par  la  pensée  aux  assemblages  rigides 
des  différentes  pièces  d'un  système,  des  lisdsons  articulées  qui  per- 
mettraient aux  angles  de  ces  pièces  entre  elles  de  varier  sans  déve- 
lopper aucune  résistance.  Si  l'équilibre  individuel  des  pièces  est 
assuré  avec  cette  condition,  il  le  sera  à  plus  forte  ndson  lorsqu'on 
imposera  au  système  les  liaisons  réelles,  qui  sont  plus  étroites  que 
les  liaisons  imaginées  par  le  calcul  (i). 

Nous  nous  occuperons  spécialement  dans  cette  partie  du  cours  dea 
ponts  à  poutre  dt-oite. 


(1)  \\  faat  (ontifois  qae  rijoBtage  det  pièceB  eotre  ellet  ii*ait  pas  créé  de  tensloni 
étnogèreB  à  la  résistance  de  rensemble  :  autrement  les  efforts  locaux  poiuTaient«  par 
aalte  de  ce  Tice  de  construction,  surpasser  les  efforts  calculés.  —  Sur  le  calcul  des  tentions 
teeandaires  qui  proviennent  des  frottements  des  articulations  et  de  la  raideur  des  assem- 
blages, on  peut  consulter  le  beau  mémoire  de  IL  Winkler  :  Die  Sekundàr^Spannungen 
in  Sise9h>K<mitrtKtion  {Berlin,  1881). 


4t 


HO 


TREILLIS 


CHAPITRE  PREMIER. 


TREIU.IS  SIMPLE. 


389.  Supposons  une  poutre  droite  formée  d'un  certain  nombre  de 
triangles  égaux  entre  eux ,  et  reposant  sur  deux  appuis  de  niveau 
AetB. 

Fif.  S24. 


Les  côtés  des  triangles  AG,  C6,  GÂ,  GH, ......  sont  articulés  aux 

sommets  A ,  G ,  G, On  suspend  des  poids  donnés  à  ces  sommets, 

et  on  demande  la  répartition  des  pressions  dans  toutes  les  pièces  du 
système. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'un  poids  P  soit  suspendu  au  som- 
met H. 

L'ensemble  du  système  reposant  sur  deux  appuis  A  et  B,  on  peut 
déterminer  par  la  statique  les  réactions  verticales  de  ces  appuis; 
soient  p  et  p'  les  réactions  de  A  et  de  B. 

Considérons  l'équilibre  du  sommet  A,  que  l'on  suppose  articulé 
Il  est  soumis  à  trois  forces  :  les  pressions  ou  tensions  inconnues  de 
tiges  AG,  AC ,  qui  sont  dirigées  suivant  leurs  longueurs,  et  la  réac- 
tion j9  de  l'appui,  qui  est  connue  de  grandeur  et  de  position.  On  aura 
donc  les  tensions  cherchées  en  décomposant  la  force  p  suivant  les 
directions  A6  et  GA-  Cette  construction  montre  que  la  tige  A6  est 


SniPLE.  69f 

comprimée,  et  que  sa  compression  est  -^  ;  et  que  la  tige  AG  est 
étendue,  et  que  sa  tension  est  j^tga. 

La  compression  — ^  s'exerce  au  point  6  dans  le  sens  A6 ,  et 

le  point  6  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  appliquées  aux 
trois  côtés  6A ,  6G ,  6H  ;  Tune  de  ces  forces  étant  connue ,  on  la 
décomposera  suivant  les  deux  autres  directions,  et  Ton  aura  ainsi 
la  compression  développée  suivant  6H,  et  l'extension  développée 
suivant  6G. 

On  connaîtra  donc  la  traction  exercée  au  point  G  par  la  tige  6G  ; 
on  connaît  déjà  la  traction  qui  s'exerce  dans  la  tige  AG  ;  ces  deux 
forces  ont  une  résultante  qu'on  peut  déterminer  de  grandeur  et 
de  position,  et  qui,  décomposée  suivant  les  directions  GH  et  GD, 
donnera  les  valeurs  de  la  tension  de  la  seconde  tige  et  de  la  com- 
pression de  la  première.  On  ira  ainsi  de  proche  en  proche,  et  la  con- 
struction des  parallélogrammes  suffira  pour  trouver  toutes  les  forces 
qui  correspondent  au  poids  P. 

S'il  y  avait  plusieurs  poids  suspendus  à  divers  sommets,  on  pour- 
rait opérer  de  la  même  manière,  en  prenant  pour  point  de  départ 
la  réaction  totale  p  sur  l'appui ,  correspondant  à  l'ensemble  des 
poids  donnés  ;  on  pourrait  aussi  prendre  séparément  chaque  poids, 
calculer  la  distribution  des  pressions  correspondantes,  et  additionnel 
algébriquement  tous  les  résultats. 

390.  Lorsque  les  poids  sont  égaux,  ou  lorsqu'ils  sont  répartis  sui- 
vant une  loi  régulière,  on  peut  traiter  le  problème  par  le  calcul  et 
trouver  des  formules  qui  donnent  directement  l'effort  développé 
dans  une  lige  quelconque. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  n'y  ait  qu'un  poids  appliqué  au 
sommet  supérieur  N^'A,  conformément  aux  indications  de  la  figure 
suivante  ; 

Fig.  325. 
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Appelons  A«  la  compression  développée  dans  la  tige  supérieure 
horizontale  comprise  entre  les  sommets  N''  or  et  N""  {x  +  i); 

B.,  la  tension  développée  dans  la  tige  inférieure  horizontale  com- 
prise entre  les  sommets  N*  (2;)  et  N*  (x  + 1}» 

C«,  TeObrtde  compression  développé  dans  la  tige  inclinée  N*  {XiX)\ 

£«,  Feflort  d'extension  développé  dans  la  tige  inclinée  en  sens  con- 
traire [N'^x,  N«{a:+i)]. 

Ces  efforts  sont  pris  positivement  dans  le  cas  où  ils  sont  dirigés 
comme  nons  venons  de  le  supposer,  ei  négativement  dans  le  cas 
contrwe. 

Nous  aurons  les  équations  suivantes: 

Pig.  326. 


\ 


Lrf-l 


<. 


(X) 


k^ 


Pour  réquilibi*e  â*un  sommet  inférieur  quelconque N*  (2r)(Fig.  326), 
sauf  les  deux  sommets  extrêmes  N  *  1  et  N  *n,  ceux-ci  étant  exclus 
k  cause  de  la  présence  des  forces  pttp'  ^ 

i  <  z  <  n       (  B|, — B«^  ^  (Ce  +  E«^)  sin  a = 0,  composantes  horizontales, 


(a) 


ELi  =  C., 


ng.  as7. 


composantes  verticales. 


Pour  Tëquilibre  d*un  sommet  supérieur  quelconque  (Fig.  027), 
sauf  le  sommet  kj  où  s'applique  la  force  P , 

x<k,  x>k       i  A.-I  — A«  +  (G«  +  EJsin«sO. 


W 


£•  ^  G«. 
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Dans  rapplication  de  cette  formule  au  cas  de  x  =  i ,  il  faudra 
conyenirque  A»  sera  considéré  comme  nul  ;  de  même,  A|,.i  =  o  pour 
x  =  n  —  1. 

Enfin,  aux  points  (i)  et  (n)  du  longeron  inférieur  et  au  point  {k) 
du  longeron  supérieur,  on  aura  les  relations  : 


^ 


E^-lf 


(c) 


B|S=C|  sina, 
p  =  G|  €08  a. 


w 


B«^  +  E»-i  sin  a  =s  0, 


(N*A| 


p'  +  E»-lCO8a  =  0, 


A*-t  ^(wni 


i*-» 


^ 


W 


Ak^  f  (Cfc  +  E»)8în«-Ai«0, 
(C»—  Eft}C08a— P  =  0« 


Si  l'on  écrit  toutes  ces  équations  les  unes  à  la  suite  des  autres^ 
pour  toutes  les  valeurs  des  indices  x,  on  aura  tout  ce  qui  est  néces- 
sûre  pour  la  détermination  des  inconnues.  On  obtient  ainsi  le  tableau 
suivant  i 
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NM 


N-  2 


Sommets  inférieurs. 

p  =  Cl  cos  a 
B^  =  Cj  sin  a 

E,  =  C, 

B,  — B,  — 2C,8in«=0 


N*  3 


N-A 


E,  =  C, 

B,_B,  — 2G|dina  =  0 


bk  —  Bjk-i  —  2Cfc  sin  a  ==  0 


«•<-*)  |Br:::B'::-8c..-.= 


W(n) 


p' +  E,-!  cos  a  =  0 


Sommets  supérieurs. 

N*  1     I  ^*  "^  ^*' 

(Aj  — 2CiSÎna  =  0 


w.  û     (  E,  =  C, 

"     (  A,— A,  +  2C,sina  = 


N*  3 


E,  =  C, 

A,  — At  +  2C,sino  =  0 


N*(A— 1) 


Efc_|  5=  Cjk-i 

A»-,— Afc-t  +  2Ck-i8ina=0 


^A»-,-A»+(C»+E»)8ina=0 


"  ^'^+*^|A»-A»+.+2C^,8in«=0 


I  An-f 


A«.|+2C»_i8ina=0 
(A,-4  =  0) 


II  résulte  de  ce  tableau  que,  jusqu'au  sommet  supérieur  N*  )l,  les 
compressions  G  des  barres  qui  montent  de  gauche  à  droite  sont  po- 
sitives, égales  entre  elles,  et  égales  aux  tensions  des  barres  qui  des- 
cendent de  droite  à  gauche. 

Au  delà  du  sommet  supérieur  {k) ,  les  compressions  G  deviennent 
négatives,  et  lea  tensions  E  aussi;  ce  qui  indique  que  les  barres 
(it  Â-{- 1),  (A+  if  ^+  >)•  sont  comorimées,  tandis  que  les  autres 
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sont  étendues  ;  et  la  tendon  des  unes  est  égale  à  la  compression  des 
autres. 

Les  différences  B, — B^  B, — B,, sont  donc  constantes  jusqu'à 

Bk — Bk^;  elles  sont  égales  à  aC^sina;  de  sorte  que  B^,  B^ • 

Bk  forment  une  progression  arithmétique,  dont  le  premier  terme  est 
C^sin«=/>tga,  et  la  raison,  sGjSina=9j9tga:  on  a  donc 

B«  =  P  tg  a  +  8p  tg«  X  («— 1)  =  (2x  -  l)p  tg a, 

pour  toute  valeur  entière  de  x  de  x  =  i  k  x=k» 
On  a  de  même 


••• 


ce  qui  donne  une  progression  arithmétique  pour  les  forces  A^,  A^.«. 
Aft.i;  par  suite 

A«  =  2G|8inaH-(aE— i)x8ptg«ssSptgaxs 


pour  toutes  valeurs  de  X  de  i: = 1  àx=k — i. 

Les  valeurs  successives  de  B  jusqu'à  B»  sont  donc  proportionnelles 
aux  nombres  impairs,  et  les  valeurs  de  A ,  jusqu'à  A^-i  ,  aux  nom- 
bres pairs  :  la  distribution  des  efforts  dans  les  différentes  parties  des 
longerons  est  représentée  sur  la  figure  suivante  : 


Kg.  32«. 


Cfc-f)(tt~t)j>tg«  fto 


(li      jjHtgi         ui      éptgm       O)      «SFt««      ^i    7/««*    C>«-»J/««*   awlU-!Vfltg« 


o 


Pour  Tautre  partie  de  la  poutre,  on  aurait  une  distribution  ana- 
logue, dans  laquelle  figurerait  la  portion  p'  du  poids  P  qui  porte  sur 
la  seconde  culée. 
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U  est  à  remarquer  qa'xme  compression  égale  à 

est  développée  dans  la  section  k  du  longeron  supérieur  où  se 
réunissent  Les  deux  régions  de  la  poutre. 

Exemple  d'un  trdllis  composé  de  sept  triangles,  et  chargé  au 
second  sommet  supérieur: 


Fig.  830. 


|Ptg« 


ExteDtioni 


On  trûterait  par  une  méthode  semblable  le  problème  dans  lequel 
le  poids  P  serait  suspendu  à  un  sommet  inférieur. 

Le  viaduc  de  Crumlin,  en  Angleterre,  est  construit  dans  ce  sys- 
tème de  treillis  à  grandes  mailles. 

La  distribution  des  efforts  est  ici  complètement  définie,  sans  qu'on 
ait  recours  à  d*autre  hypothèse  que  celle  de  la  libre  articuladon  f^o 
tous  les  sommets. 

Pour  ti*ouver  la  déformation  delà  poutre,  on  n'aurait  qu'à  calculer 
successivement  les  extenidons  des  pièces  étendues  et  les  compres- 
sions des  pièces  comprimées,  puis  à  construire  la  série  des  triangles 
juxtaposés  qui  composent  la  poutre  en  se  servant  pour  cette  con- 
struction des  nouvelles  longueurs  de  leurs  côtés. 

Si,  au  lieu  d'un  poids  unique  suspendu  à  l'un  des  sommets  des 
triangles  successifs,  il  y  en  avait  plusieurs  répartis  entre  divers  som- 
mets, on  pourrait  traiter  chaque  poids  isolément,  et  additionner 
ensuite  algébriquement  les  efforts  correspondants  dans  chaque  barre. 
On  pourrait  aussi  traiter  la  question  directement  pour  Tensemble  des 
poids,  en  partant  d'une  culée,  et  en  faisant  à  chaque  sommet  la  dé- 
composition des  forces  suivant  les  côtés  aboutissant  à  ce  sommet. 


TRAVÉES  RÉTICULÉES. 


C97 


C£CU£RGH£    GBAPHIQUE  D£   LA    RÉPABTITJON    DES  TENSIONS 

DANS  LES  STSTÈUES  ARTIGOLÉS. 


891.  Nous  supposerons  que  le  système  articulé  dont  il  s'agit  soit 
formé  de  triangles  juxtaposés,  de  sorte  qu'il  ne  soit  soumis  à  d'autres 
déformations  que  celles  qui  proviennent  de  l'élasticité  des  pièces.  On 
obtient  ainsi  les  systèmes  matériels  appelés  par  les  Anglais  Frames 
ou  Frameworks^  par  les  Allemands  Fachwerke^  et  par  les  Italiens 
Travature  reticolari;  nous  l'appellerons,  à  l'exemple  de  ces  derniers, 
travées  réticulées.  Nous  supposerons  en  outre  que  des  forces  exté- 
rieures données  sont  appliquées  aux  sommets  de  ce  système  articulé, 
et  que  les  réactions  des  appuis,  appliquées  en  deux  autres  sommets 
déterminés,  les  tiennent  en  équilibre.  Un  tel  système  présente,  au 
point  de  vue  du  calcult  un  avantage  important  :  les  tensions  et  les 
pressions  des  différentes  pièces  sous  l'action  de  forces  extérieures 
données  sont  déterminées  parles  simples  lois  de  la  statique,  indépen- 
damment de  toute  hypothèse  sur  le  jeu  des  forces  élastiques.  A  cet 
avantage  correspond  un  inconvénient  pratique  :  la  stabilité  de  l'en- 
semble est  entièrement  compromise  si  une  pièce  quelconque  vient  à 
être  coupée. 

La  première  recherche  à  faire  consiste  à  déterminer  les  réactions 
des  appuis.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  forces  qui  agis- 
sent sur  la  travée  réticulée  soient  verticales,  et  que  les  réactions 


Fi;.  131* 


Fig.  m. 
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doivent  l'être  aussi  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  le  plus  souvent  dans  les  ap- 
plications. Une  construction  graphique  très  simple  peut  conduire  à 
la  détermination  de  ces  réactions  inconnues* 

Imaginons  un  polygone  funiculaire  tenant  en  éqi]^ibre  les  poids 
donnés  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (5).  Pour  tracer  un  tel  polygone  funi- 
culaire, on  commencera  par  construire  le  polygone  auxiliaire  de 
Yarignon,  en  portant  sur  une  verticale  indéfinie  des  segments  suc- 
cessifs, mn=  {\),np=  {^),pq=  (5),.^..!  et  en  joignant  les  points 

m,  n,  jD,  q à  un  même  point  0.  Les  droites  Om,  On,  0j9,..., 

seront  parallèles  aux  côtés  successifs  du  polygone  funiculaire,  et 
sei*ont  proportionnelles  aux  tensions  de  ces  côtés.  On  construira  donc 
le  polygone  funiculaire  en  menant  les  droites 

CD,       DE,      EF,      FG,      GH,      HK, 

respectivement  parallèles  aux  droites 

Om,      On,      Op,      Og,      Or,      0*, 

I 

et  se  coupant  sur  les  directions  successives  des  lignes  représenta- 
tives des  poids  (1),  (a),...,  (5). 

Joignons  les  points  G  et  K,  où  les  côtés  extrêmes  rencontrent  les 
tensions  de  ces  côtés  aux  points  G  et  K,  suivant  la  verticale  et  la 
direction  de  la  droite  GK;  on  obtiendra  suivant  cette  droite  des 
tensions  T^  égales  et  contraires,  et  suivant  la  verticale  deux  forces 
X  et  Y,  dont  la  somme  est  égale  à  la  somme  des  poids  donnés  (1), 
(a),...  (5),  et  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  réactions  cherchées 
des  appuis.  Si  donc  par  le  point  0  on  mène  une  droite  OZ  parallèle  à 
CK,  le  point  z  divisera  le  poids  total  ms  en  deux  parties  dont  l'une 
mz  sera  la  composante  X,  et  l'autre  zs  la  composante  T.  Le  point  L 
où  se  coupent  les  côtés  CD,  KH  prolongés,  appartient  à  la  résultante 
des  poids  intermédiaires  (1),  («),•••  (5).  Si  on  le  projette  en  I  sur 
la  poutre,  les  forces  X  et  Y  seront  inversement  proportionnelles  aux 
segments  AI,  IB.  On  reconnaît  aisément,  en  prenant  les  moments 
des  forces  par  rapport  au  point  L,  qiie  cette  condition  est  satisfaite 
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en  déterminant  les  forces  X  et  T  par  le  procédé  géométrique  qui 
vient  d'être  indiqué. 

Dans  le  cas  général  où  les  forces  données  (i),  (a),...,  seraient 
quelconques,  on  pourrait  toujours  se  servir  d'un  polygone  funicu- 
Isdre  pour  les  composer;  mais  les  réactions  des  appuis  n'étant  pas 
nécessairement  verticales,  le  problème  revient  à  décomposer  une 
force  donnée  en  deux  composantes  passant  par  deux  points  donnés, 
ce  qui  peut  se  faii*e  généralement  d'une  infinité  de  manières.  Il  faut 
donc  qu'on  se  donne  une  condition  de  plus  pour  achever  de  déter- 
miner la  question,  par  exemple  la  direction  suivant  laquelle  agit 
l'une  des  deux  réactions  inconnues. 

392,  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  cette  première  partie 
du  problème  ait  été  résolue,  de  sorte  que  nous  n'ayons  plus  à  nous 
occuper  que  de  la  recherche  des  tensions  des  barres  sous  l'action  de 
forces  toutes  connues,  appliquées  aux  sommets  du  réseau.  L&  encore 
les  constructions  graphi<]^es  conduisent  très  aisément  à  la  solution, 
par  l'usage  d'une  figure  réciproque.  Des  exemples  feront  connaître 
cette  méthode. 

V  ■ 

Ftg.  tSS.  PIg.  SSI. 


Soit  d'abord  un  triangle  ABC,  sollicité  par  des  forces  (i),  (s),  (3), 
appliquées  respectivement  à  ses  sommets.  Pour  Féqjiilibre,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  trois  forces  (i),  (a)  et  (3)  concourent  en  un  même 
point  0»  et  que  chacune  soit  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  deux 


700  RÉPARTITION  DES  TENSIONS 

autres.  Par  un  point  M  du  plan  menons  HN  égale  et  parallèle  à  la 
force  (i),  puis  par  le  point  N,  NP  égale  et  parallèle  à  la  force  (s), 
enfin  par  le  point  P,  une  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  (3) .  Cette 
dernière  droite  PM  devra  fermer  le  triangle  MNP»  qui  est  le  polygone 
de  composition  des  trois  forces  en  équilibre  (i),  («)  et  (3). 

Pour  trouver  las  tensions  des  côtés  du  triangle  ABC  par  le  point  H, 
intersection  des  forces  (i)  et  (3)  dans  le  polygone  auxiliaire,  menons 
une  droite  ML  parallèle  au  côté  AC  qui  joint  les  points  d'application 
de  ces  deux  forces  sur  la  figure  principale.  De  même  par  le  point  N, 
intersection  de  forces  (i)  et  (s)  de  la  figure  auxiliaire,  menons  NL, 
parallèle  au  côté  AB  qui  joint  les  points  d'application  A  et  B  des 
forces  (i)  et  (a)  sur  la  figure  principale.  Ces  deux  droites  NL,  ML 
se  coupent  en  un  point  L ,  et  Ton  peut  regarder  la  droite  MN  comme 
la  résultante  des  deux  composantes  NL ,  LM.  Ce  triangle  NLM  est 
donc  semblable  à  celui  que  l'on  formerait  au  point  A  en  décompo- 
sant la  force  (i)  suivant  les  directions  AC,  AB,  et  par  conséquent  te 
longueurs  ML,  LN  représentent  respectivement  les  valeurs  des  ten- 
sions des  deux  côtés  4  6t  5  de  la  figure.  Par  la  même  raison,  la 
droite  LP  représente  la  tension  du  côté  6,  et  doit  être  parallèle  à 
ce  côté. 

La  recherche  des  tensions  s'effectue  dcftic  très  simplement  en  con- 
stmisant  la  figure  auxiliaire  MNPL,  et  celte  figure  est  réciproqu^e 
la  figure  donnée  ABCO  :  aux  sommets 

A,         B,         C,         0, 

points  de  concours  des  quatre  groupes  de  trois  droites 

(1,4,5),    (2,5.6),    (3,6.4),    (1,2,3), 

correspondent  respectivement  dans  la  figure  auxiliaire  les  triangles 

MNL,       NPL,       PML,       MNP, 

dont  les  trois  côtés  représentent  les  forces  qui  sont  appliquées  aux 
sommets  correspondants  et  s'y  font  équilibre.  On  serait  arrivé  au 
même  résultat  en  décomposant  les  forces  ( i  )  f  (s)  et  (3) ,  aux  points  A, 
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B»  G,  suivant  les  côtés  contigus  du  triangle  ÀBC,  par  la  règle  du  pa- 
rallélogramme. 

393  •  Prenons  pour  second  exemple  un  quadrilatère  articulé  ABGD , 
formé  par  deux  triangles  ABD,  BDG  construits,  sur  une  base  com- 
mune BD9  et  sollicité,  en  ses  sommeti^,  par  des  forces  données  (1), 

(»),(3)et(4). 


Fif .  m. 


Fig.  936. 


Il  faut  d'abord  s'assurer  que  les  quatre  forces  se  font  équilibre. 
Pour  cela,  composons  les  forces  (1)  et  (s)  au  point  0  où  elles  se 
rencontrent;  les  forces  (3)  et  (4)  au  point  &  où  leurs  direction  se 
coupent.  11  faudra  et  il  suffira,  pour  l'équilibre,  que  la  résultante  des 
forces  (1)  et  (s) ,  et  celles  des  forces  (3)  et  (4)  »  soient  égales  et  agissent 
en  sens  contraires  suivant  la  direction  00'.  Si  donc  on  donne  les 
directions  des  quatre  forces,  et  la  grandeur  de  Tune  d'elles,  les  gran- 
deurs des  trois  autres  seront  déterminées  par  une  construction  géo- 
métrique, sauf  le  cas  où  les  points  0  et  0'  coïncideraient,  car  alors 
la  direction  des  résultantes  ne  serait  pas  définie,  et  il  faudrait 
donner  la  grandeur  de  deux  des  forces  au  lieu  d'uiie  seule. 

Pour  former  la  figure  réciproque  du  quadrilatère  donné,  menons  MN 
égale  et  parallèle  à  la  force  (1),  NP  égale  et  parallèle  à  la  force  (s),  PQ 
égale  et  parallèle  à  la  force  (3),  QM  égale  et  parallèle  à  la  force  (4)*  Le 
polygone  se  fermera  de  lui-même  en  11|  puisqu'il  y  a  équilibre  entre 
les  quatre  forces.  Par  Iw  points  H  et  N,  extrémités  du  c6té  1,  menons 
des  parallèles  ML  au  côté  ÂD,  et  NL  au  côté  AB  de  la  figure  principale  ; 
ces  droites,  qui  se  coupent  en  un  point  L,  déterminent  des  longueurs» 


703  KEPARTITION  DES  TENSIONS. 

dont  l'une,  ML,  représente  la  tension  du  côté  parallèle  AD,  etFautrela 
tension  du  côté  ÂB.  En  définitive,  au  sommet  A,  où  s'équilibrent  trois 
forces  (i),  (5)  et  (6),  correspond  dans  la  figure  auxiliaire  un  triangle 
MNL,  dont  les  côtés  sont  proportionnels  à  ces  trois  forces. 

De  même,  menons  par  P  et  Q  des  parallèles  PK,  QK,  aux 
côtés  BG ,  CD,  de  la  figure  principale  ;  cela  revient  à  décomposer  la 
force  PQ=(3),  appliquée  au  sommet  G,  en  deux  composantes  PK, 
QK,  tensions  des  côtés  8  et  9,  qui  tiennent  en  équilibre  la  force  (3). 

La  force  (2)  est  équilibrée  par  les  tensions  des  côtés  6  et  8,  et  par 
la  tension  de  la  diagonale  BD,  qui  porte  le  n""  7  sur  la  figure  princi- 
pale. La  force  (4)  est  tenue  en  équilibre  par  les  tensions  des  côtés  5 
et  9,  et  de  la  même  diagonale  7.  Sur  la  figure  auxiliw*e,  ces  forces 
sont  représentées  respectivement  par  les  côtés  NP,  QM;  les  tensions  des 
côtés  adjacents,  déjà  trouvées,  sont  représentées  par  les  droites  NL, 
PK,  pour  les  côtés  6  et  8,  et  par  les  droites  ML  et  QK,  pour  les  côtés 
5  et  9.  La  tenâon  de  la  diagonale  7  complète  l'équilibre,  et  par  con- 
séquent, elle  est  représentée  sur  l'épure  par  la  droite  KL  qui  ferme 
à  la  fois  les  deux  quadrilatères  PKLN,  QKLH;  de  sorte  que  la  droite  KL 
est  nécessairement  parallèle  à  la  droite  BD.  Ces  deux  quadrilatères 
correspondent  respectivement  aux  deux  nœuds  B  et  D  de  la  figure 
prindpale,  où  se  réunissent  quatre  forces  en  équilibre  :  savoir,  une 
force  extérieure  et  les  tensions  de  trois  liens  concourants. 

La  diagonale  MP  du  quadrilatère  auxiliaire  représente  en  grandeur 
et  en  direction  la  résultante  des  forces  (i)et  (2) ,  comme  aussi  celle  des 
forces  (3)  et  (4) .  Gette  droite  PM  doit  donc  être  parallèle  à  la  droite  OCK, 
suivant  laquelle  agissent  ces  deux  résultantes. 

39à.  Revenons  à  la  travée  réticulée  dont  nous  nous  sommes  occu- 
pés tout  à  l'heure. 

Répétons  le  polygone  des  forces  (1) ,  (a) ,  (3) ,  (4)  et  (5),  qui  ici  se 
réduit  à  une  droite  (fig.  338),  et  partageons  cette  droite  de  manière 
que  mz  soit  la  réaction  (7)  du  point  A,  et  z$  la  réaction  (6)  du  point  B. 
Par  le  point  m,  extrémité  compiune  au  segment  mz  et  la  force  (1),  me- 
nons une  parallèle  au  côté  8  du  polygone  articulé  qui  joint  les  mêmes 
forces.  Par  l'autre  point  z^  menons  une  parallèle  au  côté  (9).  Le  trian- 
gle auxiliaire  xmoL  correspondra  aux  trois  droites  concourantes  (7)0 
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(8)  et  (9)  de  la  figure  principale,  et  les  côtés  ma  et  az  de  ce  triangle 
seront  les  efforts  développés  dans  les  côtés  AD,  AG,  car  elles  ont  pour 
résultante  la  force  (7)  =  m^j  =  X.  Il  est  facile  de  voir  que  la  force  (8) 
est  une  pression  et  la  force  (9)  une  tension. 


Fig.   337. 


Fig.    338 


L'équilibre  du  nœud  G  est  établi  par  les  action  simultanées  des  trois 
côtés  9,  10  et  1 1  qui  s'y  rencontrent.  Gonnaissant  la  force  (9)  =az, 
il  n'y  aura  donc  qu'à  mener  par  le  point  a  une  parallèle  au  côté  10, 
et  par  le  point  z  une  parallèle  au  côté  1 1.  Les  droites  js^,  a^,  seront 
les  forces  développées  dans  les  côtés  1 1  et  1 0. 

Le  nœud  D  est  en  équilibre  sous  l'action  des  cinq  forces  (1),  (8), 
(  1 0) ,  (  1  a)  et  (  1 3),  dont  les  trois  premières  sont  connues.  Pour  déter* 
miner  les  deux  autres,  menons  par  le  point  ^  une  parallèle  ^y  ^^ 
côté  12,  et  par  le  point  S,  commun  aux  forces  (1)  et  (a)  sur  l'épure 
auxiliaire,  une  parallèle  au  côté  i3.  Ges  deux  droites  se  couperont 
en  Y  et  détermineront  un  pentagone  mo^yS,  qui  correspond  aux  cinq 
rayons  émanant  du  point  D,  et  qui  exprime  l'équilibre  des  cinq 
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forces  concourantes  agissant  suivant  ces  rayons.  On  passera  ensuite 
à  l'équilibre  du  point  E  sous  Faction  des  tensions  des  quatre  liens  1 1 , 
is,  14  et  i5;  de  ces  tensions»  deux  (11)  et  (13)  sont  déjà  connues. 
On  déterminera  les  deux  autres  en  menant  par  y  une  parallèle  ye  au 
côté  14»  et  par  z  une  parallèle  jsc  au  côté  i5;  le  quadrilatère  z^t 
correspondra  aux  quatre  forces  concourantes  (  1 1  ) ,  (  1 9) ,  (  1 4)  et  (  1 5) , 
et  ses  côtés  seront  proportionnels  aux  tenions  des  côtés  correspon- 
dants de  la  travée  réticulée.  On  continuera  ainsi  en  prenant  succes- 
sivement les  sommets  du  polygone,  de  manière  à  n'avoir  jamais  à 
déterminer  plus  de  deux  tensions  inconnues  à  chaque  construction 
d*un  nouveau  polygone  partiel  auxiliaire.  L'ordre  de  succession  des 
côtés  successifs  de  chacun  de  ces  polygones  doit  être  l'ordre  même 
dans  lequel  les  forces  correspondantes  se  succèdent  quand  on  fait  le 
tour  de  leur  point  commun  d'application. 

Les  lignes  de  la  figure  auxiliaire,  recevant  les  numéros  respectifs 
des  côtés  correspondants  de  la  travée  réticulée,  donneront  par  leurs 
longueurs  les  valeurs  des  tensions  ou  des  pressons  de  ces  mêmes 
côtés. 

11  reste  à  distinguer  les  barres  comprimées  des  barres  étendues. 
La  règle  pour  cela  consiste  à  définir  le  sens  dans  lequel  le  polygone 
qui  correspond  à  chaque  nœud  doit  être  parcouru,  pour  que  la  ré- 
sultante des  tensions  fasse  équilibre  à  la  force  extérieure  qui  agit  en 
ce  point.  Gela  fait,  les  sens  dans  lesquels  agissent  les  tensions  sont 
complètement  déterminés,  et  il  suffit  d'imaginer  qu'on  les  trans- 
porte parallèlement  à  elles-mêmes  sur  les  lignes  correspondantes  de 
la  figure  principale,  pour  juger  immédiatement  si  ces  lignes  se  trou- 
vent étendues  ou  comprimées.  Cette  recherche  se  fera  en  partant 
d'un  des  points  d'appui,  auquel  cas  le  polygone  des  forces  corres- 
pondant est  un  triangle,  et  en  allant  de  proche  en  proche,  comme 
pour  la  construction  même  de  la  figure  réciproque. 
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CHAPITRE   IL 


POUTRES  A  TREILLIS  PROPREMENT  DITES 


395.  La  théorie  des  poutres  à  treillis  peut  se  ramener  aux  prin* 
cipes  que  nous  avons  employés  pour  les  treiUis  simples.  Mais  la 
marche  suivante,  indiquée  dans  les  Annaks  des  ponts  et  chaussées^ 
année  i864«  parait  plus  simple  et  plus  rapide.  Les  hypothèses  sont 
du  reste  identiques  dans  les  deux  méthodes,  et  les  résultats  pra- 
tiques sont  tout  à  fait  les  mêmes.  Nous  nous  bornerons  donc  k 
développer  la  seconde. 


ÉQUATIONS  GÉNÉRALES. 


396.  Une  poutre  droite,  à  treillis,  repose  horizontalement  sur  deux 
appuis  fixes.  On  connaît  la  hauteur,  le  poids  et  la  portée  de  la  poutre, 
et  il  s'agit  de  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  de 
cette  pièce. 

Dans  une  poutre  pleine,  les  pressions  et  les  tensions  du  métal 
varient  d*une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  de  la  portée. 
Cette  continuité  n'existe  plus  dans  les  treillis  ;  les  efforts  développés 
dans  les  tables  horizontales  y  subissent  des  variations  brusqueis  d'un 
côté  à  Vautre  des  points  où  s'attachent  les  barres  composant  la  jonc* 
tion  des  deux  tables.  L'expérience  démontre  cependant  qoe  ces  va- 
riations sont  généralement  assez  petites,  pour  qu'on  puisse  regarder 
comme  continus  les  efforts  auxquels  est  soumise  la  matière  dans  des 
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constructions  de  cette  nature  (i).  Aussi  appliquerons-nous  à  la  re- 
cherche (te  ces  efforts  le  calcul  înfinitésiDial  et  non  le  calcul  aux  dif- 
férences finies,  dont  l'emploi  serait  plus  rigoureusement  justifié  dans 
la  sotndon  du  problème  proposé.  De  mfiine  on  traite  habitueUemeni 
par  le  calcul  différentiel  la  question  de  l'équilibre  des  ponts  sus 
pendus,  où  la  diaconUnuité  des  efforts  est  peut-être  encore  pirs 
fi-appante. 

Quel  que  soit  le  détail  de  la  poutre  à  treillis  que  nous  avons  à 
Fig.  t».  étudier,   nous  y  trouverons  tou- 

"!  ^  '**■  jours  une  table  lupérîeure  K,  une 

table  inférieure  B,  et  iin  treSUt  in- 
termédiaire E  réunissant  ces  deux 
tables. 
Coupons  la  poutre  par  deux  plans 
\x  \\:\y\y      veriicaux  MN,  M'N'.  conduits  per- 
,_       ^_-  ^  pendiculaireinentiiraxedeUcon- 

"'     '"  auTiction;  nous  regarderons  cea 

plans  comme  infiniment  rapprochés;  l'un  passe  en  deçà,  l'autre 
an  delà  des  points  G  et  D  où  le  treillis  s'attache  aux  deux  tables, 
et  au  milieu  des  intervalles  compris  entre  ces  points  et  les  piûnts 
d'insertion  des  barres  voisines.  Après  avoir  isolé  le  système  solide 
compris  entre  ces  deux  plans,  il  faut,  pour  rétablir  l'équilibre,  iotro' 
duire  dans  chaque  partie  coupée  une  force  équivalente  aux  actions 
moléculaires  qid  s'y  exerçaient  avant  la  coupure. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  table  supérieure  A  soit 
comprimée  etlat^te  inférieure  B  distendue.  La  suite  du  calcul  recti- 
fierait d'ailleurs  cette  supposition  si  elle  était  contrûre  à  la  vérité. 
Soit  X  l'abscisse  du  plan  HN  comptée  le  long  de  la  poutre  i  partit 
d'une  origine  quelconque,  de  l'une  des  extrémités  de  la  poutre  par 
exemple  ;  x  +  dx  sera  l'abscisse  du  plan  H'N'.  Soit  encore  F  la  force 
de  çompresùon  à  appliquer  à  la  table  supérieure  dans  le  plan  MN.et 


(I]  SI  iMflbrti  ne  Tirlent  ps*  d'une  manière  eonlioue,  on  peut  idineUre  du  molM 
tnlli  Tiiient  d'une  maQière  graduelle  d'un  point  I  Tautre  d'iue  mtnifl  pltee,  c«  qui 
itia  uH  lorte  da  eontlnnlU  tuffijame  pour  qn'oD  applique  la  «aluL 
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F  la  force  d'extension  à  appliquer  dans  le  même  plan  à  la  table  infé- 
rieure. Les  forces  à  appliquer  aux  deux  tables  dans  le  plan  voisin  M'N' 
seront  dirigées  en  sens  contraire  de  F  et  de  F«  et  seront  respective- 

d¥  dF 

ment  égales  àF  +  -j-  di,  F  +  -r-  rfx,  en  vertu  de  la  continuité  que 

nous  avons  admise. 

Nous  sommes  conduit  à  faire  ici  une  première  hypothèse,  celle  di* 
la  répartition  uniforme  des  pressions  et  des  tensions,  entre  toutes  les 
barres  du  treillis  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  un  même 
plan  vertical,  ce  qui  revient  à  substituer  une  pression  et  une  tension 
moyennes  aux  pressions  et  tensions  différentes  de  chaque  barre  prise 
en  particulier.  Soit  n  le  nombre  des  barres  montantes^  ou  des  barres 
descendantes^  rencontrées  par  une  même  verticale,  le  système  mon- 
tant et  le  système  descendant  comprenant  un  nombre  égal  de  barres; 
soit  a  l'angle  constant  qu'elles  font  avec  la  verticale,  les  unes  dans 
un  sens,  les  autres  en  sens  contraire.  D'après  notre  hypothèse,  il 
suffira  de  considérer  deux  forces  f  et  f ',  dirigées, la  première  saivant 
chacune  des  barres  du  système  montant,  la  seconde  suivant  chacune 
des  barres  du  système  descendant.  11  est  facile  de  prévoir,  et  le  cal- 
cul nous  démontrerait  au  besoin,  que  si  l'une  est  une  force  de  com- 
pression, l'autre  est  une  force  d'extension.  Ces  forces  ç  et  ç'  se  retrou- 
veront dans  les  barres  du  treillis  à  la  rencontra  du  plan  M' N',  dirigées 
en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  difiërentielles  (i). 

Nous  désignerons  par  p  le  poids  de  la  poutre  par  unité  de  lon- 
gueur, y  compris  la  surcharge,  de  sorte  que  pdx  sera  le  poids  total 
de  l'élément  limité  par  les  plans  MN,  M'N'. 

Enfin  H  représentera  la  distance  des  forces  horizontales  F  et  F  ;  si 
les  actions  moléculaires  étaient  uniformément  réparties  sur  la  section 
des  tables,  la  quantité  H  serait  la  distance  des  centres  de  gravité  dt 
ces  sections.  . 


(1)  Notre  analyse  ne  suppose  pas  nécessaireinent  que  les  forces  ^  et  9'  sont  les  mêmes 
dans  tontes  les  barres  d*un  niéaie  système  à  la  rencontre  d'une  même  yerticale.  Il 
saint,  pour  qu'elle  soit  admissible,  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  f  et  9'  appli- 
quées aux  divers  points  d'une  section  ferticale,  coupe  cette  verticale  à  une  même 
hauteur  dans  toute  seeUon. 
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397.  Nous  alloDS  écrire  les  équations  d'équilibre  des  forces  qui  agis- 
sent sur  l'élément  considéré  ;  ces  équations  sont  au  nombre  de  trois, 
puisque  les  forces  peuvent  être  supposées  contenues  dans  le  plan  lon- 
gitudinal moyen  de  la  ferme.  Le  problème  consiste  à  trouver  les 
valeurs  des  quatre  forces  F»  F»  f ,  f'  en  fonction  de  l'abscisse  x«  et 
l'on  voit  sur-le-champ  qu'au  point  de  vue  analytique  ce  problème 
est  indéterminé,  puisque  la  statique  ne  fournit  que  trois  équations 
entre  quatre  inconnues.  L'équilibre  intérieur  de  la  poutre  est  donc 
possible  d'une  infinité  de  manières,  et  ce  sont  les  diverses  circon- 
stances de  la  pose  et  de  l'ajustage  des  pièces  qui  achèvent  dans 
chaque  cas  particulier  de  déterminer  le  problème.  Une  nouvelle  hy- 
pothèse est  donc  nécessaire  pour  compléter  la  solution,  et  nous 
choisirons  celle  qm  la  simplifie  davantage. 

Prenons  les  composantes  horizontales  des  forces  agissant  sur  l'élé- 
ment de  ferme;  nous  aurons  l'équation 

ê 


0. 


qui  se  réduit  à 


/d?      d9'\    .       .  JF      dr      ^ 


Cette  équation  nous  montre  qu'indépendamment  de  toute  hypo- 
thèse nouvelle,  la  fonction  n(ç  —  ç')sîna  +  F  —  F  est  constante 
dans  toute  l'étendue  de  la  poutre.  Cette  force  horizontale  se  retrouve 
donc  tout  entière  à  l'extrémité  de  la  poutre,  et  doit  y  être  équilibrée 
par  la  composante  horizontale  de  la  réaction  de  la  culée  ;  mais  nous 
admettons  que  la  poutre  pose  sur  ses  appuis  sans  y  exercer  de  pous- 
sée latérale,  et  par  suite  la  fonction  n  (?—>')  sina  -f  F — F,  égale 
à  zéro  sur  la  culée,  est  nulle  en  tous  points  de  la  portée. 

On  satisfait  très  simplement  à  cette  condition  en  posant  F  =  F, 
ce  qui  entraîne  en  même  temps  f  =  f  '  ;  et  c'est  cette  hypothèse  que 
nous  adopterons  pour  acheter  la  détermination  des  inconnues.  On 
voit  qu'elle  consiste  à  admettre  que,  dans  les  poutres  à  treillis  comme 
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dans  les  poutres  pleines,  la  compression  d'une  des  tables  est  égale  à 
l'extension  de  la  table  opposée;  il  en  résulte  Tégalité  des  pressions 
et  des  tensions  dans  les  deux  systèmes  de  barres  du  treillis.  Nous 
n'avons  plus  alors  que  deux  inconnues  F  et  f ,  et  les  équations  des 
composantes  verticales  et  des  moments  nous  en  font  connaître  les 
valeurs. 

l^  Équation  des  composantes  verticales  (i)  : 

^C08«  =  fMix  +  Sn(f  +  ^dxj  coss, 

laquelle  se  réduit  à  Téquation  smvante  : 

(1)  fn^-C08a  + p  =  0. 

t""  Ëquation  des  moments,  pris  par  rapport  à  un  point  quelconque» 
le  point  D,  par  exemple. 

La  somme  des  moments  des  forces  appliquées  aux  deux  tables 

//F 

par  rapport  à  ce  point  est  égale  à  —  --j-dxxE.  Nous  donnons  le 

signe  —  à  ce  moment,  parce  que  la  force  qui  y  entre  seule  tend  à 
faire  tourner  de  droite  à  gauche  son  point  d'application  autour  du 
centre  des  moments. 

Le  poids  pdx^  dont  la  direction  passe  par  le  point  D,  a  un  moment 
nul. 

Les  sn  forces  f ,  appliquées  en  dilTérents  points  du  plan  MN,  on. 
une  résultante  verticale,  montante,  et  égale  à  snf  coso.  Les  sn 

forces  f  f  +  ^^''  appliquées  en  différents  points  du  plan  M'N', 

ont   une    résultante   verticale ,    mais   descendante ,  et   égale   à 

sn  (f  +  ^  ^)  COBOL.  La  somme  des  moments  de  ces  deux  forces 


(1)  Nom  négUgeonfy  tuifant  l'usage  adopté  par  las  eoDStrocteiin,  la  portion  de 
réilatance  à  reflért  traDchant  dëTeloppëe  par  les  table8.(§  ]2}). 
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par  rapport  au  point  D  est  positive,  et  égaie  à  l'expression 

2n<p  CCS  a  <2x  +  2n  ^  ces  a  X  -j-» 

qui  se  réduit  à  son  premier  terme  en  effaçant  le  lerme  infiniment 
petit  du  second  ordre. 
L'équation  des  moments  est  donc  en  définitive: 

(2j  H^  =  8nfC08a. 

L'équation  (i)  donne  la  loi  de  variations  des  forces  f ,  €t  montre 
que  f  est  une  fonction  linéaire  de  l'abscisse  x;  l'équation  (à)  exprime 
la  loi  de  variation  des  forces  F«  et  montre  que  F  est  une  fonction 
entière  du  second  degré  de  cette  même  variable  x.  Ces  deux  équations 
peuvent  d'ailleurs  s'interpréter  autrement  :  le  produit  HF  est  en  effet 
le  moment  fléchissant  de  la  poutre  dans  le  plan  MN,  et  snf  cosa 
est  \ effort  tranchant  dans  ce  même  plan.  Désignant  par  M  le  mo- 
ment de  rupture  et  par  A  l'effort  tranchant,  les  équations  (i)  et  (2: 
se  transforment  dans  les  deux  suivantes  : 

dA  +  pda;  =  0,       M^kâx, 

lesquelles  sont  les  équations  générales  applicables  à  toutes  les  poutres 
droites  ($  ii4)>tandis  que  les  équations  (1)  et  (9)  ne  conviennent 
qu'aux  poutres  à  treillis. 

L'intégration  des  équations  (1)  et  (9)  est  fadle,  et  introduit  deux 
constantes  arbitraires  qu'il  faut  déterminer  dans  chaque  cas  parti* 
culier. 

L'intégrale  de  l'équation  (1)  est 

px 

•  =  Oit  —  l 

^      '^      «ncosa* 

la  constante  arbitraire  f^  est  la  valeur  de  la  force  f  pour  a:  =  o.  Sî 
donc  on  prend  pour  origine  des  abscisses  l'aplomb  de  la  culée,  f^ 
est  la  force  développée  dans  une  barre  aboutissant  à  la  culée  «  et 
la  sonune  an^^cosa  des  composantes  verticales  des  forces  f,  est 
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égale  à  la  réaction  de  la  culée,  ou  à  -pl^  l  étant  la  portée  de  la 
poutre  ;  donc 


•       4n  ces  a' 


et 

27i  cos  a 


,==^(i-). 


Cette  équation  nous  apprend  que  f  est  nul  au  milieu  de  la  portée, 
et  change  de  signe  d'un  côté  à  l'autre  de  ce  point  ;  les  barres  d'une 
même  inclinaison  sont  donc  comprimées  dans  une  des  moitiés  de  la 
poutre  et  étendues  dans  l'autre  moitié. 

En  substituant  dans  l'équation  (3)  cette  valeur  de  ft  on  parvient 
à  l'intégrale  suivante  : 

HF  =  I  px(l  -  x). 

La  constante  arbitrûre  introduite  par  l'intégration  est  nulle  ici,  parce 
que  la  poutre  est  simplement  posée  sur  la  culée  à  partir  de  laquelle 
on  compte  les  abscisses.  On  reconnaît  sur-le-champ  que  F  est  nul  pour 
a:  =  o  et  pour  or = /,  c'est-à-dire  sur  les  culées,  et  qu'il  est  maximum 
pour  ar=  / — a:,  c'est-à-dire  au  milieu  de  la  portée. 

Nous  avons  ainsi  trouvé  les  formules  générales  qui  donnent  f  et  F, 

et  reconnu  que  f  varie  proportionnellement  aux  ordonnées,  — x^ 

d'une  ligne  droite,  tandis  que  F  varie  proportionnellement  aux  or- 
données, X  (/ —  or),  d'une  parabole  à  axe  vertical  :  résultats  utiles  en 
ce  qu'ils  permettent  de  construire  une  épure  qui  indique  en  chaque 
point  la  valeur  des  forces  auxquelles  la  matière  de  la  poutre  doit 
être  en  mesure  de  résister. 

398.  Avant  de  pousser  plus  loin  la  discussion  des  équations  (1) 
et  (a) ,  nous  observerons  que  le  calcul  aux  différences  finies  ne  nous 
aurait  pas  conduit  à  d'autres  résultats  que  ceux  que  nous  venons  de 
formuler.  Pour  ce  calcul,  dx  devrait  être  remplacé  par  une  quantité 
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constante  A  a:,  finie  et  égale  à  la  distance  horizontale  de  deux  barres 
consécutives.  L'équation  (i)  deviendrait  dans  cette  nouvelle  hypo- 
thèse : 

%n^ff  008  a  +  pÀx  ^  #9 

d'où  l'on  tirerait»  comine  de  Téquation  différentielle. 


^       2/1 COS  a 


a-). 


en  observant  toutefois  que,  dans  cette  équation  «  x  ne  doit  recevoir 
que  des  valeurs  discontinues,  o,  Aar,  aAar,  SAx,...  dont  la  différence 
soit  cx)nstante  et  égale  kàx.  L'équation  (s),  où  l'on  conserverait  le 
terme  du  second  ordre  en  Ax,  deviendrait 

HAF  =  2n9  008  oAx  +  nA^  oos  oAx, 

OU  bien,  en  remplaçant  f  et  Af  par  leurs  valeurs  en  x  ci  Ax, 

HAF  =  p(^-.x)Ax-ipS*. 

Cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

HAF  =  ?^  Ax  —  1  p  [(Â?  +  2jAa:  +  x»)  -  a*\ 

OU  bien  encore  sous  celle-ci 

HAF  =  ÇAx-lp[(x  +  Ar)«-x«]  =  |'Ax-lpA(x^); 

et,  par  suite,  en  passant  aux  sommes, 

HF  =  ?-x-.ipx«=^lpx(^-x), 

sans  constante,  puisque  F  est  nul  pour  x  =  o.  C'est  la  même  équa- 
tion que  tout  à  l'heure. 
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Les  valeurs  de  F  varient  donc  d'une  manière  discontinue,  et  sont 
représentées  en  réalité  par  les  ordonnées  des  sommets  d'un  Contour 
polygonal  inscrit  dans  la  parabole  à  laquelle  conduit  l'hypothèse  de 
la  continuité.  De  même  les  valeurs  exactes  de  f  sont  proportion- 
nelles aux  ordonnées  de  points  tous  situés  sur  la  droite  dont  nous 
avons  indiqué  plus  haut  l'équation. 

Évidemment  il  n'y  a  dans  la  pratique  aucun  inconvénient  à 
substituer  des  lignes  continues  à  ces  contours  polygonaux  composés 
ordinairement  d'un  grand  nombre  d'éléments  tous  très  petits. 

La  théorie  des  ponts  suspendus  ofTre  l'exemple  d'une  substitution 
analogue. 


DISCUSSION  ET  APPLICATION   DES  FORMULES. 


300.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  déterminer 
le  minunum  des  sections  nécessaires  pour  qu'en  aucun  point  de  la 
poutre  le  métal  ne  subisse,  par  unité  de  surface»  un  effort  supérieur 
à  une  limite  donnée. 

L'analyse  nous  permet  de  fixer  d'une  manière  générale  la  valeur 
de  l'angle  a  qui  correspond  au  moindre  poids  du  treillis. 

En  un  point  quelconque  de  la  portée,  la  section  d'une  barre  doit 
être  proportionnelle  à  l'effort  f  que  cette  barre  supporte  ;  le  poids 
du  métal  contenu  dans  le  treillis  entre  les  plans  MN  et  M'N'  est  donc 

proportionnel  au  produit  f  X  -: — »  dans  lequel  f  représente,  à  un 

dx 
facteur  constant  près,  la  section  de  la  barre,  et  -? —  est  la  longueui 

^  sm  a  ® 

de  cette  barre  comprise  entre  les  deux  plans.  Si  l'on  substitue  dans 
cette  expi-ession  la  valeur  de  f  en  fonction  de  x^  il  vient 

«n  cos  a  sm  a  \2         /  n  sin  2»  \2        / 

et  le  seul  élément  que  Ton  soit  maître  d'altérer  dans  cette  fonction 
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POIDS  MINIMUM  DU  TREILLIS. 


est  le  diviseur  sin  sa.  Le  minimum  du  poids  du  ireillis  correspond 
donc  au  maximum  de  ce  diviseur,  c'est-à-dire  au  cas  où  Tangle  a  est 
égal  à  45''t  et  où  les  deux  systèmes  de  barres  se  coupent  orthogona^ 
lement. 

AOO.  Les  sections  des  barres  du  treillis,  déterminées  en  fonction  delà 
force  (p,  décrottrontàpartir  de  la  culée  jusqu'au  mllieuda  pont. On  peut 
pour  arrivera  ce  résultat,  faire  varier  soit,  la  largeur  de  la  barre,  soh 
son  épsdsseur,  soit  enfin  ses  deux  dimensions  à  la  fois.  A  s'en  rapporter 
aveuglément  au  calcul  que  nous  avons  présenté,  la  section  des  barres 
au  milieu  de  la  portée  pourrait  être  réduite  à  zéro  :  résultat  paradotal, 
qui  s'explique  en  observant  que  notre  calcul  a  supposé  une  répar- 
tition uniforme  de  la  surcharge,  ce  qui  n'est  jamais  réalisé  dans  la 
pratique,  sauf  en  certaines  circonstances  exceptionnelles.  Lorsque  la 
surcharge  n'occupe  qu'une  partie  de  la  longueur  du  pont,  les  réac- 
tions des  culées  sont  généralement  inégales,  et  le  point  où  l'eflbrt 
tranchant  est  nul  n'est  plus  au  milieu  de  la  portée.  Nous  avons  fait 
voir  (S  g3),  que  dans  ce  cas  l'effort  tranchant  au  milieu  a  pour 
limite  supérieure,  en  valeur  absolue,  le  quart  de  sa  plus  grande 
valeur  à  l'aplomb  de  la  culée,  et  nous  avons  montré  comment 
ou  pouvait  tracer  la  parabole-limite  des  valeurs  maximum  de  l'effort 
tranchant  en  chaque  point  de  la  portée.  Le  tracé  de  cette  parabole 

permet  de  calculer  les  sections  des 
barres  du  treillis,  de  manière  qu'en 
aucun  point  l'effort  subi  par  le  métal 
ne  dépasse  une  limite  fixée  d'avance; 
et  il  est  d'usage,  pour  simplifier  la  fa- 
brication, de  partager  les  barres  du 
treillis  en  groupes  contenant  chacun  un  nombre  à  peu  près  égal  de 
barres  d'un  même  modèle. 

AOl.  La  courbe  des  valeurs  du  moment  de  rupture  M  est  dt^finie 
de  même  par  les  équations 


Tracé  de  la  paraholt-limite  des  eiforU 
trauchants. 

Fig.  UO. 


d]l=:=Aix, 
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rf'M 
d'où  Ton  tire,  en  ëlimioant  A: -7-^  =  —  p. 

L'intégrale  de  cette  équation  estM  =  A^x px*  ,  sans  ajouter 

d'autre  constante  que  A«,  car  la  poutre  n'étant  pas  encastrée,  on 
doit  avoir  à  la  fois  M  =  o  et  j?  =  o.  La  quantité  A«  est  la  réaction  de 
la  culée. 

Nous  avons  déjà  reconnu  ($  g3)  qu'il  est  inutile  pour  la  récherche 
des  maxima  du  moment  M  de  supposer  la  charge  incomplètement 
répartie  sur  la  poutre  ;  car  l'hypothèse  qui  donne  en  tout  point  le 
maximum  de  M  correspond  à  une  surcharge  complète. 

Nous  n'aurons  donc  qu'à  déduire  différentes  valeurs  de  F  de 
l'équation 

Abstraction  faite  des  variations  peu  sensibles  du  facteur  H»  F  varie 

proportionnellement  aux  ordonnées  de  la  parabole  y  s=â;  (/—a;).  La 

conped'one     valeur  de  F  est  d'autant  moindre  que  le  facteur  H  est 

dédoaw«.      plus  grand.  Mais  dans    la  pratique  ce  facteur  n'est 

Fig.  zii.     jamais  arbitraire,  et  quelquefois  il  est  loin  d'atteindre 

'  .3  la  hauteur  entière  de  la  ferme.  C'est  ce  qui  arrive  quaod 


( 
< 


^ 


»         on  est  forcé  de  dédoubler  les  paquets  de   tôles   k 
\        asaembler  ,   le  calcul   leur    assignant  une  épaisseur 
-I  »  '  totale   qui  rendrait  les    rivures  impraticables.    Enfin 
la  hauteur  de  la   poutre ,   d'où   se   déduit  le   bras 
de  levier  H,  est  limitte  par  d'autres  circonstances  encore;  elle 

varie   dans   les   grands   ponts   du  huitième  au  douzième  de   la 

5 

portée  (1)  ;  elle  ne  doit  pas  excéder  une  certaine  proportion,  les  - 

ju  les  L  de  la  largeur  du  pont,  pour  que  la  poutre  ait  sur  les  culées 
une  assiette  suffisante  (2);  elle  est  commandée  en  certaines  ci  rcon* 


(1)  Ga  rapport,  comme  on  le  verra  (§  404),  a  une  grande  influence  sur  la  raideur 
de  la  poutre. 
(3)  Cette  proportion  est  œlle  que  les  anciens  architectes  recommandaient  pour  la 
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Stances  par  l'obligation  de  maintenir  à  des  niveaux  déGnis  le  dessonf^ 
des  fermes,  le  plan  des  rails  ou  de  la  voie,  et  en  même  temps  le 
dessus  des  fermes  pour  assurer  un  contreventement  au  pont  sans 
gêner  le  passage  des  véhicules  et  des  chargements. 
Au  centre  de  la  portée,  on  a 


et,  par  suite  y 


F  =  ip/». 

On  en  déduit  la  section  maximum  de  la  table.  Du  centre  aux  deux 
culées,  cette  section  est  graduellement  réduite  par  la  suppi-ession 
d'un  certain  nombre  de  feuilles.  Les  nécessités  de  la  fabrication 
entraînent  toujours  dans  les  environs  des  culées  un  excès  notable 
de  matière. 

/i02.  Enfin,  dans  la  portion  de  la  poutre  qui  repose  sur  la  culée, 
et  qui  ordinairement  est  formée  d'une  partie  pleine  arrêtant  le  treillis, 
il  est  nécessaire,  pour  prévenir  l'écrasement  de  cette  partie  sous  la 
réaction  de  là  culée,  de  donner  à  la  paroi  une  section  horizontale 
proportionnelle  à  cette  réaction. 


coupe  des  poatiet  en  charpente.  Soit  a  la  hauteur  d'âne  poutre,  b  sa  Urgeor;  la 
ng.  Ut,       réaUtance  de  la  poutre  à  la  flexion  dans  le  plan  vertical  est  propor- 
tionnelle an  produit  M  (§  10&)  ;  et  comme  la  poutre  est  supposée  extraite 
d'un  arbre  ayant  la  forme  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  dont  le 
rayon  R  peut  être  regardé  comme  donné,  on  a  aussi 

o«  +  A»  =  4R». 

Le  problème  de  la  meilleure  coupe  revient  donc  à  déterminer  a  et  6, 
de  niauière  que  a*b  soit  maximum  lorsque  la  somme  a* +6*  est  constante.  Il  faut  pour 

_  3       7 

rela  que  «^  =  ^.  Les  fractions  -  et  -•  sont  des  rédulUs  de  la  fraction  continue 
qui  représente  le  déreloppement  de  ^. 
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OOIIPARAISOIf  d'une   POUTaE  A  TRBILUS   AVEC   CNE  POUTaS  PLEINS 

DE  MÊMES   DIMENSIONS. 

403.  A  ne  conddérer  que  superficiellement  les  poutres  à  treillis,  on 
est  tenté  de  croire  qu'à  égalité  de  portée,  un  tel  système  doit  conduire 
à  une  réduction  du  poids  des  poutres.  Il  y  a  avantage,  en  effet,  à 
éloigner  de  Taxe  neutre  les  fibres  résistantes  qui  composent  une 
poutre,  et  à  les  concentrer  dans  deux  bandes  séparées  Tune  de  l'autre 
par  le  plus  grand  intervalle  possible  :  telle  est  la  considération  qui 
a  pu  conduire  à  évider  ]a  région  voisine  de  l'axe  neutre,  et  à  trans- 
former en  treillis  la  paroi  pleine.  Ce  raisonnement  est  démenti  et  par 
l'expérience  et  par  la  théorie.  L'expérience  démontre  que  les  poutres 
à  treillis  sont  un  système  assez  lourd,  et  que  les  économies  de  métal 
qu'on  veut  y  faire  sont  toujours,  au  delà  d'une  certaine  limite, 
préjudiciables  à  la  durée  de  l'ouvrage.  La  théorie  met  en  évidence  le 
rôle  que  joue  dans  la  résistance  de  la  ferme  la  paroi,  pleine  ou  évidée, 
qui  rattache  l'une  à  l'autre  les  deux  tables  d'une  poutre  métallique. 

Cette  paroi  est  l'organe  par  lequel  s'opère  la  transmission  des 
tensions  et  des  pressions  d'une  région  à  l'autre  de  la  pièce,  et  elle  a 
besoin  d'être  nourrie  en  vue  de  ce  travail  indispensable  à  l'équilibre 
moléculdre  de  la  construction. 

Nous  avons  vu  que  l'effort  tranchant  A,  en  un  point  quelconque 
de  la  ferme  défini  par  l'abscisse  Xj  est  la  dérivée  par  rapport  à  x  du 
moment  de  rupture  M  dans  la  section  correspondante  à  cette  même 
abscisse.  Dans  une  poutre  à  treillis,  l'effort  A  s'exerce  obliquement 
ëur  an  barre3,auxquelles  on  peut  faire  supporter  une  pression  ou  une 
tension-limite  de  R  kilogrammes  par  millimètre  quarré  de  section  ; 
le  minimum  de  la  section  droite  d'une  barre  est  donc  donné  par  la 

fraction sr,  et  le  volume  du  treillis,  pour  un  élément  de 

sncosaxR  * 

loiip^ueur  d!2r,  est  égal  à 

A  dx        .  SAdx 

X  r. —  X  2n  = 


2n  cos  a  X  R       sin  «  R  sin  2a* 
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expression  qui»  dans  le  cas  le  plus  favorable,  celui  où  a=4S*.  ^ 

réduit  à  , 

il 

Dans  une  poutre  pleine  de  même  dimension  que  la  poutre  à  treilUs 

et  chargée  de  la  même  manière,  l'effort  tranchant  est  équilibré  par 

ia  résistance  de  la  paroi  pleine  au  cisaillement  ;  désignons  par  K  la 

limite  de  résistance  du  métal  par  millimètre  quarré.  La  section  né- 

cessaire  pour  la  paroi  pleine  sera  donc  représentée  par  -^ ,  et  le 

volume  du'  métal  employé  par  la  paroi  sur  une  longueur  dx  sera 

A.  ficc  "^ 

-^,  Or  on  peut  admettre  que  R  =  R';  on  adopte  en  effet  le  plus 

souvent  une  limite  de  5  kilogrammes  pour  les  tensions  et  pressons 
dans  le  treillis,  et  cette  limite  est  aussi  celle  de  la  résistance  pratique 
du  fer  au  cisaillement.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  de  la  paroi 
évidée  est  donc  double  du  volume  de  la  paroi  pleine. 

En  pratique,  le  résultat  de  la  comparaison  est  quelquefois  dif- 
férent. Il  peut  arriver  en  effet  que  le  calcul  assigne  à  la  paroi 
pleine  d'une  poutre  une  épaisseur  si  petite  qu'elle  soit  inadmissible 
dans  la  construction  ;  on  ne  peut  pas,  par  exemple,  mettre  moins 
d'une  tôle  pour  l'âme  d'une  poutre.  La  poutre  pleine  aursdt  alors  un 
grand  excès  de  résistance  à  l'effort  tranchant,  et  elle  serait  moins 
économique  qu'un  treillis,  qui,  concentrant  la  matière  sur  un  petit 
nombre  de  lignes,  la  ferait  travailler  partout  dans  des  conditions 
meilleures.  Le  treillis  assurerait  du  moins  une  écçnomie  sur  le  poids; 
cette  économie  pourrait  être  rachetée  d'ailleurs  par  une  plus  grande 
dépense  dans  le  titivail  du  montage.  Le  treillis,  dans  toute  autre 
circonstance,  est  plus  lourd  que  la  poutre  pleine. 

Outre  ce  premier  excès  de  matière,  dont  la  nécessité  est  mathéma- 
tiquement démontrée,  le  treillis  conduit  encore  à  un  autre  excès,  dû 
à  la  discontinuité  des  attaches.  Chaque  barre  doit  être  rivée  séparé- 
ment aux  tables,  et  chacun  de  ces  assemblages  doit  être  en  état  de 
résister  individuellement  à  toute  action  qu'il  aurait  à  subir.  La  conti- 
nuité  de  la  paroi  pleine,  outre  qu'elle  répartit  uniformément  larivure 
de  l'âme  aux  tables,  crée  entre  les  diverses  parties  de  la  poutre  une 
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solidarité  qui  les  soulage  Tune  par  l'autre.  Dans  les  treillis,  au  con- 
traire, la  rivure  des  barres  demande  l'emploi  de  grandes  feuilles  de 
tôle,  ou  de  cornières  de  dimensions  exceptionnelles  ;  d'où  résulte  un 
excès  de  poids  et  un  excès  de  dépense. 

Malgré  cette  infériorité  économique  du  treillis,  on  ne  renoncera 
pas  à  ce  mode  de  construction  pour  s'en  tenir  exclusivement  aux 
ponts  à  poutres  pleines.  L'élégance  d'un  treillis  bien  dessiné  et  l'as- 
pect repoussant  d'une  paroi  pleine  ramèneront  toujours  un  grand 
nombre  de  constructeurs  à  préférer  le  système  le  plus  satisfaisant  à 
l'ceil  au  système  dont  le  bon  marché  est  le  seul  mérite. 


FLEXION   DE   LA  POUTBE  A  TREILUS. 


àOà.  Soit  toujours  F  la  pression  ou  tension  totale  qui  s'exerce  dans 
les  deux  bandes  horizontales  de  la  poutre  ;  soit  co  la  section  de  ces 
bandes,  dans  le  plan  défini  par  l'abscisse  or,  et  E  le  coefficient  d'élas- 
ticité du  métal.  L'élément  de  longueur  e2r,  pris  avant  la  flexion  sur  la 

bande  comprimée,  devient  après  la  compression  dx  f  i — j^jt^t 

l'élément  étendu  acquiert  la  longueur  dx  (  i  +  •rr-  )  •  Si  donc  on  dé- 
signe par  p  le  rayon  de  courbure  de  l'axe  moyen  de  la  poutre,  lequel 

H 
axe  est  à  une  distance  commune  —  des  deux  bandes  «  on  aura  la 

proportion 


d'où  l'on  déduit 


_EH       » 
p-    2    X  p* 


F 

Le  rapport  —  est,  dans  la  section  considérée,  la  charge  moyenne 
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de  la  matière  par  unité  de  surface;  l'épure  de  la  distribution  des  tAIes 
donne  <»,  et  fait  connaître  par  suite  autapt  de  valeurs  qu'on  voudra 
de  ce  rapport. 

Après  avoir  partagé  la  poutre  en  éléments  suffisamment  petits,  on 
<:alculera  pour  chacun  une  valeur  moyenne  du  rayon  de  courbure  p 
qui  lui  appartiendra  après  la  flexion.  L'axe  neutre  sera  ensuite  tracé 
au  moyen  d'une  série  d'arcs  de  cercles  se  raccordant  comme  dans 
les  anses  de  panier. 

Si  une  poutre  est  construite  de  manière  que,  sous  l'action  des  plus 
grandes  surcharges  qu'elle  puisse  subir,  le  métal  ne  supporte  en  aa- 
cun  point  des  bandes  une  pression  on  une  tension  supérieure  à  une 
limite  K  déterminée,  il  est  facile  de  fixer  une  limite  du  rapport  de  la 
flèche  à  l'ouverture,  pourvu  que  l'on  connaisse  le  rapport  de  la  hau- 
teur H  de  la  poutre  à  la  portée. 

Posons  en  effet  H  =  0  /,  B  étant  le  rapport  donné. 

F 

Puisque  -  est  en  tous  points  inférieur  à  la  limite  K,  on  aura  en 


tous  points 


EH      i 


et,  par  suite,  on  attribue  une  courbure  trop  prononcée  à  l'axe  neutre 
en  adoptant  pour  rayon  de  courbure  constant  la  quantité 


,     Ell 


Par  conséquent,  la  flèche  véritable  /  de  la  poutre  est  inférieure  à 
la  flèche  /'  de  l'arc  de  rayon  p',  laquelle  est  doanée  approximative- 
ment par  la  formule 


donc  enfin 


ff i_  _  ^^  . 

•^        8p'  ""  4KH  ' 


i  ^  4Ee* 
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L'application  de  cette  formule  conduit  à  dresser  le  tableau  suivant» 
^ans  lequel  on  a  supposé  E  =  16,000,000,000  kilog.  par  mètre 
carré,  comme  il  convient  de  le  faire  lorsqu'il  s'agit  d*uo  grand  ou- 
^rage(SS«7et»8). 


RAPPOIT  9 

de  U  huteur 
àUportée. 


-=:  0.125 


1 

9 

=  0.111 

1 
10 

=0.100 

1 

=0.001 

1 
75 

s  0.088 

CHAME  MaHMOM  par  MILUMÉTIK  OOAiai  DE  SECTION  DES  BANDES. 


4  kilogrammas. 


1 


--  =  0.007 


5  kilogrtmiiMs. 


6  kflognnunes. 


7  kilogrammes. 


7  kilogr.  11%. 


Limite  du  rapport  de  la  flèche  à  Vouoerture, 


O.OOO&O 


O.OOdâû 


0.00062 


0.000C9 


0.00075 


0.00004 


0.000G2 


0.00070 


0.00077 


0.00080 


O.00A94 


0.00117 


0.00075 


0.00084 


0.00094 


0.00102 


0.00112 


0.00140 


0.00087 


0.00098 


0.00110 


0.00121 


0.00134 


0.00160 


0.00094 


O.UOIOG 


0.00119 


U.0013t 


0.00144 


0.00183 


DÉTERMINATION  DU   POIDS  DE  LA   POUTBE   A   TaEIlXIS  PAR   UÈTR£ 

GOURANT. 


A05.  Étant  donnée  la  portée  I  d'un  pont  métallique  à  treillis  que 
l'on  se  propose  de  construire»  on  détermine  arbitrairement,  ou  d'après 
les  conditions  particulières  auxquelles  l'ouvi'age.  doit  être  soumis,  la 
hauteur  H  qu'il  convient  d'attiûbuer  à  la  poutre.  Pour  calculer  en- 
suite les  dimensions  qu'il  faut  donner  à  ses  diverses  parties,  il  e.st 
nécessaire  de  connaître  le  poids  p  par  mètre  courant  que  le  pont 
doit  supporter,  et  ce  poids  se  compose  de  deux  portions  :  l'une,  p\ 
est  le  poids  propre  de  la  ferme,  l'autre,  p",  est  la  surcharge,  qui  esi 

46 
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supposée  connue  d'après  la  destination  du  pont  et  d'après  sa  portée. 

Longtemps  on  s'est  contenté  de  prendre  arbitrairement  le  poids />' 
sauf  à  vérifier  ensuite,  par  le  métré  du  projet,  que  le  poids  effectif  était 
au  plus  égal  au  poids  supposé.  C'est  une  méthode  de  fausse  position 
qui  est  de  mise  dans  la  plupart  des  questions  de  travaux  publics. 

Il  est  cependant  possible  d'affranchir  le  calcul  de  cette  hypothèse^ 
qui,  lors  même  qu'elle  ne  forcerait  pas  à  recommencer  sur  nouveaux 
frais  les  opérations  dans  le  cas  où  le  poids  présumé  serait  trop  faible, 
conduit  généralement,  dans  le  cas  contraire,  à  un  poids  trop  fort  ; 
car  le  projet  est  dressé  de  manière  que,  sous  le  poids  p'+p"  par 
mètre  courant,  le  métal  subisse  un  effort  maximum  donné  :  les  sec- 
tions sont  donc  trop  grandes  si  p'  a  été  pris  trop  grand. 

11  est  par  suite  utile  de  chercher,  d'après  les  calculs  précé- 
dents, à  déierminer  p'  sans  lui  attribuer  primitivement  de  valeur 
arbitraire. 

à06.  Prenons  pour  unités  le  mètre  pour  les  longueurs  et  le  kilo- 
gramme pour  les  forces.  Nous  supposerons  connue  la  limite  R  de  la 
charge  par  mètre  carré  pour  le  fer  dans  les.  bandes,  la  limite  R'  de  la 
charge  dans  les  treillis,  et  la  limite  R""  de  la  pression  par  mètre  carré 
dans  la  section  horizontale  des  parties  reposant  sur  les  appuis. 

Appelons  «t^  le  poids  du  mètre  cube  du  métal  dont  se  compose 
la  poutre.  Le  volume  de  la  poutre  sera  par  conséquent  en  mètres 

cubes  égal  à^» 

La  poutre  se  décompose  comme  il  suit  : 

i^"  Les  bandes  ou  tables  ; 
9*  Le  treillis; 

S""  Les  appuis  sur  les  culées  ; 

4*^  Les  accessoires,  tels  que  les  contreventements ,  les  pièces  de 
^onts,  les  longerons,'  s'il  y  en  a  ; 
5""  Les  rivures  et  couvre-joints. 

Les  trois  premières  parties  peuvent  se  calculer  avec  une  grande 
approximation. 
.  i""  La  section  des  tables,  au  milieu  de  la  portée  est  donnée  par 


DU  POTOS  PROPRE.  723 


^K 


r  expression  ^Wk-«  où  H'  eist  un  bras  de  levier  un  peu  moindre  que  H» 

De  chaque  côté  du  milieu  de  la  portée,  cette  section  se  réduit  gra- 
duellement et  peut  même  devenir  très  petite  sur  les  appuis  ;  si  elle 
se  réduisait  à  zéro  d'après  la  loi  parabolique,  la  section  moyenne 
serait  exactement  les  deux  tiers  du  maximum  ;  la  moyenne  étant 

comprise  enti^  les  •=  et  le  tout,  on  peut  avec  vraisemblance  supposer 

5  3  vP 

qu'elle  est  les  y  du  maximum;  ce  qui  donne  t-^t?  pour  la  sec- 
^  4  5a  ni\ 

tion  moyenne  d'une  table  applicable  à  toute  la  longueur  du  pont, 

et  en  tout,  pour  les  deux  bandes,  un  volume  égal  à 

16  H'K' 

S""  Nous  supposons  le  treillis  tracé  à  45''  sur  la  verticale  ;  n  étant 
le  nombre  des  barres  de  l'un  des  systèmes,  la  force  qui  agit  indivi- 
duellement sur  une  barre  aboutissant  à  la  culée  est 


La  section  d'une  barre  à  l'aplomb  de  la  culée  est  donc  égale  à 


nR'  v^ 


Au  milieu  de  la  portée,  cette  section  peut  être  réduite  au  quart  de 
la  valeur  sur  la  culée,  ou  à 


1^' 


nR  ^/â' 
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La  demi-somme  des  deux, «  est  applicable  en  moyeune  à  toute 

nR'va 

barre»  de  sorte  que  le  volume  du  treillis  est  représenté  par  l'expres- 
sion t 

nRVâ  8  R'- 

II  est  facile  de  voir  en  effet  que  1^2  x  s  n  est  la  longueur  totale 
des  barres  de  l'un  et  de  l'autre  système,  mises  bout  à  bout. 

Car  on  peut  observer  que  si  H''  représente  la  hauteur  du  treillis,  il 
y  a  n  barres  d'un  même  système  dans  une  longueur  de  poutre  égale 

fil 
à  H'';  ce  qui  fait  ^^  pour  la  longueur  entière  de  la  portée  ;  la  lon- 
gueur d'une  barre  complète  est  d'ailleurs  H"v/â;  de  sorte  que  la 

ni  — 

longueur  totale  des  barres  d'un  même  système  est  |=^  xH'v^a  =  nl/i* 

u 

Pour  les  deux  systèmes,  elle  est  double,  ou  égale  à  l^Z  x  sn. 

3*  La  section  horizontale  nécessaire  sur  les  culées  est  -=r--,  et 

R 

comme  elle  s'applique  à  une  hauteur  E"  du  treillis  et  à  deux  appuis, 

elle  donne  un  volume  total -î-^.. 

Nous  avons  donc  exprimé  les  trois  pi*emiers  termes  du  volume  de 
la  poutre,  savoir  : 

^VieHR  "^  SR'"^  H"/' 

I 

4*  Les  accessoires  de  la  poutre  contenus  dans  la  quatrième  classe 
ont  un  poids  qui  peut  être  défini  d'avance,  et  qui  constitue,  pour 
ainsi  dire,  sa  surcharge  permanente  ;  on  tiendra  compte  de  celle 
partie  en  ajoutant  cette  surcharge  permanente  à  la  surcharge  acci- 


DU  POIDS  PROPRE.  725 

dentelle  :  c'est  la  somme  de  ces  deux  surcharges  que  nous  représen- 
terons par  p". 

5*  La  cinquième  partie  représente  des  accessoires  dont  le  poids 
total  est  à  peu  près  propoitionnel  au  poids  propre  de  la  poutre  ;  on 
en  tiendra  donc  un  compte  suffisamment  exact  en  multipliant  par  un 
facteur  constant  la  somme  des  trois  premières  parties.  Nous  repré- 
senterons ce  coefficient  par  i  +  K  ;  dans  les  applications,  on  pourra 
faire  varier  K  de  o,5o  à  o,4o. 

On  aura  donc  en  définitive  l'équation  : 

a=P(î6ÎfR+85^+R^J(*  +  '^)- 

Remplaçant/?  par  p  +  p'%  ^t  supprimant  le  facteur  commun  A  il 
vient  pour  p  : 


sr       \16  H'R  "^  8  R'  "*■  R'7  ^   "^    ' 


P'  = 


Une  fois  />'  déterminé,  on  en  déduit  le  poids  total  /^Vde  la  ferme, 
\  compris  les  accessoires  tels  que  couvre-joints  et  rivures,  mais 
non  compris  les  pièces  de  ponts,  longerons  et  contre ventements, 
dont  le  poids  rapporté  au  mètre  courant  est  supposé  entrer  dans  la 
valeur  de  p". 

Si  Ton  voulait  calculer  le  poids  propre  p  d'une  poutre  pleine,  il 

5  5 

suffirait  de  remplacer  par--:  le  coefficient,  ~,  du  terme  correspondant 

au  volume  du  treillis  (§  4o3) . 

M.  Bresse,  en  introduisant  cette  formule  dans'  la  seconde  édition 
de  son  Cours  de  mécanique  appliquée^  en  a  modifié  légèrement  les 

H" 

coefficients.  H  a  de  plus  supprimé  le  terme  »  qui  correspond  à  la 

résistance  des  parties  portant  sur  les  appuis,  parce  que  le  poids  de 
ces  parties  ne  charge  pas  la  poutre.  Ce  terme  a  du  reste  peu  d'im- 
portance ;  mais  qu'on  l'admette  ou  qu'on  le  supprime,  il  importe  de 
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ae  pas  négliger  le  calcul  des  dimensions  nécessaires  pour  prévenir 
Técrasement  de  la  poutre  sur  les  culées. 

A07.  Pour  la  discussion  de  la  formule,  nous  supposerons  que  p'  est 
égal  à  4 000  kilogrammes,  que  K  est  égal  à  o.3o,  ce  qui  corres- 
pond  à  23  p.  100  sur  le  poids  total  du  pont,  en  riyures  et  en  acces- 
soires ;  le  poids  ^  du  mètre  cube  de  fer  est  pris  égal  à  7  800  kilo- 
grammes ;  enfin,  soit  R  =  R'  =  R''  r:^  6 000 000,  et  H'  =  H"  =  H. 
Dans  la  réalité,  H'  et  H''  sont  toujours  un  peu  moindres  que  H; 
prendre  H  pour  H'  revient  donc  à  admettre  pour  limite  de  la  pression 
et  de  la  tension  dans  les  longerons  une  charge  un  peu  supérieure  à 
6  kilogrammes  par  millimètre  carré.  De  même  on  peut  confondre  H 
avec  H"  en  altérant  légèrement  la  limite  R^ 

Posons  pour  abréger 


^  =  ^I  +  i'  +  H; 


nous  aurons  la  formule  simplifiée 


^  H  ^ 

(1  +  K)cr 


ou,  en  introduisant  les  valeurs  numériques  de  p'^  R,  K  et  «o^ , 


4000V 


591,716  — V 


II 

V  varie  avec  la  portée  /  et  avec  le  rapport  j  qui  est  le  surbaisse' 

H 

men^  de  la  poutre.  Si  on  laisse  j  constant,  V  s'évanouit  pour  /=:o; 

alors  p'  =  0.  Les  diverses  courbes  dont  les  ordonnées  représentent, 
pour  une  même  valeur  du  surbaissement,  le  poids  ff  en  fonction  de 
la  portée  /,  passent  donc  toutes  par  Torigine.  On  voit  de  plus  qu'elles 
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ont  nne  asymptote  verticale  pour  la  valeur  de  /  qui  rend  V  égal  à 

g 

591,716.  Soit  m  le  surbaissement  -j,  on  aura 


^=(i&+l+->. 


et  par  suite»  la  valeur  de  /  qui  rend  p'  infini  est  égale  à 


l»^       691.716 


3         5 


On  trouve  par  cette  formule  : 


Pour 

1 
m  =  g, 

/'=862-,98, 

• 

i 

r=203-,65, 

i 

r=i75-.02; 

Ce  sont  les  limites  extrêmes  des  portées  des  ponts  à  treillis  pour  un 
surbaissement  donné. 

La  formule  indique  encore,  pour  une  portée  déterminée,  le  sur- 
baissement qui  rend  p'  minimum.  Le  minimum  de  p'  correspond  au 

minimum  de  Y,  lequel  correspond,  lorsque  /  reste  constant,  au  mi- 

5 
nimum  de  la  somme  -4 [■  fn^  ou  à 


4 


surbaissement  compris  entre  ?  et  g.  Il  est  indépendant  de  la  portée^ 

dette  haute  valeur  du  surbaissement  n'est  pas  admissible  en  général 
dans  la  pratique. 
Pour  m  =  0. 1 8»,  la  valeur  infinie  de  p  correspond  à  /  =  Sa 2". 5o, 
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limite  théorique  absolue  de  la  portée  des  poutres  droites  à  treillis, 
dans  les  conditions  où  nous  les  avons  supposées. 

L'épure  de  la  planche  Y  donne  le  poids  par  mètre  courant  de 
simple  voie  d'une  poutre  à  treillis  pour  chemin  de  fer,  pour  trois 

surbaissements  usuels,  7,  —  et — ,  les  portées  variant  de  zéro  à 

o     10      la 

100  mètres.  Les  courbes  ne  sont  proprement  applicables  qu'aux 

portées  supérieures  à  3o  mètres,  parce  qu'au-dessous,  le  poids  ;>' 

doit  être  augmenté  :  cette  augmentation  revient  du  reste  à  multiplier 

les  ordonnées  des  courbes  par  un  facteur  propordonnel  à  la  nouvelle 

valeur  de  p". 

Le  tableau  suivant  indique  sous  une  autre  forme  les  poids  par 

mètre  courant  des  poutres  à  treillis  de  3o,  5ot  70  et  100  mètres 

pour  les  divers  surbaissements  adoptés. 


smAttiniziiT 
H 


8 


10 


12 


PORTÉE  : 


30  mètres. 


//  =  480  kllog. 


10  mètres. 


p'  =  039  kflogr. 


//  =  607  kflogr. 


//=  Î0«  kUogr. 


p'=n26kilogr. 


p'al333kilogr. 


70  mètrei. 


p^=:14&l  kflogr. 


;y=1779k!logr. 


100 


p'=2450kilogr. 


p'=r3l35kilogT. 


/)'=:2lC0kilogr.  p'=40COkllogr. 


A08.  Rbmarqubs.  Dans  un  pont  pour  chemin  de  fer,  dès  que  la 
portée  dépasse  3o  mètres,  la  surcharge  accidentelle  jd,  est  constante, 
tandis  que  le  poids  propre  /?,,  surcharge  permanente  comprise, 
s' accroît  à  mesure  que  /  augmente.  Il  arrive,  dans  les  très 
grandes  portées,  que  p^  surpasse  p^  :  les  efforts-limites  R,  R',  R'' 
sont  atteints    dans  le  métal  pour  la  charge  />«+/'t;   '^  eÛbrts 
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maximum  développés  dans  le  métal  lorsqu'il  n'y  a  aucune  surcharge, 
seront  donc  respectiyement  égaux  à 


xR,    — £f2_xR',  —i^xR", 


Pi-^Pt  Pl  +  Pi  7'l+P8 

et  ces  efforts  s'exercent  d'une  manière  permanente*  car  ils  provien- 
nent uniquement  du  poids  propre  du  poot.  II  est  donc  utile» 
pour  que  la  durée  de  la  construction  soit  assurée,  que  ces  efforts 
réduits  soient  inférieurs  à  la  limite  de  la  résistance  constante  du 
métal  (S  99,1"*)  ;  on  peut  admettre  que  cette  limite  est,  pour  le  fer, 
égale  à  4  kilogrammes.  Il  faut  donc  s'assurer,  après  avoir  fait  tous 

les  calculs,  que  les  produits  par  — ^ —  des  limites  R,  R',  R''  sont 

inférieurs  à  A  kilogrammes.  Jusqu'à  100  mètres  de  portée,  p^  ne 

dépasse  guère  />p  et  — ^ —  est  au  plus  égal  à  -  :  cette  condition 

est  donc  en  général  satisfaite;  mais  au  delà  de  100  mètres,  il  n'en 
est  plus  toujours  de  même,  d'autant  plus  que,  pour  des  portées  aussi 

grandes,  le  tapport  y  est  nécessairement  assez  petit,  ce  qui  augmente 

la  valeur  àep^» 

i09«  Notre  formule  donne  des  poids  moindres  que  ceux  que  l'on 
ndopte  habituellement  :  un  tel  résultat  était  facile  à  prévoir.  Pour 
établir  cette  équation,  nous  avons  supposé  que  le  métal  subissait  en 
tout  point  un  effort  vobin  du  maximum  :  nous  avons  dû,  par  t:on- 
séquent,  obtenir  le  poids  minimum  correspondant  aux  limites  de 
charge. 

On  remarquera,  en  même  temps,  que  la  formule  peut  donner  des 
poids  p'  aussi  grands  qu'on  voudra  ;  il  suflSt  pom*  cela  de  réduire 
les  limites  R,  R',  R^  Le  poids  p'  croît  à  mesure  que  ces  limites  di- 
minuent, et  la  formule  a  toujours  l'avantage  de  faire  connaître  le 
poids  propre  qui  correspond  aux  limites  données,  et  la  décomposition 
précise  de  ce  poids  en  quatre  parties  :  bandes  horizontales,  paroi 
verticale,  parties  portant  sur  les  appuis,  et  enfin  accessoires. 
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REGHERGBB   DU   POIDS  PBOPRE    d'dNE   POUTRE  A  TREILLIS 

DE   n  TRAVÉES. 

Aie.  Proposons-nous  de  résoudre  le  même  problème  pour  une 
poutre  de  plusieurs  travées. 

La  portée  totale  L  de  la  poutre  se  partage  en  deux  travées  de  rive 
de  longueur  égale  kt^ein  —  s  travées  centrales  «  de  longueur  A  ^ 
sorte  qu'on  a 

L  =  «'  +  (n— 2)/. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  la  poutre  est  éqmSbrk 

(S  S25)  ;  ce  qui  suppose  que  la  longueur  l  soit  environ  les  ^  delà 

longueur  /;  de  plus,  nous  calculerons  le  poids  propre  en  supposant 
une  charge  uniformément  répartie  dans  toute  l'étendue  de  la  portée. 
Appelons  p'  le  poids  propre  par  mètre  courant,  p"  le  poids  de  b 
surcharge  ;  la  charge  totale  p  sera  égale  à  p'  +  p". 

i*  Volutne  des  bandes.  Les  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
seront,  d'après  notre  hypothèse,  tous  égaux  à — /?/*;  les  moments 

fléchissants  au  milieu  des  travées  centrales  seront  -7  »/*;  ils  seront 

nuls  au  cinquième  et  aux  quatre  cinquièmes  de  chaque  portée.  La 
partie  de  la  poutre  comprise  entre  les  points  d'mflexion  de  chaque 
travée  est  donc  assimilable  à  une  travée  unique  qui  aurait  une 

3  1 

portée  égale  à  -  /,  et  un  moment  fléchissant  maximum  égal  à  ~pP\ 

le  volume  correspondant  de  Tune  de  ses  bandes,  pour  cette  longueufi 
peut  être  évalué  à 

3       i     ,,     3 , 

lia         • 


WUÇ'  343. 
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en  conservant  à  H'  et  R  la  signification  qu'ils  avaient  dans  le  pro- 
blème précédent  II  faut  y  ajouter  le  vo- 
lume de  la  bande  en  dehors  des  points 
d'inflexion.  Or  le  moment  fléchissant  va- 
rie dans  l'un  de  ces  deux  tronçons  de  o 

à  2—;  il  est,  en  moyenne,  égal  à  ^,  pour 
une  longueur  égale  à  ^  ;  le  volume  cor- 


respondant est  donc 


H'R 


ce  qui  fait  pour  les  deux  tronçons  pareils 

H'R 

le  volume  total  de  la  bande  est  ainsi  évalué  à 

H'R  "■  480  H'R» 


et  pour  les  deux  bandes  à 


17   pf> 
240  H'R* 


Comme  le  calcul  que  nous  faisons  n*a  pas  une  exactitude  bien  ri- 
goureuse, il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  augmenter  un  peu  ce  poids; 
nous  ajouterons  donc  une  unité  au  numérateur  du  coefficient,  ce  qui 

donnera  — r-,  fraction  réductible  à  ;-.  Le  volume  des  deux  bandes. 
s4o  40 

dans  une  travée  centrale,  sera  donc  pour  nous  : 

3    pi* 
40  H'R' 
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Faisons  le  même  calcul  pour  une  travée  de  rive.  Le  moment  flé- 
Fig.  344.  cliissant  sur  la  pile  où  a  lieu  l'encastrement 

;i!!,!.„^^^     j  est  ^  pH^  ;  le  point  d'inflexion  est  au  quart 

l__Nr''  ^ 

\p         \^       de  la  portée  /'.  Enfin,  le  moment  fléchissant 

maximum  est  -^  pP  (§  loi).  Le  volume 
*        d'une  bande  sera 


î-xàP''*Xï''  +  l><^'x?P'" 


U'R 

et  pour  les  deux  bandes 


143         p/'» 


1024       H'R* 

ou,  en  forçant  le  numérateur  de  i5  unités, 

1  pT» 
SH'R' 

Le  volume  total  des  bandes  de  la  poutre  sera  donc  égal  na  double 

de  -  ^7=r,  pour  les  deux  travées  extrêmes,  et  à  n  —  a  fois  le  volume 
8  H  R 

—  ^L-^  pour  les  travées  centrales  ;  ce  qui  fait,  en  définitive  : 
4o  il  R 

H'R 

2»  Volume  du  treillis.  —  Le  volume  du  treillis  pour  les  travées 
centrales  est  le  même  que  pour  une  travée  libre  :  il  est  donc  expri- 
mable par 

5  pZ^ 
8  K'* 

g 
Pour  une  travée  dérive,  l'effort  tranchant  varie  de  -^pP  sur  la  eu- 
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5 
lée  k^pf  sur  la  pile;  le  poids  du  treiUis  est  donc  sensiblement  pro- 
portionnel à 

|(|p/'x|/'+-%rx|/').      ou  à      12;,/r 

quantité  qu'il  convient  de  grossir  un  peu  pour  tenir  compte  de  Tiné- 
galité  de  distribution  des  charges;  nous  prendrons  donc  —au  lieu 

10 

de  ^  et  le  volume  du  treillis  sera  représenté  par 

Le  volume  total  du  treillis  sera,  en  tenant  compte  du  nombre  de 
travées, 

3    M    ,    671— 10 

3*  Voltmie  des  parties  qui  portent  sur  les  appuis.  —  Les  sections 
horizontales  des  parties  portant  directement  sur  les  appuis  sont 
calculées  de  manière  à  y  assurer  une  pression  de  R"  kilogrammes 
par  unité  de  surface,  sous  une  charge  égale  à  la  réaction  de  l'ap- 
pui. Or  la  somme  des  réactions  de  tous  les  appuis  est  égale  au 
poids  total  de  la  poutre,  ou  à  p  X  L  ;  la  somme  des  sections  est 

donc  ^,  et  le  volume  correspondant  e8t^-^„  » 

La  somme  de  ces  trob  volumes,  multipliée  par  le  coefficient  i  +  K , 
donne  le  volume  total  de  la  poutre,  savoir,  2-—^;  et  on  a  Fé- 
quation 

V^^^^L îTk + j^ +  ^J(«  +  K). 
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Remplaçons  p  par  p'  +  p",  et  résolvons  par  rapport  à  p';  il  viendra 
une  équation  de  la  même  forme  que  celle  que  nous  avons  obtenue 
pour  les  poulres  d'une  seule  travée  : 

P'^P^'x — r^ • 

1 V 

^{^  +  K) 

la  quantité  V  représentant  la  fonction  suivante  : 

3n--6  3  5n-40 

,,_i^    ^      40     ^        5^    ^       8  .g;, 

4  Lli'K  ■*■  LR'  R''  ' 

Cette  formule  est  plus  complexe  que  celle  des  poutres  à  une  seule 
travée,  et  comme  elle  ne  donne  pas  des  résultats  entièrement  rigou- 
renx«  il  est  préférable  en  pratique  d'employer  la  formule  la  plus 
simple,  en  prenant  pour  portée  commune  des  travées  successives 
la  n**^  partie  de  la  portée  totale  L 
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LE   MÊME   DÉBOUCHÉ. 

Ail.  Dans  les  calculs  de  l'établissement  d'une  poutre  posée  sur 
plus  de  deux  appuis,  on  pourra  donc,  au  lieu  d'adopter  un  poids 
propre  arbitrairement  choisi,  comme  on  le  fait  généralement,  deman- 
der à  la  formule  une  valeur  approximative  du  poids  propre,  comme 
s'il  s'agissait  d'une  travée  libre  de  même  ouverture.  Cette  formule 
est  surtout  utile  pour  comparer  les  divers  projets  qu'on  peut  dresser 
pour  un  même  passage. 

Par  exemple,  un  chemin  de  fer  à  deux  voies  doit  franchir  upe  ri- 
vière de  soo  mètres  de  débouché  total.  On  peut  opérer  ce  passage, 
soit  avec  cinq  travées  de  4o  mètres,  soit  avec  quatre  de  5o,  soit  avec 
trois  de  66,66.  On  demande  quelle  est  la  plus  économique  de  ces 
trois  combinaisons.  On  suppose  connu  le  prix  /  du  kilogramme  de 


COMPARAISON  DES  DIVERSES  SOLUTIONS.  73i 

fbr,  pose  et  autres  frais  compris»  et  le  prix  F  de  constraction  d'une 
pile  en  rivière. 

On  calculera  d*abord  le  poids  par  mètre  courant  des  ponts  à  deux 
voies  de  4o  mètres»  de  5o  mètres  et  de  66". 66  de  portée;  la  sur- 
charge à  admettre  est  de  8  ooo  kilogrammes,  en  confondant  en- 
semble toutes  les  fermes. 

La  poutre  de  4o  mètres  pourra  avoir  5  mètres  de  hauteur»  ce  qui 
fait  un  surbaissement  d'un  huitième.  La  poutre  de  5o  mètres»  avec 
la  même  hauteur  de  5  mètres»  sera  surbaissée  au  dixième;  enfin»  la 
poutre  de  66<*.66  aura  une  hauteur  de  5'".5o»  le  douzième  environ 
de  sa  portée. 

Nous  ferons  ici 

K  =0.40, 
R  c=  6000000, 
R' =5000000, 
R"=3600000. 

On  trouvera  les  résultats  suivants  : 

Poldf  Poidt  total 

ptr  mitre  connnt.  poar  SOO  mètnt. 

Portées  de  40  mètres.  ....  1,744  kiL    .  .  .    348,800  kiL 

de  60  mètres 2J12  .  .  .    542,400 

de  66".66 4,968  .  .  .    993,600 

Le  prix  de  l'ouvrage,  réduit  à  la  partie  métallique  et  aux  piles  en 
rivières»  éléments  qui  seuls  varient  d'une  solution  à  l'autre ,  sera 
donc 

Dans  le  premier  projet 348 800  x  /+  4  F. 

Dans  le  second 542  400  x  /+  3  F. 

Dans  le  troisième. 993  600  x/+  2F. 

Soit,  par  exemple,  f=  o'.So  et  F  =  4o  ooo»  on  trouvera  : 

Pour  le  premier  projet  une  dépense  de.  .  .  •    439040  fr. 

Pour  le  second. •  .    553  920 

Pour  le  troisième • 874880 
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Le  projet  qui  admet  cinq  travées  est  donc  le  plus  économique  des  tim 
A12.  D'une  manière  générale,  soit  p'  le  poids  propre  par  mètre  cou- 
rant qui  correspond  à  une  portée  /  (p"  étant  lui-même  une  fonction 
de  /),  on  aura  entre  ces  deux  quantités  une  relation  qu'on  peut  écrire  : 

Cette  équation  (étendue,  s*il  est  besoin,  aux  poutres  à  travées 
continues)  permet  de  résoudre  le  problème  suivant  :  a  A  quelle 
portée  1  faut-il  abandonner  le  pont  à  travée  unique  pour  adopter 
wi  pont  à  deux  travées^  avec  une  pile  de  rivière  ?  » 

Le  poids  du  pont  à  travée  unique,  à  deux  fermes,  sera  représenté 
par  le  produit  a/f  (/)  ; 

Le  poids  du  pont  à  deux  travées,  par  le  produit  a/f  [- ]; 

Si  donc  on  appelle  f  le  prix  du  kilogramme  de  métal  posé,  et  P 
le  prix  d'une  pile  en  rivière,  la  portée  /  de  passage  d*un  type  à  l'autre 
sera  donnée  par  l'équation 

Et  de  même  s*il  s'agissait  de  choisir  entre  n  travées  et  n  -f  i ,  on 
aurait  à  changer  de  type  pour  la  portée  /  donnée  par  l'équation 


«n//f(/)  =  2nVç(;j^)+P. 


CALCUL   DE   l'établissement  ÙVH  PJiNT  A.  TREILLIS,  A  TRA^VÉE    UNIQUE, 

POIB  CHEMIN   DE   FER. 

&13.  Les  données  immédiates  sont  : 

La  portée  /, 

/       /  ' 

La  hauteur  H,  généralement  comprise  entre  ^  et  — , 

La  surcharge  p"  par  mètre  courant  de  poutre,  y  compris  le  poids 
propre  de  la  voie  et  du  tablier. 

Elle  est  égale  à  la  surcharge  par  mètre  courant  de  simple  voie,  si 
les  deux  voies  sont  portées  par  deux  fermes  seulement,  à  la  moitié  à 
elles  le  sont  par  quatre.  Enfin,  pour  les  ponts  à  trois  fermes,  on  peut 
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supposer  que  p"  se  partage  approximativement  entre  les  trois  fermes 

de  la  manière  suivante  : 

5 

Pour  chaque  travée  de  rive ,  les  -  de  j^Ia  surcharge  par  mètre 

courant  de  simple  voie  ; 

Pour  la  travée  commune  aux  deux  tabliers ,  les  7  de  la  même 

4 
surcharge. 

Cette  répartition  suppose  que  les  pièces  de  pont,  continues  d'un 
tablier  à  Tautre,  sont  chargées  uniformément. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  (§  log)  les  surcharges  actuellement 
adoptées  en  France.  Elles  décroissent  à  mesure  que  la  portée  augmente, 
et  tendent  vers  une  limite  de  3,ooo  kilogrammes  par  mètre  courant 
de  simple  voie  pour  les  portées  très  grandes.  Â  4^  mètres,  la  sur- 
charge est  de  4)000  kilogrammes  par  mètre  courant  de  simple  voie. 

Nous  ferons  ici  />"=  a, 000  kilogrammes,  ce  qui  suppose  deux 
fermes  pour  chaque  voie,  et  une  portée  supérieure  à  4&  mètres. 

Ou  prend  arbitrairement  la  longueur  h  de  l'appui  sur  la  culée;  on 
prend  aussi  arbitrairement  le  nombre  an  de  barres  de  treillis  à  la  ren- 
contre d'une  même  verticale.  Ce  nombre  comprend  n  barres  montantes 
et  n  barres  descendantes.  La  suite  du  calcul  fait  voir  si  le  nombre 
adopté  conduit  pour  les  barres  à  des  sections  admissibles  (1). 

Prenouij  pour  limites  des  efforts  : 

6  kilogrammes  par  millimètre  carré  dans  les  bandes, 
5  id;  td.  dans  le  treillis, 

et     3  7i      <<2*  ^'  sur  les  appuis. 

Ou  calculera  p*  au  moyen  de  la  formule  du  §  4o6,  en  confondant 
ir  et  H"  avec  H,  et  en  donnant  à  K  une  valeur  de  0,40. 

Les  calculs  à  faii-e  ensuite  se  réduisent  à  remplir  le  tableau  sui- 
vant. Nous  y  avons  inscrit  les  chiffres  qui  correspondent  à  une  pouire 
de  60  mètres  de  portée,  dont  le  poids  propre  a  été  trouvé,  à  l'aide 
de  la  ibrumle,  égal  à  i,o45  kilogrammes  par  mètre  courant. 

(13  Dans  le  calcul  qui  suit,  nous  afons  supposé  que  les  réactions  des  appuis  s'exercent 
à  l'aplomb  même  de  la  coiée.  On  peut  aussi^  et  cela  semble  préféiable,  prendre  une 
portée  Uctife  é(iale  à  /  +  &>  ce  qui  rerient  à  supposer  que  les  réactions  s*e\eroent  au 
milieu  des  parties  qui  portent  directement  sur  les  appuis. 
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OBSERVATIONS.  —  COMPOSITION   DES  SECTIONS* 


Al  h.  Bandes  horizontales  au  centre  de  la  portée. 
Nous  avons  troavé  une  section  de  4^675  millimètres  quarrés,  co- 
lonne (8)  ;  on  pourra  la  composer  comme  il  suit  : 

mill.qii. 

4  tôles  de  iOOOaiillim.  de  largeur  sur  10  d'épaisseor.  .  .  « iOOOO 

2  cornières  de  100  mill.  de  branche  et  de  16  milL  d^épaiss.  moyenne.    5  888 

SecHan  totale.  .  .  45888 

On  obtient  ainû  une  section  qui  excède  légèrement  le  minimum 
cherché.  Des  quatre  i6l^  qui  forment  la  section,  une  seule  se  pro- 
longe dans  toute  l'étendue  de  la  poutre  ;  la  seconde,  la  troisième,  la 
quatrième  seront  interrompues  de  manière  à  suivre  sur  l'épure  le 
contour  de  la  parabole  des  moments.  On  prolonge  d'ailleurs  chaque 
feuille  nouvelle  en  dehors  de  ce  contour  de  la  quanUté  nécessaire 
pour  couvrir  et  compenser  les  joints  des  feuilles  précédemment 
posées.  Tous  les  autres  joints  doivent  être  compensés  par  des  couvre- 
joinf$  spéciaux. 

Les  trous  de  ritets  afiîûblissant  les  sections  soumises  à  Textensiou, 
ou  compense  quelquefois  cet  affaiblissement  en  donnant  aux  tôles 
qui  doivent  former  ces  sections  un  léger  surcroît  d'épaisseur^  ici  l'on 
prendrait,  par  exemple,  pour  former  la  semelle  inférieure  de  la 
poutre  des  tôles  de  1 1  millimètres. 

Al  5.  Treillis.  -^  Les  limites  des  sections  des  barres  du  ti*eillis, 
colonnes  11  et  la,  sont 

« 

A  Taplomb  de  la  culée S57S  millim.  qu. 

Au  milieu  de  la  portée 044 

De  ces  deux  limites,  la  seconde  est  trop  petite  pour  être  admis- 
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sible  en  pratique,  et  Ton  ne  s'inquiétera  pas  de  la  serrer  de  près.  Il 
est  convenable  d'ailleurs  d'arrondir  par  excès  la  première.  Nous  pren- 
drons en  définitive  une  section  de 


200  mUl.  X  15  mill.  =  3000,  k  raplomb  de  la  culée, 
et  de 

200  mill.  X  7  Vi  =  1500,  au  centre  de  la  portée. 

Il  résultera  de  ces  augmentations  de  section  un  accroissement  du 
poids  calculé  du  treillis. 

Les  barres  seront  partagées  en  un  certain  nombre  de  groupes, 
4  par  exemple,  comprenant  4  grandeurs  de  sections. 

On  pourrait  faire  varier  les  deux  dimensions  des  barres,  épaisseur 
et  largeur;  l'intervalle  des  barres  d'axe  en  axe  restant  le  même,  le 
centre  de  la  portée  serait  plus  évidé  que  les  extrémités. 

I  es  cinq  barres  montantes  et  les  cinq  barres  descendantes  sont 
réparties  à  distances  égales  entre  les  deux  cornières  des  tables.  La 
distance  verticale  d'axe  en  axe  de  deux  barres  consécutives  d'un 
même  système  s'obtiendra  donc  en  divisant  par  5  la  hauteur  com- 
prise entre  les  deux  bandes,  et  comme  le  treillis  est  à  4&*9  le  quo- 
tient indiquera  aussi  leur  distance  horizontale;  divisant  6o  mètres 
par  cette  distance,  on  aura  le  nombre  de  barres  complètes  d'un  même 
système;  les  barres  plus  courtes  qui  se  logent  dans  les  angles  du 
treillis  se  réunissent  deux  par  deux  pour  former  une  b^rre  complète. 

La  plus  grande  section  est  de 200  x  16 

La  plus  petite 200x77, 

Les  deux  sections  intermédiaires  auront,  par  exemple,  l'une.  200  x  18 
L'autre 200  x  10 

416.  Parties  portant  sur  les  appuis.  —  Sur  la  culée,  on  doit 
trouver  une  section  minimum  de  a6,ioo  millimètres  quarrés,  co- 
lonne 1 5.  La  longueur  de  la  poutre  sur  son  appui  étant  750  milli- 
mètres, colonne  i5,  on  pourra  y  placer 
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■IIIIb.  qo. 

2  tôles  de  750  x  10  en  prolongement  de  la  paroi  verticale 

de  la  poutre»  fournissant  une  section  de 15  000 

2  tôles  transversales  de  300  x  iO 6  000 

4  cornières  de  — j- — ,  aux  angles  des  tôles  portant  sur 

les  appuis • 6  000 


Total 27  000 

CALCUL  DE  l'établissement  DES  BIVURES. 

il7.  Le  rivet  qui  réunit  deux  feuilles  de  tôle  peut  être  considéré, 
soit  comme  une  broche  que  ces  tôles,  tirées  en  sens  divers,  tendent  à 
cisailler,  soit  comme  un  lien  qui,  serrant  les  tôles  ensemble,  produit 
un  frottement  qui  ne  leur  permet  pas  de  glisser  Tune  sur  Fautre.  Bien 
que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  la  tension  des  fibres  du  rivet 
soit  supérieure  à  la  limite  de  la  résistance  du  fer  (i),  la  rivure  n'est 
convenable  que  si  un  serrage  énergique  des  tôles  est  eflectivement 
produit. 

Deux  feuilles  de  tôle,  réunies  ensemble  par  un  rivet  bien  posé,  ne 
commencent  à  glisser  Tune  sur  l'autre  que  lorsque  l'effort  exercé  sur 
elles  excède  le  produit  de  1 5  kilogrammes  par  le  nombre  de  milli- 
mètres carrés  contenus  dans  la  section  du  rivet.  En  général  on  établit 
les  calculs  de  la  rivure  en  adoptant  pour  limite  de  l'effort  auquel 


(1)  Le  rivet,  au  moment  où  11  va  être  posé,  a  une  température  qui  peut  varier  de 
1000  à  1 100  degrés  centigrades  (couleur  cerise],  mais  11  perd  eu  quelques  instants  cette 
haute  température,  et  quand  la  pote  a  lieu,  on  peut  admettre  que  sa  t<smpérature  n'est 

plus  que  de  700  degrés  (ronge  sombre).  Le  fer  se  dilate,  pour  400  degrés,  de  —  de  ses 

oUv 

dimensions  linéaires  ;  le  rivet  refroidi  est  donc  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  tige  qui 
aurait  reçu  un  accroissement  de  longueur  de  -—• ,  ce  qui  correspondrait  à  une  tension  de 

oUU 

175  kilogrammes  par  millimètre  carré,  si  la  proportionnante  des  allongements  aux 
forces  était  encore  vraie  pour  ceUe  haute  valeur  de  l'allongement  relatif.  D'ailleurs  les 
t6le8  s'échauffent  un  peu  aussi  autour  du  rivet  mis  à  chaud,  et  leur  épaisseur  augmente 
en  conséquence,  ce  qui  soulage  d'autant  le  retrait  du  rivet.  En  réalité,  la  tension  du 
rivet  est  beaucoup  moindre;  mais  la  limite  d'élasticité  est  dépassée,  et  le  rivet  se 
trouve  placé  dans  des  conditions  de  résistance  toutes  particulières. 
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elle  doit  résister  une  charge  de  5  kilogrammes  par  millimëtre  carré, 
ou  le  tiers  de  la  cliarge  qui  produit  le  glissement.  Cette  limite  de  5  ki- 
logrammes convient  également  à  l'hypothèse  du  cisaillement  simple, 
de  sorte  que  Ton  peut  admettre  comme  règle  générale»  toute  théorie 
à  part,  qu'un  rivet  convenablement  posé  possède  une  résistance  de 
5  kilogrammes  par  millimètre  carré  de  section. 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  l'application  de  cette  règle  à  divers 
cas  particuliers,  nous  examinerons  seulementla  question  suivante,  qui 
se  présente  d'elle-même,  Iorsqu*on  a  à  calculer  les  rivures  d'une 
ferme  métallique  à  treillis. 


ai  8«  Rivure  des  cornières  qui  réunissent  le  treiUis  avec  les  ian>^ 
gérons.  —  Deux  métbodes  peuvent  être  suivies  pour  déteniiiùer 
le  nombre  de  rivets  à  poser  sur  une  longueur  donnée  pour  rattacker 
au  longeron  les  cornières  embrassant  le  treillis. 

L'une  de  ces  méthodes  consiste  à  remarquer  qu'aux  pmnte  d'inser- 

^'  ^^^'  tioB  de  deux  barres  qui  m  croisent,  les  cor- 

nières sont  sollicitées  par  deux  forces,  l'une 
moBtaate,  ra«tre  desoendttnte,  toutes  deux  in- 
dinëes  à  4i*  ^ur  1&  verticale;  lear  résultante 
est  aeasibleiMflit  horixontale,  et  tend  i  faire 
glisser  la  cornière  «ur  le  longeron.  Les  rivets  doivent  éqnilifaf^er 
cette  tendance.  Soit  f  la  force  qui  agît  dans  ime  barre,  «en  «i  jmni 

donné  de  la  portée;  f  x  \/s  sera  la  valeur  de  la  résultante  qui  tend 
à  produire  le  glissement  ;  le  nombre  de  rivets  à  placer  sur  les  cor- 
nières dans  l'intervalle  de  deux  barres  consécutives  doit  donc  être 
calculé  de  manière  que  la  somme  des  aires  de  tsea  rivets  en  icifli* 

mètres  car rés»  multipliée  par  6  kilogrammes,  reproduise  k  toce  f  ^t, 
d'où  résulte  que  la  somme  des  aines  doit  être  égale  à  ^ . 

On  attribuera  à  f  pour  ce  calcul  la  valeur  maxiaHim  q«e  «eue 
force  puisse  avoir,  c'est-à-dire  f«si=  7— £ — -,  eii%  puisque  le  Ueiliis 

est  supposé  à  45'',    jj'  ■>  Laeomme  des  «ines  des  rivets  cravosaec  ia 
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coniiëre  à  la  jonction  avec  le  longeron,  pour  un  intervalle  compris 

entre  deux  barres  parallèles  consécutives,  est  donc  égale  à-^ 

millimètres  carrés. 

419.  L'autre  méthode  s'applique  aux  ponts  à  treillis  et  aux  ponts 
à  poutre  pleine.  Elle  résulte  d'une  interprélaition  de  réqa&tion  fon* 

damentale  (SS  ^  >  4  et  697) 

dU  =  Xdx. 

Cette  équation  indique  que  Teffort  tranchant  A,  en  un  point  quel- 
conque de  la  poutre,  est  égal  à  la  variation  -7-  du  moment  fléchis*- 

sant  en  ce  point  rapportée  à  l'unité  de  longueur. 

Or  si  Ton  désigne  par  h  la  distance  verticale  comprise  entre  les 
cornières  qui  réunissent  Fâme  du  double  T  aux  deux  semelles,  et 
par  /  la  force  qui  tend  à  faire  glisser  la  cornière  le  long  de  la  se- 

melle,  rapportée  à  l'unité  de  longueur^  on  aura-r-  =  A/;  car  le  mo- 
ment hf  du  couple  (/,  — /)  est  ce  qui  s'ajoute  par  unité  de  lon- 
gueur au  moment  M  au  point  considéré.  Donc  Â  =  A/,  et  par  suite 

f=  ^.  Il  suffit  donc,  pour  ealcnler  le  nombre  de  rivets  à  placer  par 

mètre  courant  de  cornière,  de  diviser  Teffort  tranchant  parla  disttanoe 
vertical^e  entre  les  cornières  hautes  et  basses  de  la  poutre,  puis  de  tfi- 
viser  par  5  le  résultat,  et  de  chercher  combien  il  faut  de  rivets  d'un 
diamètre  donné  pour  produire  une  section  équivalente  à  ce  quotiesot. 

La  somme  des  aires  des  rivets  par  unité  de  longueur  est  -rr  milli- 
mètres carrés. 

Ces  deux  méthodes  donnent  le  même  résultat  ;  en  effet,  la  première 

formule,  — ,  s'appliqoe  à  l'intervalle  de  deux  barres  consécutives, 

ion     ^^^  ^ 

ou  à  la  longueur  - ,  et  par  suila,  rapportée  à  l'unité  de  longu^ir , 
elle  se  réduit  à 
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expression  identique  à  p^,  lorsqu'on  attribue  à  A  sa  valeur  maxi< 


mum  ^. 

s 


CHAPITRE  m. 


EXAMEN  DES  DIVERS  TYPES  DE  POUTRES  DROITES. 


A20.  Les  ponts  à  poutre  droite  n'exercent  pas  de  poussée  horizontale 
sur  leurs  appuis,  du  moins  dans  les  températures  moyennes  ;  les  va- 
riations de  température  donnent  lieu  à  des  poussées  qui  restent  tou- 
jours très  faibles,  pourvu  qu'on  interpose  entre  la  poutre  et  ses  ap- 
puis des  rouleaux  ou  des  glissières  laissant  toute  liberté  à  la^dilati- 
tion  du  métal.  On  fixe  seulement  les  poutres  sur  l'un  de  leurs  appui":, 
voisin  du  centre  de  leur  longueur  totale.  Pour  donner  la  même  li- 
berté à  la  voie,  il  suffit,  à  l'entrée  et  à  la  sortie  du  pont,  de  fendre  en 
long  chaque  rail  sur  une  petite  longueur,  et  de  Isdsser  l'une  des  moi- 
tiés glisser  le  long  de  l'autre  en  suivant  le  mouvement  général  da 
tablier  métallique. 

Le  montage  des  ponts  à  poutre  droite  peut  se  faire  d'une  infinité 
de  manières. 

On  peut  construire  le  pont  directement  en  place,  en  élevant  d'abord 
un  échafaudage  analogue  aux  cintres  des  ponts  en  maçonnerie. 
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On  peut  construire  les  poutres  à  plat  sur  échafaudage,  à  cdté  d^ 
leur  place  définitive  ;  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  les  lever. 

On  peut  les  construire  à  plat  sur  chantier,  les  lever,  et  les  ame- 
ner en  place,  soit  en  les  roulant  sur  le  remblai,  soit  en  les  faisant 
flotter. 

On  peut  encore  construire  une  poutre  continue,  et  la  pousser  sur 
ses  appuis  au  fur  et  à  mesure  de  son  avancement,  et  même  il  est 
possible  de  faire  servir  la  poutre  à  la  construction  de  ses  appuis 
successifs.  C'est  c-e  qu'on  a  fait  au  pont  de  Fribourg  :  la  poutre  con- 
tinue était  poussée  jusqu'à  ce  qu'elle  eût,  sur  le  dernier  appui  posé, 
une  saillie  égale  à  la  longueur  d'une  travée;  elle  était  raidie  par 
des  haubans,  et  servait  d'appontement  pour  descendre  les  éléments 
de  la  colonne  métallique  qui  devait  former  l'appui  suivant. 

La  forme  de  poutre  droite  laisse  aux  cours  d'eau  le  plus  grand 
débouché  possible. 

C'est  la  forme  qui  convient  le  mieux  aux  passages  des  fleuves  pour 
lesquels  les  fondations  sont  difliclles;  les  piles  en  rivières  ne  sont 
jamais  sollicitées  au  renversement,  ce  qui  convient  particulièrement 
aux  fondations  tubulaires.  Les  effets  des  tassements,  s'il  s'en  produit, 
sont  plus  faciles  à  réparer  que  dans  tout  autre  système. 

Pour  les  petites  portées,  la  poutre  droite  est  de  toutes  les  formes 
celle  qui  demande  le  moins  d'épaisseur  pour  les  tabliers.  Aussi  est- 
elle  employée  de  préférence  à  toute  autre  à  la  rencontre  des  voies 
qui  se  croisent,  lorsqu'on  n'a  pas  la  liberté  d'écarter  leurs  différents 
niveaux. 

Enfin  la  poutre  droite  est  entièrement  indifférente  au  biais  den 
ouvrages. 

A21 .  Les  ponts  à  poutre  droite  se  prêtent  à  une  multitude  de  dispo- 
sitions particulières. 

On  peut  placer  le  tablier  s 

1*  Au  bas  des  fermes; 

s*  A  mi-hauteur  des  fermes; 

i'*  Au  haut  des  fermes. 

1*  Quand  le  tablier  est  en  bas  des  fermes,  il  est  soutenu  par  des 
pièces  transversales  appelées  pièces  de  pont-  Si  la  ferme  n'a  qu'une 
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faible  hauteur,  elle  forme  garde-corps  de  chaque  côté  du  tablier;  mais 
cette  disposition  n*est  admissible  que  pour  les  hauteurs  libres  très 
limitées.  Au  delà  d'une  certaine  hauteur,  la  poutre  doit  être  contre- 
ventée  par  le  haut,  ce  qui  suppose  une  hauteur  totale  assez  grande 
pour  qu'on  puisse  entretoiser  les  deux  fermes  conjuguées  par-dessus 
la  voie. 

Quelques  constructeurs  attachent  les  pièces  de  pont  au-dessous  de 
la  semelle  inférieure  des  fermes.  Cette  méthode  est  peu  rationnelle, 
car  il  est  avantageux  de  donner  à  la  ferme  toute  la  hauteur  dispo- 
nible. 

Les  ponts  pour  chemin  de  fer  ont  en  général  deux  voies.  TantOt 
on  les  réunit  sur  un  tablier  unique,  en  les  plaçant  toutes  deux  sur 
les  mêmes  pièces  de  pont.  La  pièce  de  pont  a  dans  ce  cas  une  lon- 
gueur de  7  à  8  mètres,  et  une  hauteur  de  o"',7o  au  minimum.  Cette 
grande  longueur  donne  de  F'élasticité  à  la  pièce  de  pont.  La  dispo- 
sition que  nous  décrivons  présente  en  outre  plusieurs  avantages. 
D'abord  elle  permet  de  prolonger  en  ligne  droite  les  deux  voies 
aux  abords  des  ponts;  elle  conduit  de  plus  à  une  économie  de 
métal.  Un  pont  de  chemin  de  fer  est  rarement  soumis  dans  Tex- 
ploitatioQ  à  une  surcharge  totale  sur  les  deux  voies  à  la  fois.  En  gé- 
néral,  une  seule  voie  est  chargée  intégralement,  Fautre  restant  vide. 
La  surcharge  se  répartit  alors  inégalement  entre  les  deux  fermes  qui 
supportent  le  tablier,  et  la  totalité  du  métal  contribue  toujours  à 
supporter  ce  poids  additionnel.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  un 
pont  à  deux  tabliers  indépendants,  le  passage  d'un  train  sur  une 
voie  n'utilisant  en  rien  l'élasticité  de  l'autre  voie.  Par  cette  raison, 
on  pourrait  sans  danger  réduire  d'un  tiers  environ  les  surcharges 
admises  pour  une  voie  unique,  quand  on  les  applique  aux  tabliers 
à  double  voie.  Il  est  vrai  que,  par  contre,  les  pièces  de  ponts  sont  plus 
longues  que  pour  une  simple  voie,  et  sont  aussi  plus  lourdes.  Un  au- 
tre avantage  des  ponts  qui  ont  deux  voies  sur'un  même  tablier,  c'est 
qu'ils  ont  une  grande  largeur  transversale,  ce  qui  permet  d'augmenter 
leur  hauteur  en  proportion. 

Les  ponts  à  tabliers  indépendants  ont  des  pièces  de  pont  de  l^^fii 
environ  de  portée.  L'entre- voie  est  plus  grande  sur  le  pont  qu'aux 
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abords»  et  par  suite  les  voies  doivent  s'écarter  pour  entrer  chacune 
sur  le  tablier  qu'on  lui  destine,  puis  se  rapprocher  après  qu'elles  en 
sont  sorties,  ce  qui  fait  deux  courbes  à  inflexion.  Ce  système  demande 
un  peu  plus  de  métal  que  le  système  à  tablier  unique  ;  msds  il  a  l'avan- 
tage de  faciliter  l'entretifen  du  pont»  et  de  permettre  rajoumement  de 
la  construction  d'une  moidé  de  l'ouvrage. 

La  disposition  mixte  qui  consiste  à  avoir  trois  fermes,  dont  l'in- 
termédiaire soutient  à  la  fi^s  les  deux  tabliers ,  a  les  inconvénients 
des  ponts  à  deux  tabliers  séparés,  en  ce  qui  concerne  la  déviation 
des  voies  aux  abords  ;  elle  est  moins  économique  que  le  système  à 
tablier  unique  ;  elle  ne  donne  ni  la  possibilité  d'ajourner  une  partie 
de  la  construction ,  ni  aucune  facilité  pour  l'entretien.  Enfin  elle  ne 
parait  présenter  aucun  avantage. 

a?  La  position  de  la  voie  à  mi-hauteur  des  fenfies  permet  d'entre- 

m 

toiser  les  fermes  par^^essous  le  tablier  ;  le  haut  des  fermes  s'élève 
en  garde-corps  au-dessus  des  rails.  Telle  est  la  coupe  du  pont  de 
Laogon ,  sur  la  Garoiaie.  On  pense  qu'elle  a  pour  eflfel  de  réduire, 
lors  du  passage  des  trains,  la  communication  des  "nbratkms  dans  le 
métal  des  fermes. 

3*  Lorsque  k  wis  est  en  kant  des  fermes,  en  pe«l,  ou  bien  waç- 
primer  les  pi6ces  de  pont ,  et  fidre  porter  direclement  chnqfiie  rai 
sur  une  ferme;  les  accolements  doivent  alors  être  en  encorbelleme&t 
sur  les  fermes  exlMeures  -,  «n  les  soutiest  par  des  bras  qm  abou- 
tissent au  garde-oorps  ; 

On  bien  donner  aia  fennes  un  espncemenC  un  peu  diifiirent  de 
celui  des  rails ,  et  poser  les  voies  sur  de  petites  poutrelles  en  fer  à 
double  T,  prolongées  de  manière  à  comprendre  aussi  la  laiigeurde 
raocotement.  On  obtient  par  là  plus  d'^astidté  dans  le  tièlier,  en 
perdant,  il  est  vnd,  un  peu  de  hauteur  pour  les  fermes. 

Enfin  lorsque,  par  vne  raison  queloonqae,  en  ne  peut  employer 
que  deux  fermes  poor  sonnenir  les  deux  voies,  ee  qui  a  lien ,  par 
exemple ,  quand  les  fermes  doivent  reposer  sur  deux  cotonnes  mé- 
talliques, on  les  réunit  par  mt  haut  Jui  moyen  d'une  véritable  pièoe 
de  pont. 

Ihms  tons  les  cas,  on  n'eeft  jamais  embarrassé  pour  les  entretoise- 
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meots,  qui  peuvent  prendre  toute  la  hauteur  de  la  poutre  au-dessous 
du  tablier. 


HAUTEUR   DE   LA  POUTRE   DROITE. 


â22.  Dans  certains  ponts  à  poutre  droite,  la  hauteur  de  la  poutre 
n'est  pas  la  même  en  tous  les  pointe  de  la  portée;  elle  est  maximum 
au  milieu,  et  elle  se  réduit  à  quelques  centimètres  sur  les  appuis.  On 
en  voit  un  exemple  remarquable  dans  le  pont  construit  à  Athlone,  sur 
le  Shannon,  pour  le  passage  de  la  ligne  de  Dublin  à  Galway.  Mais 
cette  disposition  est  loin  d'être  entièrement  satisfaisante,  et  Ton 
peut  y  faire  plusieurs  objections. 

La  forme  extérieure  parabolique^  qu'on  a  l'habitude  de  donner  aux 
pièces  de  fonte,  telles  que  balanciers  de  machine  à  vapeur,  bielles, 
jambes  de  force,  etc.,  n'est  pas  aussi  convenable  dans  les  constiiic- 
tions  en  tdle,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  observer  (§  i56)  ;  en 
effet,  il  est  préférable,  quand  on  emploie  le  fer  laminé,  d'obtenir 
l'égalité  de  résistance  en  faisant  varier,  d'une  section  à  l'autre, 
l'épaisseur  ou  le  nombre  des  tôles  assemblées.  La  hauteur  de  la 
section  est  un  des  éléments  principaux  de  la  résistance  ;  générale- 
ment, plus  elle  est  grande,  plus  elle  permet  d'économiser  de  ma- 
tière, et  ce  principe  s'applique  à  toutes  les  sections  de  la  poutre,  à 
celles  qui  sont  voisines  des  culées  comme  à  celles  qui  sont  au  centre 
de  la  portée.  Il  y  a  donc  un  avantage  assuré  à  donner  partout  à  la 
poutre  toute  la  hauteur  qu'elle  peut  avoir,  sauf  à  réduire  les  épais- 
seurs en  proportion  des  efforts  que  chaque  point  des  diverses  sec- 
dons  doit  subir. 

La  forme  parabolique  pour  le  dessus  des  poutres  droites  a  de  plu< 
le  double  inconvénient  de  restreindre  à  une  faible  longueur  la  région 
où  il  est  possible  d'entretoiser  les  fermes  par  le  haut,  et  d'exiger  que 
les  fermes  soient  coupées  sur  tous  les  appuis  (i).  Au  point  de  vue  de 


(1)  La  forme  semi-parabolique^  que  nous  ayons  Indiquée  §  157  et  les  foj-mes  dont  U 
est  question  au  §  26&,  évitent  ces  inconvénients. 
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IVconomie,  elle  est  donc  très  inférieure  à  la  forme  de  poutre  droite 
continue  à  plusieurs  travées. 

La  poutre  lubulaire  qui  franchit  le  détroit  de  Menai  n'a  pas  en 
tous  points  la  même  hauteur.  L'arête  supérieure  de  cette  poutre 
dessine  une  parabole  dont  le  sommet  se  trouve  au-dessus  de  l'appui 
central.  La  hauteur  excède  à  peine  7  mètres  aux  deux  bouts  du  pont, 
et  dépasse  g  mètres  au  milieu.  Cette  altération  n'a  eu  d'autre  objet 
que  de  donner  au  pont  un  aspect  un  peu  plus  satisfaisant. 

En  définitive,  la  forme  la  plus  convenable  pour  une  poutre  droite 
est  celle  qui  donne  à  la  poutre  une  hauteur  uniforme.  Cette,  hauteur 
varie  généralement  du  huitième  au  douzième  de  la  portée;  en 
moyenne  on  peut  prendre  le  dixième.  Dans  les  cas  où  l'on  est  gêné 
par  des  conditions  particulières,  on  descend  au-dessous  du  rapport 
du  douzième,  mais  alors  les  flèches  prises  par  la  poutre  tendent  à 
devenir  de  plus  en  plus  grandes. 

La  hauteur  ne  doit  pas  excéder  une  fois  et  demie  environ  la  lar- 
geur du  pont  (§  4o  1  )  9  de  sorte  que  les  ponts  à  un  seul  tablier  pour  les 
deux  voies,  dont  la  largeur  hors  œuvre  atteint  9  mètres,  permettent 
de  donner  aux  poutres  une  hauteur  de  1 3  à  1 4  mètres,  tandis  que  les 
ponts  à  tabliers  indépendants ,  qui  n'ont  quelquefois  que^  6  mètres 
de  large,  reçoivent  des  hauteurs  de  g  mètres  au  maximum. 

Enfin,  si  la  voie  est  au  bas  des  fermes,  il  faut  compter  de  o",6o 
à  o'fSo  pour  l'épaisseur  du  tablier,  et  si  on  limite  à  i"',70  la  hauteur 
libre  de  la  poutre  en  garde-corps,  on  voit  que  le  maximum  de  la 
portée  qu'on  peut  franchir  sans  contreventement  supériem*  serait, 
avec  la  proportion  du  dixième,  égal  à 

(0.80  +  4.70]  X  10  ou  k  25  mètres. 

Au  delà  il  faudrait  un  contreventement  supérieur,  lequel  devrait 
être  situé  à  /«"SSo  environ  au-dessus  du  plan  des  rails;  ajoutant  o'",3o 
pour  épaisseur  de  ce  contreventement,  on  a  pour  hauteur  totale,  au 
minimum, 

0.80  +  4.50  +  0.30  =  5-.60; 

ce  qui  correspond  à  une  portée  moyenne  de  5,6ox  1  o,  ou  de  56  mètres. 
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Ces  lioûtes  n'cmt  rien  d  absolu  «  puisque  Tépaîsseiir  du  tablier, 
celle  du  contreventement  et  le  rapport  de  la  hauteur  à  la  poitée,  sont 
des  éléments  très  variables  d'un  pont  à  l'autre.  Elles  montrent  pour- 
tant que  les  portées  comprises  entre  si&  et  5o  mètres  sont  peu  com- 
modes pour  la  construction  de  ponts  avec  voie  au  bas  des  fermes. 


POUTRES  PLEINES  ET  TREILUS   DES  DIVERS   SYSTÈMES. 

423.  Les  ponts  à  poutre  droite  sont  à  poutre  pleine  ou  à  treillis. 

Nous  avons  déjà  comparé  ces  deux  systèmes  au  point  de  vue  de  Féco- 
nomie  du  métal  (g  4o3) .  Nous  avons  reconnu  qu'à  égalité  de  résistance, 
la  poutre  pleine  est,  en  général,  plus  économique  que  le  treillis. 

Le  vrai  défaut  de  la  poutre  pleine,  pour  les  grands  ouvrages,  est 
Taspect  même  de  l'ouvrage. 

Le  treillis  peut  $tre  à  mailles  serrées  ou  à  mailles  lâches  ;  il  peut 
être  à  barres  plates  ou  à  barres  de  forme  plus  étudiée  ;  il  peut  être 
simple  ou  double. 

L'avantage  qu'on  trouve  à  serrer  les  mailles  d*un  treillis  est  de 
réduire  le  poids  des  barres  prises  individuellement  On  est  quelquefois 
amené,  quand  la  maille  est  lâche,  à  donner  aux  barres  un  poids  su- 
périeur à  la  limite  du  poids  de  métal  qu'on  peut  manier  au  laminoir. 
On  est  alors  forcé  de  diviser  la  barre  dans  le  sens  de  la  longueur,  ce 
qui  revient  à  augmenter  le  nombre  total  des  barres,  fl  y  a  aussi  moins 
de  discontinuité  dans  la  transmission  des  eiforts  quand  le  treillis  est 
serré  que  quand  les  barres  sont  très  écartées.  Par  contre  la  raideur 
des  pièces  augmente  avec  leurs  dimensions,  lesquelles  sont  d'autant 
plus  grandes  que  le  nombre  des  barres  est  plus  petit. 

DISCUSSION   d'une  ORJEGTION  CONTEE  LES  POUTRES  k  TREILLIS 

k  RARRES  PLATES. 

&24.  Les  barres  qui  consUtuent  un  treillis  simple  ont  en  général  un 
assez  faible  équai*nssage  ;  parmi  ces  barres,  les  unes  sont  étendues,  les 
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autres  comprimées;  aussi  certains  ingénieurs  regardent-ils  ces  der- 
nières barres  comme  placées  dans  des  conditions  très  défavorables 
de  résistaDoe,et  proposent-ils  de  les  remplacer  par  des  cornières, 
par  des  fers  à  Tt  par  des  rails  Barlow»  présentant  des  dimensions 
latérales  plus  grandes  dans  tous  les  sens,  ou  bien  de  proscrire  d'une 
naanière  absolue  les  treillis  simples,  Lattice^  pour  y  substituer  les 
treillis  doubles,  Braced^  où  les  barres  comprimées  sont  elles-mêmes 
des  pièces  à  treillis,  offrant  de  la  résistance  aux  flexions  latérales. 

Sans  contester  l'efficacité  de  ces  moyens,  qui  ajoutent  assurément 
à  la  raideur  de  la  poutre,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'objection 
faite  aux  ponts  à  treillis  simple  n'a  pas  toute  la  valeur  qu'on  peut 
être  tenté  de  lui  attribuer. 

Rappelons  ici  (§  i3i)  que,  E  désignant  le  coefficient  d'élasticité  de 
la  matière  qui  compose  une  pièce  comprimée  par  ses  abouts,  I  le 
moindre  moment  d'inertie  de  la  section  transversale  de  la  pièce  par 
rapport  à  toute  droite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité, 
L  étant  enfin  la  longueur  libre  de  la  pièce,  le  calcul  indique  pour  va- 
leur de  la  force  f  qui  produit  une  flexion  l'expressioD 

dans  laquelle  ic  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  K 
un  entier  quelconque,  de  sorte  que  la  moindre  valeur  de  f  corres- 
pond à  la  moindre  valeur  de  K,  ou  à  K  égal  à  l'unilé  ;  la  pièce  ne 
flécbira  donc  pas  sous  l'actic»  d'une  force 

Cela  posé,  soient  è  la  largeur  et  a  Fépaisseur  tf  une  barre  de  treillis 
â<Hit  L  soit  la  longueur  libre  ;  on  aura 

doue 
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^f  est  la  pression  moyenne  par  unité  de  section  dans  la  barre.  Si  l'on 

adopte  pour  limite  de  cette  pression  5  kilogrammes  par  millimètre 

quarré,  le  maximum  de  -^  sera  5  ooo  ooo,  et  remplaçant  tc  et  E 

par  leurs  valeurs  3.  i4  et  s  x  lo^^  on  voit  qu'il  suffit,  pour  que  la 
flexion  ne  tende  pas  à  se  produire,  que  l'on  ait 


L  ^  Y  (3.1 4)« 


10«xlî 


.  X8xl0*«' 

OU,  en  effectuant  les  opérations , 


^  >  0,017. 


Cette  inégalité  donne  une  limite  inférieure  de  la  moindre  dimen- 
sion de  la  barre  comprimée  en  fonction  de  la  longueur  L.  Reste  à 
savoir  ce  que  c'est  que  la  longueur  L.  Si  les  deux  systèmes  de  barres 
n'étaient  pas  rivés  l'un  à  l'autre  à  chaque  intersection  commune, 
L  sef'ait  la  longueur  de  la  portion  de  la  barre  qui  reste  libre  entre  deux 
montants  verticaux  consécutifs  ;  en  appelant  L' la  distance  horizontale 
entre  ces  montants,  le  treillis  étant  supposé  à  /^b"^   on  aurait 

L=L'  /â  =  L'x  i.4i-  En  général  les  montants  verticaux  sont  éga- 
lement espacés  dans  la  longueur  de  la  ferme  et  tombent  à  l'aplomb 
des  pièces  de  pont,  quand  il  y  en  a  ;  de  sorte  que  L' est  au  plus  égal 
à  2"'.5o;  donc  L  est  au  plus  égal  à  3".5a5. 

Le  calcul  conduirait  donc  pour  a  à  une  limite  inférieure  de  o".o6o, 
épaisseur  évidemment  exagérée. 

Ce  résultat  est  inadmissible  pour  une  barre  plate,  mais  nous  y 
avons  été  conduits  par  une  pure  hypothèse,  car  larivure  d'une  barre 
comprimée  avec  toutes  les  barres  qu'elle  rencontre  influe  évidem- 
ment sur  la  résistance  de  cette  barre  à  la  flexion  latérale,  et  réduit  la 
longueur  libre  L  à  une  fsdble  fraction  du  maximum  que  nous  avons 
adopté  dans  le  calcul  ;  si  L  est  seulement  réduit  au  quart  de  sa  va- 
leur, la  limite  inférieure  de  a  tombe  immédiatement  à  o^.oiS.  Pour 
que  cette  réduction  soit  possible,  il  suffit  qu'un  certain  nombre  de 


CONTRE  LES  TREILLIS  SIMPLES.  753 

points  ëqaidistants  restent  fixes  dans  la  barre,  sans  môme  qu'ils 
soient  appelés  à  exercer  un  effort  appréciable  (§  i33). 

D'ailleurs  les  barres  du  treillis  ne  sont  pas  assimilables  à  des 
pièces  dont  les  deux  extrémités  sont  libres  de  faire  un  angle  quel- 
conque avec  la  droite  qui  les  joint  l'une  à  l'autre,  et  suivant  laquelle 
s'exerce  l'effort  de  compression.  Elles  sont  comme  encastrées  par 
leur  rivure  avec  les  pièces  qui  les  rattachent  aux  bandes  horizontales 
et  à  la  paroi  verticale  à  l'aplomb  de  la  culée  ;  les  montants  verticaux 
maintiennent  encore  ces  barres  en  divers  points  de  leur  longueur; 
de  sorte  que  l'application  du  calcul  est  attaquable  à  ce  nouveau  point 
de  vue,  et  doit  conduire  à  des  résultats  trop  élevés. 

Enfin  les  deux  systèmes  de  barres,  rivés  l'un  à  l'autre,  forment 
en  réalité  un  système  unique,  et  ce  qui  se  passe  dans  l'un  d'eux  a 
sur  l'autre  une  influence  nécessaire.  Admettons  pour  un  instant  une 
flexion  dans  les  barres  comprimées  ;  cette  flexion  ne  peut  se  produire 
qu'en  entraînant  une  flexion  pareille  dans  les  barres  étendues  ; .  or 
la  flexion  des  barres  étendues  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  augmenta- 
tion du  degré  d'extension  de  ces  barres,  car  nous  devons  admettre 
que  les  montants  verticaux  de  la  poutre  s'opposent  à  toute  variation 
de  hauteur  de  la  ferme  (i).  Ainsi  le  résultat  nécessaire  d'une  flexion 
latérale  du  treillis,  c'est  l'augmentation  des  tensions  dans  toutes  les 
barres  du  système  étendu.  Mais  il  y  a  toujours  dans  chaque  section 
transversale  db  la  poutre  tendance  vers  l'équilibre  entre  Teffort  tran- 
chant, les  tensions  des  barres  étendues  et  les  compressions  des  barres 
comprimées;  si  donc  les  tensions  augmentent,  comme  l'effort  tran- 
chant reste  toujours  le  même,  et  que  d'ailleurs  les  directions  des 

(1)  Les  montants  verticaux  sont  sortoot  très  utiles  pour  les  ponts  où  la  voie  est  au 
bas  des  fermes.  Les  constructeurs  qui  donnent  de  la  raideur  aux  barres  du  treillis  sup- 
priment du  même  coup  les  montants  verticaux  ;  mais  alors  la  reparution  des  efforts  exté* 
rieurs  entre  les  diverses  barres  de  treiUis  n'est  plus  assurée  d'une  manière  aussi  égale; 
car  la  charge  ne  se  transmet  du  tablier  aux  fermes  qu'aux  points  d'attache  de  chaque 
pièce  de  pont:  elle  s'exerce  done  d'abord  sur  les  barres  de  treillis  qui  abouUssent  au 
droit  des  pièces  de  pont,  et  se  transmet  fort  indirectement  aux  barres  intermédiaires;  U 
n'en  est  plus  de  même  si  la  paroi  évidée  est  renforcée  par  des  montants  vei'ticaui, 
rattachant  pour  ainsi  dire  chaque  pièce  de  pont  à  toutes  les  barres  issues  des  inter- 
valles compris  entre  les  pièces  voisines.  —  D'autres  constructeurs  adoptent  pour  les 
barres  de  treillis  successives  l'écartement  même  des  pièces  de  pont;  ce  qui  conduit  à  nn 
treillis  à  mailles  très  larges,  beaucoup  plus  usité  aujourd'hui  que  les  treillis  à  mailles 
serrées.  La  transmission  des  efforts  an  treillis  n'exige  plut  alors  de  montants  verUcaux. 

43 
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forces  ne  subissent  aucun  changement  appréciable,  il  faut  bien  que 
les  compressions  diminuent,  c'est-à-dire  que  la  flexion  latérale 
diminue  elle-même.  La  flexion,  si  elle  est  possible,  est  ainsi  es- 
sentiellement limitée,  puisque,  dès  qu'elle  commence,  l'excès  de 
tension  qui  se  développe  dans  les  barres  étendues  vient  soulager 
les  barres  comprimées,  et  prévient,  par  suite,  l'augmentation  de  la 
flexion. 

L'objection  fisdte  aux  barres  plates  ne  tient  pas  compte,  en  résumé, 
de  la  solidarité  des  deux  systèmes  de  barres  du  treillis  ;  la  rivure  des 
barres  qui  se  croisent  suffirait  pour  la  combattre.  L'expérience,  du 
reste,  prouve  que,  dans  les  conditions  ordinaires,  les  déviations  la- 
térales du  treillis,  s'il  y  en  a,  sont  renfermées  dans  des  limites  ex- 
trêmement étroites.  Les  treillis  sont  souvent  composés  de  barres  qui 
s'infléchissent  pour  passer  de  part  et  d'autre  de  la  feuille  qui  les 
rattache  aux  tables  horizontales.  Ce  tracé  est  peu  favorable,  puisque 
la  compression  des  barres  d'un  système  tend  à  les  courber  davan- 
tage, tandis  que  l'extension  des  barres  de  l'autre  système  tend  i  les 
redresser  ;  mais  le  seul  inconvénient  qui  en  résulte  pour  la  stabilité 
du  pont,  est  la  nécessité  où  l'on  se  trouve  de  renforcer  les  rivets  qui 
unissent  les  deux  systèmes.  La  résistance  de  la  ferme  n'en  reçoit  au- 
cune espèce  d'attente.  Nous  pensons  donc  que  la  substitution  des 
fers  à  T,  de  cornières,  ou  de  rails  Barlow  aux  barres  plates  d'un 
treillis  lattice,  n'est  pas  indispensable.  Le  treillis  douBle,  autre  solu- 
tion destinée  à  prévenu-  la  flexion  des  barres,  présente  aussi  un  in- 
convénient assez  grave,  celui  de  la  complication  des  assemblages.  Un 
treillis  simple,  raidi  par  des  montants  verticaux  qu'on  utilise  d'ail- 
leurs pour  le  contreventement  et  l'entretoisement  des  fermes,  et  qui 
a  l'avantage  de  répartir  avec  une  grande  uniformité  les  efforts  entre 
toutes  les  barres,  est  peut-être  encore  la  solution  la  plus  satisfai- 
sante du  problème  des  ponts  à  grande  portée,  toutes  les  fois  qu'on 
ne  se  résigne  pas  à  l'emploi, plus  économique  des  ponts  à  poutre 
pleine. 

Dans  tous  les  cas,  ce  qu'il  faut,  c'est  ne  pas  demander  aux  barres 
un  travail  exagéré.  Les  ponts,  c^mme  on  en  voit,  où  la  barre  du 
treillis  supporte  plus  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  et  où 
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elle  est  fixée  par  un  seul  rivet  aux  cornières  des  tables  horizontales, 
sont  exposés  à  des  avaries  qu'il  était  facile  de  prévoir  d'avance. 
Ajoutons  que  le  ferraillement  observé  dans  certains  ponts  à  treillis, 
près  des  culées  et  près  des  piles,  doit  être  attribué,  non  au  système 
de  treillis  pris  en  lui-môme,  mais  à  l'oubli  du  calcul  préalable  d'un 
point  essentiel,  la  résistance  i  l'écrasement  dans  les  sections  bon- 
zontales  des  parties  portant  directement  sur  les  appuis  (§  4o6).  Dans 
plusieurs  ouvrages  insuffisamment  étudiés,  il  a  falla  compléter  après 
coup,  par  l'addition  d'armatures  en  fonte,  l'ossature  de  la  poutre 
sur  ses  appuis.  L'avantage  même  de^  constructions  en  fer  résulte  de 
ce  que  tout  peut  y  être  calculé  de  telle  sorte,  qu'on  arrive  à  propor- 
tionner partout  la  quantité  de  matière  aux  eSorts  que  cette  matière 
aura  à  subir.  Le  système  ainsi  composé  est  voisin  de  l'équilibre 
strict  ;  il  faut  donc  que  tous  les  points  y  soient  traités  avec  un  soin 
égal;  autrement  une  insuffisance  en  un  point  particulier  se  trahit 
sur-le-champ  par  une  déformation  ou  par  un  accident  plus  grave.  Les 
économies  sont  admissibles  quand  elles  sont  réalisées  par  un  emploi 
plus  intelligent  de  la  matière,  mais  non  quand  elles  résultent  de  sup- 
pressions ou  de  réductions  arbitraires  dans  des  pièces  qui  toutes  ont 
idur  utilité. 

&26.  Lorsqu'on  n'emploie  pas  les  barres  plates,  on  se  sert  pour  les 
treillis  de  fers  à  T,  ou  de  rails  Barlow,  ou  enfin  de  barres  en  û  ;  ce 
dernier  type  se  rencontre  en  Autriche  sur  le  réseau  de  la  compagnie 
des  chenoiins  de  fer  de  l'État.  Les  barres  des  deux  systèmes  sont 
rivées  à  la  jonction  des  semelles  plates  qui  s'appliquent  l'une  contre 
l'autre,  et  la  partie  cylindrique  de  l'û  leur  donne  de  la  raideur  dans 
tous  les  sens.  L'aspect  des  ponts  construits  dans  ce  système  est 
très  satisfaisant,  grftce  aux  jeux  d'ombre  et  de  lumière  produits  par 
les  saillies  des  parties  courbes  du  treillis.  La  poutre  n'a  pas  de 
montants  verticaux,  puisqu'ils  seraient  inutiles  pour  la  raidir.  Dans 
la  plupart  des  ponts  construits  sur  ce  réseau,  les  barres  du  treillis 
sont  inclinées  à  45*  sur  la  verticale  au  centre  de  la  portée,  et  se 
redressent  graduellement  jusqu'à  96*  près  des  appuis.  La  maille  n'est 
carrée  qu'au  milieu  de  la  poutre,  et  forme  une  suite  de  losanges  de 
plus  en  plus  aigus,  à  mesure  qu'on  approche  des  deux  bouts  de  la 
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travée«  Cette  disposition  est  critiquable,  aussi  bien  que  celle  qui  con- 
siste à  faire  varier  la  hauteur  d'une  poutre  d'un  point  à  l'autre  de  sa 
longueur;  .car,  le  minimum  du  poids  du  treillis  correspondant  i 
une  inclinaison  de  45*  dans  toute  section,  la  variation  de  l'angle  des 
barres  avec  la  verticale  ne  saurait  être  économique.  Elle  peut  con- 
duire, il  est  vrai,  à  adopter  dans  tout  le  pont  un  même  modèle  de 
barres;  mais,  outre  qu'elle  donne  un  excès  de  poids,  elle  nuit  à  l'as- 
pect de  la  poutre.  De  loin,  Tœil  cherche  dans  ces  treillis  une  surface 
cylindrique  découpée  diagonalement  en  carrés  égaux,  qui  se  présen- 
teraient en  vraie  grandeur  an  centre  de  la  poutre,  et  en  raccourci 
vers  les  extrémités. 

Les  fers  spéciaux  se  prêtent  plus  difficilement  que  les  fers  plats 
aux  variations  des  sections.  Us  ont  aussi  l'inconvénient  de  toutes  les 
fermes  exceptionnelles  :  la  fabrication  en  est  plus  difficile,  le  pris  de 
revient  plus  élevé,  la  pose  plus  délicate. 

A26.  Le  treillis,  comme  nous  l'avons  vu,  peut  être  double  ou  simple; 
le  treillis  double  est  le  système  qui  assure  aux  fermes  la  plus  grande 
rigidité.  L'âme  de  la  ferme  est  dédoublée,  et  ses  deux  parois  paral- 
lèles sont  entretoisées  l'une  avec  l'autre,  barre  comprimée  à  barre 
comprimée,  par  une  série  d'éléments  qui  en  découpent  Tintervalleen 
triangles  à  peu  près  équilatéraux.  Ce  système  a  été  appliqué  au  pont 
de  Drogheda,  sur  la  Boyne,  en  Irlande,  et  à  un  grand  nombre  d'autres 
ouvrages. 

Un  système  mixte  de  treillis  double  consiste  à  enti^toiser  les 
Fig.  346.  deux  âmes  en  treillis  plat  d'une  même 

_^  ferme,  par  un  double  T  vertical,  placé 
à  l'aplomb  des  pièces  de  pont  suc- 
cessives. 

Le  seul  inconvénient  de  ces  divers 
systèmes  est  la  complication  des  tra- 
^  ces  et  les  sujétions  du  montage. 

Les  ponts  &  poutre  pleine  peuvent  aussi  recevoir  une  âme  double. 
On  est  quelquefois  conduit  à  ce  dédoublement  par  l'insuffisance  de 
la  hauteur  libre  de  la  poutre.  11  faut  alors  séparer  en  deux  la  table 
supérieure.  Cette  solution  a  été  adoptée  pour  le  pont  du  Taglia- 


< 
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iiiento,  sur  le  chemin  de  fer  qui  rattache  la  ligne  de  Vienne  à  Trieste 
Pig.  S47.        à  la  ligne  de  Venise  à  Vérone.  On  n'avait  là  qu'une 

n  faible  hauteur  disponible  entre  le  plan  des  rails  et  le 
,..^  niveau  des  hautes  eaux.  Le  rail  est  noyé  entre  deux 
poutres  jumelles,  dont  les  parois  verticales  se  réu* 
nissent  en  bas  à  une  semelle  commune.  Des  cloisons 
placées  de  distance  en  distance  entretoisent  ces  deux 


f; 


L^. - --- 

i  ■,■^-.v>^vn-^^,■j  parois.  On  ne  s'est  résigné  à  cette  disposition  peu 
commode,  qu'à  cause  de  l' insuffisance  de  la  hauteur  des  fermes. 


ÉQUILIBRE   DLS   POUTRES   AMÉRICAINES. 

Â27.  Les  divers  systèmes  des  poutres  américaines  sont  classés  en 
sept  catégories  principales  dans  le  rapport  de  mission  de  M.  Ma- 
lézieux  aux  États-Unis  (1870). 

Le  premier  type  est  celui  du  treillis  simple,  formé  par  la  juxtapo- 
sition des  triangles  égaux;  nous  avons  donné  (§§  389  etsuiv.)  la 
théorie  de  là  répartition  des  pressions  et  des  tensions  dans  un  tel  sys- 
tème. 

Les  six  autres  types  ont  un  caractère  commun  :  celui  d  éviter 
quune  même  pièce  soit  appelée  siùccessivement  à  travailler  à  t  ex- 
tension^ puis  à  la  compression.  Les  ingénieurs  américains  paraissent 
attacher  une  grande  importance  à  cette  condition;  nous  en  avons 
nous-mème  signalé  plusieurs  fois  l'utilité  (§  328).  Il  ne  faut 
pourtant  rien  exagérer.  Au  point  de  vue  théorique,  il  n'y  a 
pas  de  différence  appréciable  entre  une  réduction  d'effort  de  6  ki- 
logrammes à  2  par  millimètre  carré,  la  pièce  travaillant  dans  le 
même  sens,  et  une  variation  de  2  kilogrammes  à  la  traction  à  s  kilo- 
grammes à  la  compression.  Tout  ce  qu'on  peut  raisonnablement 
exiger,  c'est  que  les  pièces  appelées  à  travailler  dans  les  deux 
sens  soient  soumises  à  un  moindre  effort  que  les  autres  ;  telle  est 
la  règle  qu'on  suit  dans  les  machines  à  vapeur  pour  les  tiges  des 
pistons,  qui  peuvent  développer  sans  inconvénient  des  poussées  et 
des  tractions  alternatives.  Observons  d'ailleurs  que  la  loi  de  conti- 
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nuité  étant  toujours  Sensiblement  suivie  dans  uu  ouvrage  bien  con- 
struit, les  pièces  qui  traviûllent  alternativement  à  Fextension  et  à  Li 
compression  sont  âtuées  dans  les  régions  voisines  des  points  où  les 
efforts  changent  de  signe  en  passant  par  zéro  ;  il  en  résulte  que  les 
nécessités  de  la  construction  appellent  forcément  dans  ces  régions 
un  certain  excès  de  matière,  et  que  les  pièces  se  trouvent  ainsi 
naturellement  nourries  à  la  demande  du  traviûl  alternatif  qu'on  leui' 
impose. 

L'adoption  de  la  règle  américaine  conduit,  dans  certains  cas,  à 
des  systèmes  dont  les  organes  ne  travaillent  pas  tous  à  la  fois  :  poor 
une  position  donnée  des  charges,  une  partie  des  pièces  est  réduite  à 
l'état  parasite,  et  ne  contribue  en  rien  à  les  équilibrer.  Une  telle 
pièce  passe  subitement  de  l'eiTort  total  à  zéro,  variation  qui  n'est 
pas  sans  inconvénient  pour  la  conservation  de  la  pièce  et  de  ses 
assemblages  (i). 
&28.  Les  six  classes  que  nous  avons  annoncées  sont  : 
i*"  Le  système  Fink,  ou  poutre  à  poinçons,  analogue  à  Tai^balétrier 
de  la  charpente  Polonceau 

Fig.  348. 
TaUier  êMpèriem'  (Deck  bridgo). 


(1)  Les  premiers  ponts  américalDS  ont  été  constmlts  en  bol8>  à  une  époque  où  le  bob 
ii*étaU  pas  encore  cher.  Les  ingénieors  n'ont  pas  tardé  à  reconnaître  que  les  assemblage» 
des  bois  résistaient  très  bien  aux  efforts  de  rompression,  tandis  que  les  efforts  d'extension 
les  ex|tosHif  ni  à  la  rupture  par  glissement  longitudinal  des  fibres  qui  avalent  à  les  équi- 
librer. Cette  considération  a  ftilt  adopter  le  fSer  pour  toutes  les  pièces  traTaillant  à 
l'extension^  en  réservant  le  bois  pour  les  pièces  comprimées,  les  dimensions  transYer^ 
sales  de  la  section  des  pièces  de  charpente  facilitant  d^ailleurs  leur  résistance  à  la  flexion 
latérale.  On  conçoit  que,  dans  ces  conditions,  le  partage  absolu  des  pièces  en  pièces 
comprimées  et  pièces  étendues  s'imposait  de  téute  nécessité.  Aujourd'hui,  l'emploi  des 
colonnes  métalliques  creuses  pour  les  pièces  comprimées  supprime  pour  ce  genre  de 
pièces  les  dangers  de  la  flexion  latérale»  et  le  principe  de  la  division  du  trayall  entre  les 
pièces  n'est  plus  aussi  Justifié.  Toutefois  les  ingénieurs  américains  l'ont  conserYé,  comme 
donnant  une  plus  grande  facilité  pour  les  assemblages,  et  permettant  un  calcul  plus 
exsct  des  efforts  développés  dans  les  diverses  parties  d'un  grand  ouvrage. 
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S*  Le  système  Bollmaon  ; 


Fig.  349. 
Taklier  infériez  (through  bridge). 


5*  Le  système  Howe,  Long,  ou  Jones; 


Fig.  350« 


4*  Le  système  Hurphy-Whipple  ; 


Kg.  351. 


X           ' 

K 

5*  Le  système  Linyille  ; 


Fig.  35S. 
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6'  Le  svstème  Post. 

Fig.  853. 


Dans  ces  diagrammes,  les  traits  simples  indiquent  les  pièces  éten- 
dues,  les  traits  doubles  les  pièces  comprimées,  les  traits  ponctués 
les  pièces  qui  ne  supportent  aucun  effort  dans  l'hypothèse  d'une 
répartition  égale  des  surcharges,  mais  qui  peuvent  être  appelées  à 
développer  des  efforts  lorsque  la  surcharge  se  déplace. 

Dans  le  dernier  système,  l'inclinaison  des  barras  comprimée  change 
de  sens  à  partir  du  milieu  de  la  travée. 

Au  point  de  vue  des  matières  employées,  le  système  de  Long  sup- 
pose toute  la  poutre  construite  en  bois.  Le  système  de  Howe,  comme 
aussi  le  système  Pratt  qui  n'est  que  le  système  de  Howe  renversé, 
admettent  le  bois  pour  les  montants  comprimés,  le  fer  pour  les  mon- 
tants étendus.  Les  systèmes  Post  et  Wbipple  admettent  le  fer  et  la 
fonte.  Les  systèmes  Jones  et  Lin  ville  emploient  le  fer  seul.  Cn  sys- 
tème Warren  consiste  à  réaliser  le  type  de  triangles  égaux  juxtapo- 
sés, tout  en  fonte.  Les  treillis  à  mailles  serrées,  Lattice^  sont  tout 
en  bois  ou  tout  en  fer. 

Si  l'on  examine  attentivement  les  quatre  derniers  systèmes,  on  voit 
qu'ils  appartiennent  tous  à  un  seul  et  même  type,  identique  comme 
théorie  à  celui  des  poutres  américaines  en  charpente  de  Howe, 
étudiées  dans  le  chapitre  suivant.  L'identité  est  complète  pour  le 
système  n"*  3  (Howe  ou  Jones) .  Le  système  n*  4  n'en  diffère  que  par 
l'échange  des  compressions  et  des  extensions,  et  les  formules  de  l'é- 
quilibre intérieur  restent  les  mêmes.  Le  système  Linville  n'est  que 
le  système  Murphy  Whipple  doublé^  de  la  même  manière  qu'on  peut 
doubler  le  système  de  Howe  (Y.  à  la  fin  du  livre  YIII).  Rien  n'emoë- 
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cherait  de  le  tripler,  seulement  on  ne  sait  plus  au  juste,  quand  on  super- 
pose ainsi  plusieurs  systèmes  simples,  comment  les  charges  se  répar- 
tissent entre  chacun  des  systèmes  simples  réunis  dans  le  système 
total.  Le  système  Post ,  enfin ,  est  le  système  Linville  modifié  par 
l'inclinaison  des  poteaux  verticaux  :  les  procédés  de  calcul  de  cette 
poutre  seraient  encore  les  mêmes,  sauf  à  tenir  compte  de  cette  incli- 
naison. Ces  quatre  types  ne  donnent  donc  pas  lieu  à  une  théorie 
nouvelle,  et  il  nous  sufiit  d'étudier  les  sytèmes  i  et  2. 


SYSTÈME  rmvu 


A20.  Nous  prendrons  pour  exemple  une  poutre  à  8  entre-boulons, 
dont  nous  ne  représenterons  qu'une  moitié  sur  la  figure  (i). 


Fig.  354. 


% 

-        « 


Soient  P,,  P,,  P^,...  P,  les  poids  qui  pèsent  sur  le  tablier  aux 
points  9,  3,...,  8  où  viennent  aboutir  les  poinçons.  Les  tensions  des 
deux  tendeurs  qui  soutiennent  le  pied  d'un  même  poinçon  sont  égales, 
car  elles  équilibrent  le  poids  de  ce  poinçon,  grossi,  s'il  y  a  lieu,  des 
composantes  verticales  des  tensions  qui  s'exercent  à  son  sommet. 
Les  deux  composantes  sont  égales,  parce  qu'elles  font  des  angles 
égaux  avec  la  résultante. 


.  (I)  Les  droites  ITg,  3T4,  ST^  se  coupent  en  un  même  point  si  les  montants  vertlcauz  3, 
4  et  5  sont  égaux.  Ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  droites  15, 
IT9  protougée,  et  la  Terlicale  du  point  &. 
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On  aura  doue 

2T.  C08  p  =  P,  +  (T,  +  T  J  cos  «, 

2T4  cos  a  =  P^, 

2T,  cos  Y  =  Pf  +  (T,  +  T,)  cos  p  +  (T^  +  T  J  cosa. 
«Te  cos  a  =  P,, 

2T,  cos  p  =  P^  +  (T,  +  T.)  cos  p. 

2J.C0Sa=P,, 

De  ces  équations,  on  tire 


T    =:  * 

•       2C0Sa' 


•p  P4 

^'"«COSa' 


T  =       * 

•       2cosa* 


•       2C0S  a  ' 


*•      2cosp  V  "^^ï"^/' 
"      2costL  •     2\  •  2  y'2^*'     •]• 


La  compression  du  longeron  supérieur  est  : 

del  à3  TjSina  +  TjSinp+T.sinv, 

au  pointa T, sîn p  +  T, sin y, 

de3à5  T.sinP  +  T.sinY-f  T^0Tn«, 

au  points T,siaY, 

et  ainsi  de  suite. 
Les  compressions  des  poinçons  sont  : 

au  point  2 P,» 

—       3    .  .  .      .    2T,co8f;, 

■~        5 2T}C08Yy»*«« 

en  d'autres  termes,  ce  sont  les  valeurs  des  premiers  membres  des 
équations  d'équilibre  posées  ci-dessus*  ' 
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Appliquons  ces  formules  à  une  poutre  à  8  entre-boulons,  les  poin- 
çons étant  chargés  chacun  d'un  poids  égal  à  l'unité.  Les  compres- 
sions des  poinçons  et  les  tensions  des  tiges  obliques  sont  inscrites 
sur  la  figuré  suivante.  Le  double  triut  indique  une  pièce  compiimée  ^ 
le  trait  simple  une  pièce  étendue. 


Compressions  dans  le  longeron  supérieur  : 

de  1  à  3  îî^  +tangp  +  8tangT, 

au  point  3 tang^  +  Stangt* 

de  3  à  5  taDgP  +  2UDgT+  î^^^, 

au  point  5 Stangy- 

Le  système  Fink  se  prèle,  par  uu  simple  renversement,  à  la  solu- 
tton  inverset  qui  amène  le  tablier  à  la  partie  inférieure  ;  les  barres 
obliques  travaillent  alors  à  la  compression,  à  la  façon  des  arbalétriers» 
et  les  verticales  à  Textension» 

Fig.  3M. 


Ennn  rien  n'empêche  de  placer  le  tablier  en  bas  du  système  tel 
que  nous  l'avons  décrit  d'abord,  et  de  multiplier  le  nombre  des 
entre-boulons  (i). 


(I)  Comme  exemple  de 'grand  pont  du  système  Pink^  nous  citerons  le  viaduc  de 
Varrugas^  construit  en  1873  an  Pérou;  il  est  formé  de  4  travées  Inégales  séparées  par 
des  plies  métalliques;  les  trois  premières  travées  ont  30",5;  la  dernière  à  38*,  1.  Les 
pUet  ont  respecUveoient  44",20^  76",81  et  54-»35  de  hauteur.  Nous  renverrons  pour  la 
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SYSTÈME   BOLLUARN. 


4S0.  Le  système  BoUmaon  a  une  certaine  analogie  avec  les  Bow« 
strings  de  Bmuel.  Les  tensions  développées  dans  l*ouvrage,  reportées 
toutes  aux  points  A  et  B,  sont  équilibrées  par  l'intermédiaire  d'une 


ri«;.  35"'. 


pièce  comprimée  ÂB.  Seulement  chaque  point  G  du  tablier  est  sou- 
tenu individuellement  par  le  système  des  deux  tendeurs  AG,  BG, 
qui  viennent  s'y  réunir. 

T  et  T'  étant  les  tensions  de  chacun  de  ces  tendeurs,  et  P  le  poids 
qui  pèse  en  G  sur  le  tablier,  on  aura 


T  =  PX-: 


sinp 


8in  (a  4-  p)  • 


r  =  P  X  -T 


sma 


8in(a+p/ 


en  appelant  a  et  ^  les  angles  des  tendeurs  avec  la  verticale. 
La  compression  Q  de  la  pièce  supéiieure  sera  égale  à 

Q  =  T  8in  a  =  T'sin  P  =  — : --rf* 

11  y  a  un  certain  intérêt  à  rendre  vertical  le  tassement  subi  par  le 
point  G  par  suite  des  allongements  des  tendeurs.  Gette  considé- 


description  de  cet  ouvrage  à  uoe  notice  de  M.  Ernest  Pontxen,  Insérée  dans  le  Journal 
des  ingénieurs  et  architectes  de  VAutrichet  14*  cahier  de  1875.  —  Notons  seulement  que 
les  Jambes  de  force  implantées  aux  points  2,  3,...  8,  ne  sont  pas  égales.  La  jambe  de 
force  5  est  la  plus  longue;  puis  viennent  les  Jambes  3  et  7,  égaies  entre  elles;  quant  aox 
jambes  2,  4,  6  et  8,  elles  se  terminent  à  Tlntersection  des  tendeurs  qui  vont  soutenir 
l'extrémité  Inférieure  des  Jnmbcs  3  et  7.  —  On  trouvera  dans  le  même  mémoire  de 
M.  Puntzen  une  comparaisoD  intcressunte  entre  les  différents  viuJucsà  piles  mctalUques. 
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ration  conduit  i  la  détermination  du  rapport  des  sections  des  pièces 
AG,  GB. 
Soit  h  la  hauteur  de  la  poutre.  Les  longueurs  des  tendeurs  seront 

*    =AC, 


COR  a 

•A 


008  P 

L'allongement  x  de  la  première  barre  sous  la  tension  T  sera  donné 

par  la  formule 

PAsinp 

Ewx                 .-        ..              TxAC       8in(a  +  P)cos« 
T:=^—r,     ce  qui  fournit     «=—7: =  — —u^ • 

L'autre  barre  CB  s'allonge  de  même  de 

•       P  sin  a  X  A  • 

Kctf'x  CCS p  sin  (a  +  (sj * 

Ces  allongements  étant  très  petits,  et  le  point  G  restant  sur  la 
Fig.  358.  verticale  GD,  les  nouvelles  po- 

sitions des  tendeurs  seront  des 
droite  G'A,  G'B,  qui  feront  avec 
la  verticale  des  angles  sensible- 
ment égaux  à  a  et  p.  Abaissant 
GM,  GN,  perpendiculaires  sur  les 
directions  AG',  G'B,  on  aura  en 


I 


G'Mt  G'N  les  allongements  des  tiges,  et  par  suite 

P  8În  p  X  A 


C'M=:CC'C08(X  = 


Eco  X  cos a  X  sin  («  +  {»)'  » 

C'N  =  CC'C08p  =  T7-; r .     ,      .    ,.. 

Divisons  Tune  par  l'autre  ces  deux  équations,  il  vient,  pour  dé 


terminer-,  l'équation 

008  g  _    sinp        u>'cosP 
cos  p  *~  w  cos  «        sin  «  * 
ou  bien 

w  00s*  a  sin  a  =  a>'  COs'?  sin  ^» 
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431.  Les  mêmes  problèmes  peuvent  être  résolus  élégamment  par 
les  constructions  de  la  statique  graphique. 

Fig.  3S0. 
STStème  Fiak. 


î  î  r  î  1 


ifl 


Figure  auxiliaire,  en  supposant  les  poids  P,,  P^,...  P^,  égaux: 


Fig.  360. 


Fig.  861. 


Si  les  poids  n'étaient  pas  égaux,  la  figure 
montrerait  d'elle-même  les  compressions  de  la 
poutre  qui  interviendraient  pour  compléter  l'équi- 
libre aux  points  3,  6  et  9  (fig.  36i}. 


se 
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trj- 


Fig.  36«. 
Système  Bollmaïui. 


Fl^tire  auxiliaire 


Remarque.  A  chacune  des  positions  du  point  G  sur  la  droite  EF, 
correspond  une  position  du  point  G'  dans  la  figure  auxiliaire.  Il  est 
facile  de  reconnaître  que  le  lieu  des  points  G\  quand  le  point  G  par- 
court la  droite  EK,  est  une  parabole. 

.  Si  on  faisait  décrire  au  point  G  une  droite  quelconque),  le  lieu 
décrit  par  G'  serait  en  général  une  courbe  du  second  ordre. 

Si  on  fait  parcourir  au  point  G  une  circonférence  passant  par  les 
points  A  et  B,  le  lieu  du  point  G'  est  une  circonférence  passant  par 
les  extrémités  m  et  n. 
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Kg.  W3. 
'  PoTitre  formée  da  trianglei  égaux  joxtapotéi. 


iffure    a\ixiriaîre 


Figu 


La  figure  auxiliaire  montre  que,  si  les  poids  P,,  P^,  P,,  P^  sont 
égaux,  les  barres  4&  et  56  ont  une  tension  nulle.  On  le  reconnaîtrait 
aisément  en  coupant  la  poutre  par  un  plan  vertical  compris  entre  les 
points  4  et  5.  La  somme  des  projections  v.rticales  des  forces  déve- 
loppées dans  les  tiges  46f  4^9  35,  doit  être  égale  à  zéro»  puisque 
X  =  P,  +  P^;  donc  la  tension  de  la  pièce  oblique  A5  est  nécessaire- 
ment nulle. 


Dli:S  POUTUES  AUlilRlCAlNES. 

F  g.  304. 
Même  prub  iin    e.i  •  .pposaat  Ui  poidi  ioé^an* 
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3  6 

FiSure    auxiliaire 


DUGRAMME  DE  GLAPEYAON. 

AS2.  CInpeyron  rendait  compte  de  la  distribution  des  efforts  daus 
une  poutre  à  treillis,  en  considérant  successivement  les  deux  dia- 
grammes suivants,  représentant  chacun  un  système  articulé  propre 
à  soutenir  un  poids. 

Si  Ton  superpose  les  deux  diagrammes,  on  obtient  le  treillis  ordi- 
naire, où  les  barres  obliques  sont,  les  unes  comprimées,  les  autres 
étendues,  et  où  les  eOfortsdes  barres  veiticales  intermédiaires,  égales 

40 
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rig.  365. 


Bancs  obliqnea 
comprimées. 

Bures  Tertieales 
étendues. 


ma 


Compression. 
Extension. 


Barres  obliques 
étendues. 

Barres  verticales 
eomprimées. 


au  signe  près,  disparaissent  dans  la  somme,  ce  qui  permet  de  sup- 
primer ces  barres,  en  ne  conservant  que  celles  des  culées.  La  figure 
rend  compte  aussi  des  accroissements  d'efforts  dans  les  longerons 
horizontaux,  de  la  culée  au  milieu  de  la  poutre. 

APPAREIL  DE  M.  DDPUT  POUR  MESURER  LES  EFFORTS 
DES  BARRES  D'UN  TREILLIS. 


Fig.  366. 


i33.  Cet  appareil  est^écrit  dans  le  catalogue  des  objets  exposés  à 
Vienne  en  1873,  par  le  Ministère  des  Travaux  Publics.  Soit  MN  une 
barre  de  treillis. 

Une  fausse  équerre  ABD,  articulée  en  B,  a  ses  branches  percées  de 

deux  trous,  l'un  en  A,  l'autre  en  G.  Od 
fixe,  à  l'aide  de  deux  goujons  passant 
par  les  trous  A  et  G,  la  fausse  équerre 
sur  la  barre  de  treillis  prise  dans  Tétat 
naturel  de  manière  que  l'angle  B  soit 
droit.  On  mesure  la  distance  AG.  L'&x- 
trémité  D  de  l'une  des  branches  taillée 
en  pointe,  se  meut  le  long  d'un  arc  gra- 
due  ËE'  qui  fait  corps  avec  l'autre 
branche,  et  a  son  centre  en  B,  de  ma- 
nière que  la  pointe  soit  au  zéro  de  la 
giaduation  quand  l'angle  Best  droit  et 
quand  la  barre  est  dans  l'état  naturel.  Si  la  barre  MN  s'allonge, 
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l'angle  augmente  d'une  quantité  qu'on  peut  évaluer  au  moyen  de 
l'échelle  EE'.  Soit  ÂB=:c,  BG=a,  KG  =  b^  dans  l'état  naturel  de 
la  pièce.  Nous  aurons 

6«  =  a*  +  c«, 

et  après  la  déformation, 

6'«=a«  +  d"+2acsîn  ^  =a«  +  c«  +  2acx  ^. 

A  A 

eu  appelant  s  l'espace  parcouru  par  le  point  T)  sur  Tare  RR',  et  X  le 
rayon  BD. 
Donc 


6'«-6«=(6'-6)(6  +  6'j  =  Ç-*, 


et  l'allongement 


ftacx  r- 
JL»     A  A      oc       t 


On  peut  en  effet  confondre  6'  avec  b  au  dénominateur  sans  erreur 
appréciable. 

L'allongement  relatif,  — ^ ,  est  donc  égal  à  |^  x  ^ ,  ou  à* 


ac 


et  la  tension  R  de  la  barre  est,  par  unité  de  surface,  » 

a'  +  c*       X 

On  remarquera  que  l'allongement  b'—b  est  égal  au  produit  de 
T-  par  la  fraction -T-,  qui  représente  la  distance  BI  du  sommet  de 
l'angle  droit  à  l'hypoténuse. 
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Dans  Tappareil  de  M.  Dupuy,  c  était  égal  à  i  mètre,  et  a  5 
o*,o5.  Le  rayon  BD  étak  de  i  mètre. 
Avec  ces  données  on  avait,  pour  une  barre  en  fer, 

»        1.  0,05  1  20000000000  «a^aa^aa 

Rapportée  au  millimètre  carré  de  section ,  la  tension  s'exprime 
par  des  nombres  un  million  de  fois  plus  petits,  et  par  conséquent, 

R  =  997,5  X  t, 

le  étant  toujours  exprimé  en  mètres.  Si  Ton  évalue  <  en  millimètres, 
e  nombre  s  devient  looo  fois  plus  grand,  et  pour  que  R  ne  change 
pas  de  valeur,  il  faut  diviser  par  looo  son  coefficient  ;  d*où  résulte 
la  formule  pratique 

RUl.  p«r  Bill.  qn.  —  0,9975  t. 

ou  encore 

J^Ul.  pv  bIH.  go.   -^  m 

en  simplifiant  la  formule,  eu  égard  à  l'incertitude  qui  règne  sur  la 
véritable  valeur  du  coefTicient  d'élasticité  E. 

Cette  méthode  a  été  appliquée  à  une  poutre  d'essai  de  i  a  mèires 
de  portée  et  de  i",ao  de  hauteur.  Elle  a  montré  dans  les  barres  des 
efforts  moindres  que  les  efforts  calculés  :  quelques- uns, sont  réduits 
à  moit%.  D'autreSj  au  centre  de  la  portée,  se  trouvent  changés  de 
signe.  Plusieurs  ouvrages  ont  donné  lieu  à  des  observations  ana- 
logues. 

Ces  résultats  peuvent  être  attribués  à  la  raideur  des  assemblages, 
à  la  poriion  d'effort  tranchant  équilibrée  par  la  résistance  des  bandes 
horizontales,  et  enfin  à  la  rivore  des  deux  systèmes  de  barres,  qui 
ne  leur  permet  pas  de  suivre  librement  les  déformations  des  tables. 
Dans  tous  les  cas,  ces  essais  semblent  prouver  que  les  treillis  |cal- 
culés  par  la  méthode  consacrée  ont  un  certain  excès  de  solidité,  ce 
qui  n*est  pas  un  défaut  bien  regrettable. 

Nous  ferons  observer  : 

i""  Que  la  méthode  donne  la  moyenne  des  tensions  développées 
de  A  en  G,  et  non  la  tension  en  un  point  particulier  de  la  barre , 
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9*  Qu'elle  condait  à  la  détermination  de  R  par  le  produit  de  deux 
nombres,  Tun  très  petit  c»  Tautre  très  grand  et  mal  connu  E,  de  sorte 
que  le  résultat  peut  être  entaché  d'une  erreur  relative  considérable. 

é 

On  peut  se  rendre  compte  des  perturbations  auxquelles  sont  sou- 
mises les  barres  d'un  treillis,  surtout  dans  la  région  centrale  où  les 
tensions  théoriques  sont  très  faibles ,  et  où  Texpérience  révèle  de3 
changements  de  sens  dans  les  tensions  effectives,  en  observant  que 
les  rivures  entre  les  barres  des  deux  systèmes  leur  enlève  la  liberté 
de  se  déplacer  à  la  demande  des  déformations  qui  s'opèrent  dans 
les  tables. 
Soient  AA',   BB'  deux  barres  de  treillis,  rivées  aux  tables  AB, 

A'B',  au  milieu  de  la  portée,  La 
flexion  de  la  poutre  rapproche  les 
points  A  et  B  de  la  table  supé- 
rieure et  écarte  les  points  A'  et 
B'  de  l'autre  table;  si  a,  b,  d^  h' 
sont  les  nouvelles  positions  prises 
par  ces  points,  les  deux  barres, 
si  elles  étaient  libres,  occuperaient  les  positions  ad^  hh\  qui  sont 
parallèles  aux  anciennes,  et  leurs  longueurs  ne  seraient  pas  altérées. 
Mais  ce  déplacement  parallèle  n'est  pas  possible  si  Ton  rive  au 
point  0  les  deux  barres  l'une  à  l'autre;  de  là  des  tensions  qui  se 
développent  dans  les  quatre  tronçons  OA,  OB,  OA'  OB'  et  que  con- 
state l'observation  ;  tandis  que  la  théorie  réduit  à  zéro  l'action  des 
deux  barres,  parce  qu'elles  conservent  leur  longueur  dans  le  trans- 
port parallèle  de  AA'  en  aa!  et  de  BB'  en  hb\ 
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A3à.   L'appareil  de  H.  Ch.  Manet  sert,  comme   l'appareil  de 
H.  Dupuy,  à  mesurer  directement  les  allongements  ou  raccourcisse- 
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ttents  des  barres  soumises  à  des  efforts  de  traction  et  de  compres- 
sion, ainsi  que  les  intensités  de  ces  efforts. 

One  boite  A  porte  en  son  centre  une  aiguille  G,  mobile  autour  du 
pivot  0  ;  son  extrémité  parcourt  un  limbe  gradué,  en  refoulant  à 
droite  et  à  gauche  deux  bras,  dont  l'un,  D,  est  seul  représenté  sur  la 
figure;  ces  bras  sont  destinés  à  conserver  sur  Tappareil  rindication 


Fis.  368 


B 


B 


^=^S^ 


B 


i 


>     > 

I     I 


ïï 


B 


de  l'effort  maximum  d'extension  ou  de  raccourcissement  subi  par  la 
barre  dans  les  mouvements  oscillatoires.  L'aiguille  G  est  commandée 
par  un  levier  coudé  G,  muni  d'engrenage,  qu'un  ressort  à  boudin  H 
tend  toujours  à  ramener  au  contact  de  la  tige  E  dont  il  va  être 
question  tout  à  l'heure,  La  boite  est  attachée  solidement  en  un  point 
B  de  la  barre  soumise  aux  expériences.  Le  levier  est  actionné  par 
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une  tige  métallique  E ,  d'un  mètre  de  longueur,  dont  Textrémité 
supérieure  glisse  à  frottement  doux  dans  la  garniture  de  la  botte,  et 
dont  l'extrémité  inférieure  taraudée  s'engage  dans  un  écrou  F,  éga- 
lement fixé  invariablement  en  un  point  de  la  bari^  B. 

L'appareil  étant  ainsi  disposé,  on  amène  Taiguille  au  zéro  de  Tare 
gradué,  en  tournant  la  vis  si  cela  est  nécessaire;  le  zéro  correspond 
à  l'état  naturel  de  la  barre.  Gela  posé,  si  la  barre  s'allonge  entre  les 
deux  points  A  et  F,  l'aiguille  se  déplace  vers  la  droite,  et  son  extré- 
mité parcourt  un  arc  quarante  fois  plus  grand  que  l'allongement 
•qu'il  s'agit  de  mesurer.  Si  la  barre  se  contracte,  c'est  au  contraire 
vers  la  gauche  que  se  fait  le  déplacement  de  l'aiguille.  Les  bras 
mobiles  D,  repoussés  à  droite  et  à  gauche  par  l'aiguille,  laissent 
sur  l'appareil  la  trace  des  maxima  des  tensions  et  des  compres- 
sons. 

Si  la  barre  essayée  est  en  fer,  et  qu'on  admette  pour  coefficient 
•d'élasticité  s  x  lo**  kilogrammes  par  mètre  carré»  un  allongement 

^e  l — \      de  millimètre  par  mètre  correspond  à  i  kilogramme  par 

millimètre  carré  de  section ,  et  est  accusé  sur  l'arc  gradué  par  un 
•déplacement  linéaire  de  a  millimëti'es. 
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CHAPITRE  IV. 

POUTRES  AMÉRICAINES  DU  SYSTÈME  DE  HOWE. 


438.  Les  poutres  américaines  du  système  de  Howe  sont  composées 
comme  il  suit  : 

Deux  longerons,  l'un  supérieur  A  A',  l'autre  inférieur  BB'; 

Des  boulons  équidistants  HN,  M'N\  qui  tendent  à  rapprocher  les 
deux  longerons,  et  dont  on  peut  régler  à  volonté  le  serrage  ; 

Des  croisillons  EF,  E'F  dans  chaque  entre-boulon;  ils  butent 


Z2V 


contre  des coussînetsE,E',  F,  F\  traversés  par  les  boulons;  les  croi- 
sillons s'opposent  au  rapprochement  des  longerons.  L'intervalle  de 
deux  boulons  consécutifs,  MN ,  M'N',  est  appelé  panneau  ou  entre- 
boulon.  Les  poids  qui  sollicitent  la  ferme  peuvent  être  supposés 

concentrés  sur  les  boulons  HN,  M^N' , 

Tel  est  le  système  réduit  à  ses  parties  essentielles  ;  mais  on  peut 
former  une  poutre  américaine  à  doubles  croisillons  ou  à  triples  croi- 
sillons, comme  les  figures  ci-dessous  le  représentent  Ces  systèmes 


jr!g«  870, 
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sont  dérivés  du  système  à  croisillons  simples,  que  nous  nous  borne- 
rons à  étudier  avec  quelque  détail. 

A36.  Supposons  une  poutre  américaine  chargée  de  poids  et  posée 
sur  deux  ou  sur  plus  de  deux  appuis  de  niveau.  Coupons  cette  poutre 
par  deux  plans  verticaux,  perpendiculairement  à  l'axe  de  la  pièce, 
et  menés  par  les  milieux  de  deux  entre-boulons  consécutifs  ;  puis 
mtroduisoDs  dans  les  sections  rencontrées  par  ces  plans  sécants 
des  forces  égales  aux  actions  moléculaii'es  supprimées  par  la  cou- 
pure. 

Appelons  H^  la  force  de  compression  du  longeron  supérieur  dans 
Tentre-boulon  n""  k  ; 

Fi,  la  force  d'extension  dans  le  longeron  inférieur  dans  ce  même 
entre-boulon  ; 

Pj^;  la  force  de  compression  de  la  barre  qui  monte  de  gauche  à 
droite  dans  Fentre-boulon  n*  k  ; 

Qu  la  force  de  compression  de  la  barre  qui  descend  de  gauche  à 
droite  dans  ce  même  entre-boulon.. 

Les  mêmes  lettres  avec  l'indice  k —  i  désigneront  les  forces  ana- 
logues dans  l'eutre^boulon  n""  {k  —  1) ,  à  gauche  de  l'entre-boulon 

La  force  B*  représente  la  tension  du  boulon  AB  qui  sépare  les 

Pig.  371. 


entre-boulons  n*  (A —  i)  et  n*  A  ;  nous  lui  donnons  l'indice  de  l'entre- 
boulon  situé  à  sa  droite. 
Appelons  encore  : 

a  l'angle  constant  formé  par  les  barres  des  croisillons  avec  la  verti- 
cale; 

p  le  poids  supporté  par  la  poutre  par  unité  de  longueur  ;  nous  le 
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STipposerons  constant  Si  p  était  variable,  il  faudrait  au  moins  qu'il 
fût  constant  dans  tout  rinteryalle  compris  entre  les  milieux  de  deux 
entre-boulons  successifs,  et  Ton  devrait  lui  donner  Tindice  du  boulon 
qui  partage  en  deux  la  longueur  à  laquelle  le  poids  p  se  rapporte  ; 
cette  hypothèse  revient  à  supposer  les  charges  concentrées  sur  les 
boulons  ; 

a  la  longueur  constante  d'un  entre-boulon  quelconque; 

h  la  hauteur  de  la  poutre,  mesurée  verticalement  entre  les  lignes 

d'axe  des  deux  longerons. 

Nous  pourrons  écrire  les  conditions  d'équilibre,  qui  sont  au  nom- 
bre  de  trois  : 

Équation  des  composantes  horizontales  : 
Ilk-j  —  Ft . ,  H-  Pfc_,  sin  a  +  Qt_,  sin  a  =  H»  —  F^  +  P»  sin  a  +  Qi  sin  «. 

Équation  des  composantes  verticales  : 

Pi-i  CCS  a  +  Qi  cos  oc  =  pa  +  Qt_,  ces  «  +  P»  C08  a. 

Équation  des  moments  par  rapport  à  un  point  quelconque^ 
par  rapport  au  point  B,  par  exemple  : 

(Ht-,  —  Uk)h  +  (P»-i  —  Qk)h  sin  a  =  0. 

â37.  Ces  trois  équations  ne  comprennent  pas  R«  ;  pour  déterminer 
<-.ette  force,  il  faut  supposer  le  boulon  coupé,  et  poser  les  équations 
d'équilibre  des  forces  qui  agissent  sur  l'un  des  points  A  ou  B  pris 
isolément.  Pour  n'avoir  pas  à  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  que 
le  poids  pa  de  l'entre-boulon  est  appliqué  tout  entier  en  haut  des 
fermes,  en  A,  ou  tout  entier  concentré  au  point  B,  ou  enfin  partagé 
entre  les  deux  longerons,  nous  supposerons  qu'on  connaît  d'avance 
la  décomposition  du  poids  jo  entre  les  deux  longerons,  et  nous  appel- 
lerons p'  la  portion  de  ce  poids  qui  s'applique  au  longeron  supérieur, 
et  p"  la  portion  qui  s'applique  au  longeron  inférieur.  Le  complément 
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de  Télude  des  pressions  se  fera  donc  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre 
des  équations 

(Pk.4  +  Q4)co8ûc  =  R»  +  p'a, 
(Qk-i  +  P»)  ces  a  +  p"o  =  Rfc, 

qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  en  vertu  de  la  seconde  équation  posée 
plus  haut»  puisque  />'  4-  ji'  =  p. 

AS8.  Laissant  de  côté  pour  le  moment  la  recherche  de  la  ten- 
sion Bjk«  nous  avons  trois  équations  pour  lier  entre  elles  les  quatre 
forces  VLu%  Q^t  Pi9  P*f  ^^  l' entre-boulon  n""  k^  avec  les  quatre  forces 
Hfc.,,  Q^i,  Pjk^,,  Fjk^i,  de  l'entre-boulon  précédent.  Si  l'on  suppose 
connu  ce  second  groupe  de  forces,  il  faudra,  pour  achever  de  déter- 
miner les  quatre  forces  du  premier  groupe,  attribuer  une  valeur 
arbitaire  à  l'une  d'entre  elles.  L'indétermination  du  problème  est 
facile  à  expliquer,  en  observant  qu'pn  est  maître,  en  serrant  plus  ou 
moins  les  écrous,  de  donner  aux  boulons  telles  tensions  R«  qu'on 
veut;  de  là  résulte  une  nouvelle  série  d'équations  qui,  jointe  aux 
trois  premières,  achèverait  de  déterminer  les  quatre  inconnues. 
Nous  sommes  donc  malires  de  faire  une  hypothèse  sur  le  règlement 
des  pressions  dans  les  barres,  et  celle  que  nous  ferons  consistera  à 
admettre  que  la  compression  de  la  barre  qui  descend  de  gauche 
à  droite  dans  le  croisillon  est  nulle  pour  chaque  entre-boulon  ;  nous 
poserons  en  conséquence 

Û*-i=o     et     Q»=o. 

Nous  nous  plaçons  ainsi  dans  le  cas-limite  où  les  barres  qui  des- 
cendent de  gauche  à  droite  reposent  sur  les  coussinets  sans  y  exer- 
cer aucun  effort.  Les  équations  se  simplifient  dans  cette  hypothèse 
et  deviennent  : 

(i  )  Hk  -  H»_,  -  (F»  -  Fk-0  +  (P*  -  P»_,)  sin  a  =  0, 

(2)  (Pfc  —  P»_0  cos  a  +  l?a  =  0, 

(3)  H*  -  Hfc.,  =  Pfc_,  sin  a. 

L'équation  (s)  donne  la  loi  de  variation  des  forces  P  d'un  entre* 
boulon  à  l'autre;  l'équation  (3)  donne  la  loi  de  variation  de  la  force  H, 
ou  de  la  compression  dans  le  longeron  supérieur  ;  enfin  si  l'on  remplace 
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dans  Téquation  (i)  la  diiTérence  Hi^  —  Hj^i  par  sa  valear  fouroie 
par  l'équation  (3),  on  a  l'équaiion 

(4)  F»-.Ffc-,-PfcSina  =  0, 

qui  indique  la  loi  de  variation  des  forces  F. 

On  remarque  sur-le-cbamp  : 

!•  Que  la  diflférence  P* — P»^!  est  négative  et  constante;  nous 
supposons  ici  que  p  est  constant  dans  toute  l'étendue  où  nous  con- 
sidérons la  poutre  ;  la  valeur  générale  de  la  quantité  variable  P  est 
donc  donnée  par  les  termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la 

raison  est —  ; 

cosa 

a"  Que  la  différence  H^ — Hjk^i  est  égale  à  P4_isina;  les  diffé- 
rences des  valeui*s  successives  de  la  variable  H  sont  donc  les  termes 
successifs  de  la  progression  arithmétique  P  sina,  et  par  suite  la  va- 
leur générale  de  H  est  donnée  par  la  formule  de  la  sommation  des 
termes  de  cette  progression  ; 

•V  Que  la  différence  F„ —  Fj^.,  est  donnée  par  la  fonction  P^^sina, 
'  laquelle  représente  aussi  le  terme  général  de  la  même  progression 
arithmétique,  avancé  d'un  rang. 

Ces  remarques  permettent  d'écrire  les  expressions  générales  de  la 
valeur  des  inconnues 

(6)  H»=H,  +  rA-i)Pj8io«-^^^=iH*ZI?)patga. 

(7)  F*  =  Fj+(A-i)P,sina-^iii:Jlpatga^ 

Les  constantes  P^,  H^«  F^,  qui  jusqu'ici  sont  arbitraires,  doivent 
être  déterminées  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  de  l'équi- 
libre extérieur  de  la  pièce  sur  ses  appuis. 

A39.  Achevons  la  solution  pour  une  poutre  à  travée  unique  ayant 

/ 
une  portée  /  divisée  en  n  entre-boulons,  égaux  chacun  à  -• 
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Le  poids  pa  étant  supposé  appliqué  à  deux  demi-entre-bouloiis 
successifs,  nous  admettrons  que  les  deux  demi-entre-boulons  voisins 
des  culées  ne  supportent  aucune  charge,  ou  que  leur  charge  est  di- 
rectement supportée  par  les  culées«  Le  poids  total  qui  pèse  sur  la 
poutre  est  donc  seulement  pa  (n —  i),  et  par  suite  les  réactions  des 

culées  sont  égales  à       ^         -.  La  réaction  de  la  culée  de  gauche 

si 

s'exerce  sur  la  poutre  par  Tintermédiaire  de  la  barre  montante  du 
croisillon  n"  i,  de  sorte  que  l'on  a  pour  l'équilibre 

p.  COS. =£21:^, 

ou  bien 

P  =£î!f2ZLÎi 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (5),  en  y  fsusant  £  =  i, 
puis  éliminons  P^ ,  il  viendra 

^^^  ^*~ — %z^ — • 

Pa  doit  toujours  rester  positif,  car  les  bandes  inclinées  n'étant  que 
posées  sur  les  coussinets,  ne  peuvent  exercer  sm*  eux  qu'une  pres- 
sion, et  non  une  tension.  La  formule  (8)  ne  doit  donc  être  employée 
que  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  k  qui  donne  pour  Pj^  un  résultat 
positif. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  ici,  suivant  que  n  est  p^r  ou  impair. 

Si  n  est  pair  et  égal  à  an',  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 
assigne!*  à  A  est  n',  et  Ton  a 

'^^"cosa     2    * 
P  -  Jî^  ^""3 

•  "■  CCS  a      2     ' 

p  —    P^    ^  —  ^ 
•""cosa      2     » 


cosa         2 
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Au  delà  du  boulon  du  milieu  de  la  portée,  P  deviendrait  négatif, 
ce  qui  est  impossible  ;  il  faut  admettre  alors  qu'il  y  a  interversion  en- 
tre les  rôles  des  barres  des  croisillons,  ce  qui  du  reste  est  d'accord 
avec  la  symétrie  de  la  poutre  et  de  la  charge  par  rapport  au  plan 
vertical  qui  divise  la  portée  en  deux  parties  égales  :  ce  sont  donc  les 
barres  montantes  qui  doivent  reposer  sans  pression  sur  les  coussi- 
nets dans  toute  la  seconde  moitié  de  la  travée. 

Si  n  est  impair  et  égal  à  an'  + 1 1  !&  plus  grande  valeur  qu'on 
puisse  attribuera  k  est  n\  et  l'on  a 

p  -_£ÎL  ^-^ 
p  =  JPÎLlzi 

■      008  a      SI    ' 


cosa 


Le  terme  suivant,  P^'^^p  serait  nul,  et  les  termes  au  delà  seraient 
négatifs  ;  ce  qui  démontre  que  dans  les  poutres  à  un  nombre  impair 
d'entre-boulons,  les  deux  barres  du  croisillon  central  ne  portent  rien» 
et  qu'il  y  a  renversement  dans  les  rôles  des  deux  barres  d'un  côté  à 
l'autre  de  ce  croisillon  central. 

On  remarquera  aussi  que  les  pressions  P^/,  P,'_j ,  P^'.».  ..Pj ,  sont 
proportionnelles  aux  nombres  impairs  successifs,  lorsque  n  est  pair» 
et  aux  nombres  naturels  si  n  est  impair. 

4i0.  Les  formules  (6)  et  (7)  font  connaître  les  valeurs  générales 
de  H  et  de  F  dès  qu'on  a  assigné  les  valeurs  convenables  aux  con- 
stantes H^  et  F,.  Dans  le  cas  spécial  dont  nous  nous  occupons,  on  re- 
marquera que  Hi  doit  être  nul  puisque  le  longeron  supérieur  ne  vient 

buter  sur  aucun  point  qui  puisse  y  développer  une  pression  »  et  que 
la  force  F^  doit  tenir  en  équilibre  la  composante  horizontale  P,sin  a 
de  la  barre  inclinée  du  premier  croisillon  ;  cette  condition  est  néces- 
saire pour  que  la  poutre  repose  verticalement  sur  sa  culée  sans  exer- 
cer sur  elle  de  poussée  latérale.  Donc  F^=  P^sinou  Introduisant  ces 
valeurs  particulières  dans  les  équations  (6)  et  (7),  il  vient 
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Hi  =  iKitga^i— — (A-l) 2~j» 

p,=patg«  (^f-g-^* J— j. 

On  observera ,  d'après  ces  relations,  que  Fj^  =  H,^^ ^ ,  de  sorte  que 
les  deux  séries  de  valeurs  de  H  et  de  F  sont  composées  des  mêmes 
nombres;  mais  cette  relation  doit  être  modifiée  à  partir  du  milieu 
de  la  portée,  comme  nous  le  reconnaîtrons  plus  bas. 

àhl.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  est  complète  pour 
toute  poutre  américaine  à  croisillons  simples,  reposant  sur  deux  ap- 
puis de  niveau,  lorsque  les  poids  égaux  qu'elle  porte  sont  concentrées 
sur  les  boulons.  Nous  y  ajouterons  cependant  une  remarque  qui  nous 
semble  conduire  à  une  méthode  plus  élégante  et  plus  rapide  pour  le 
calcul  des  coefficients  d^patgoL  dans  les  valeurs  de  H^  et  deF^. 

Ces  coefficients  sont  composés  de  deux  termes  :  le  premier  est  le 
terme  général  d'une  progression  arithmétique;  le  second  est,  au 
signe  près,  le  terme  sommatoire  de  la  progression  arithmétique  des 
nombres  naturels  de  i  à  £— i  ou  à  A.  Les  deux  termes  pris  ensemble 
forment,  comme  nous  allons  le  voir,  une  série  récurrente,  dontl' échelle 
de  relation  est  facile  à  déterminer. 

Plus  généralement,  soient  deux  progressions  arithmétiques 


(a)  m,    m  +  /,-  7/1  +  2^ ,    mH-(/— i)<, 

(6)  /,     /+e,    /+29 ,    /+(/-l)0. 


et  proposons-nous  de  trouver  la  loi  de  formation  de  la  série  (t^ 
obtenue  en  ajoutant  le  i^*  terme  de  la  progression  {a)  à  la  somme 
des  /  plumiers  termes  de  la  progression  {6}  ;  si  l'on  appelle  Ui  le  ^* 
1er  me  de  cette  nouvelle  série,  on  voit  que  la  différence  ui  —  U|.,  de 
deux  termes  consécutifs  de  la  série  {u)  est  égale  au  ^*  terme  de 
la  série  {b)  augmenté  de  la  différence  constante  des  termes  de  la 
série  {a).  Donc  les  différences  secondes  des  termes  de  la  série  (ti)  sont 
constantes  et  égales  à  la  différence  constante  de  la  série  (  b)  ;  donc 
enfin  les  différences  troisièmes  sont  constamment  nulles,  et  Ton  a  par 
conséquent  enire  quatre  termes  consécutifs 


I 


784  EMPLOI 

Telle  est  la  loi  au  moyen  de  laquelle  on  déduira  chaque  terme  de 
la  série  {u)  des  termes  précédents. 

Il  résulte  de  là  que  les  termes  de  la  série  (ti)  sont  les  coeffi- 
cients numériques  de  la  lettre  ordonnatrice  x  dans  la  série  que 
Ton  obtient  en  divisant  un  polynôme  du  second  degré  en  x  par  1« 
polynôme  i — ix+ix* — a;',  qui  n*est  autre  chose  que  le  cube  du 
binôme  i— a;. 

En  effet,  on  a  identiquement  ; 

(ti|  +  t<j|X  +  u^  +  u^pl^  + +  U|X*''4- ) 

—  3tt, 
+  3tti 


—  3tt, 


Le  produit  n'aque  trois  termes,  carlescoellicientsti^— 3u^+3u,~«if 
u^ — Su^+St/, — t/,  »  etc.,  des  puissances  de  x  supérieures  à  la  se- 
conde sont  tous  nuls  en  vertu  de  la  relation  générale  entre  quatre 
termes  consécutifs  de  la  série  (t/). 

^i*  ^19  ^s  peuvent  être  exprimés  en  fonction  des  arguments  des 
séries  {a)  et  (6),  et  le  polynôme  du  second  degré  que  l'on  obtient 
pour  produit  est  égal  à  l'expression 

M  =  (m  +/)  +  it—ftm  +  0  -/)a;  +  (m— <)«••  • 

Si  donc  on  divise  ce  polynôme  pari — 5a: +3^* — ^*f  en  les  or- 
donnant Fun  et  Tanue  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  x,  les  coefficients  numériques  de  x  dans  les  termes  successifs 
du  quotient  seront  les  valeurs  des  termes  u, ,  u,,  ti,..««  de  la  série 
cherchée. 

àli2.  Pour  revenir  de  ces  généralités  à' la  recherche  spéciale  des 
coefficients  de  paiga  dans  les  expressions  de  H  et  de  F,  nous  re- 
marquerons que,  dans  ce  cas  particulier,  les  séries  (a)  et  {fi)  de- 
vienneni  : 

/^.  A      ^+*      r    _!  ix      (n+i)x3 

(a/  <>•    ^8"*     ^'*  ■*"*>»     ^ 2 

W  0.      -1,        -.«.  -3 
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de  sorte  qu'on  a 

m  =  0,       /=— ^» 
/  =  0.        0=    -I. 

Donc 

et  la  division  de  ce  polynôme  par  i  —  3a:  +  3jb*  —  x*  donnera  les 
valeurs  numériques  des  coefiicients  dcpatga  dans  Texpression  de  H; 
pour  en  déduire  les  valeurs  des  coefficients  applicables  à  F,  il  faut 
avancer  d'un  rang  dans  la  série  (i). 


(1)  Oo  peat  encore  traosformer  cetto  méUiode  en  décomposant  en  IracUoni  limplei 
la  fraction  rationnelle 


(T^ 


On  a  CD  effet  idenUqaement,  A,  B,  C  étant  des  constantes , 


A  +  Bar+ C««_A  +  B  +  C      B  +  2C  ,      C 

+ 


de  sorte  que  les  coefficients  de  x  dans  le  quotient  sent  respecttfement  égaux  aux 
sommas  des  coefficients  des  déTcloppements  des  fractions 


moltipUées  respeetiTement  par  les  constantes 

A  +  B+C,       *(B  +  2C)     et  G. 

En  eflbetuani  les  dlTlsions,  on  trouve  les  trois  suites  indéfinies 


(1  —  %f 

,,    ^     ,-  =  l+2«  +  3a:«-h    4x»+    6x*+    to»  + 

(1  —  xy 

,,    ^      .    =|+«+X«+       «•+       x*+       «•  +^.... 

60 


f 

^ 
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A&3.  Par  exemple,  si  Ton  demande  de  calculer  les  forces  F  et  H 
pour  une  poutre  de  la  entre-boulons,  on  devra,  pour  trouver  les 
coefficients  de  pa  tg  a,  diviser  : 

« 

^ac— —  ai»      par      1  -  3x  +  3a;« - 1». 

ce  qui  donne  pour  résultat  : 

11         13    . 


1  — 3x+3x« 


'^ 1  /      lia;  — 13a;»       \ 

—  X»  "  %  \1  — 3a;  +  3x«  — xV 


*     =r  g  (0  +  llx  +  20x«  +  a7x»  +  32x*  +  35x»  +  36x«  + ). 

Il  ne  faut  pas  oublier  o  comme  premier  terme  indépendant  de  x 
dans  le  quotient.  Les  valeurs  successives  de  H  sont  donc  : 

1"  entre-boulon         «•  3*  4*  5«  €• 

A  11        .  20       ,  27       ,  32       ,  35       , 

0,  -g  patga,  -jpalga,  -|-patg«,   ypatga,   ypalga. 


Les  coefficients  de  x  soot,  dans  la  première,  les  nombres  tnangulaires  ;  dans  la  seconde 
les  nombres  naturel* ;  dans  la  troisième,  Ils  sont  tous  égaux  à  1* unité  :  nous  retrouToos 
ainsi  les  trois  premières  lignes  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  triangle  qu'on  peut 
prolonger  une  fois  pour  toutes  aussi  loin  qu'on  veut,  et  qni  servira  pour  déteroiiner 
d'ayanee  les  valeurs  de  F  et  de  H  dans  un  entre-boulon  quelconque,8an8  calculer  leurs 
valeurs  dans  les  entre-boulons. précédents;  dans  l'exemple  que  nous  proposons  ci-des- 
sus, on  a 

Si  Ton  demande  Ia  coefficient  du  cinquième  terme  du  développement  en  série  ds  la 

fracUon  j 

M 

(I  -  «)•• 
on  volt  tout  de  suite  qoe  le  coefficient  est 

ce  qui  est  vérifié  par  le  calcul  direct 
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et  les  valeurs  successives  de  F  : 


! 
I 

11       .         «0       ._      87       ,         3«       .         35       .         36       . 


y P«tg«.  yPotg«>  -jpatg»,  jl^tg»,  ypatg«,  yiwtga. 

AAA.  Si  Ton  continuait  la  division»  on  retrouverait  dans  un  ordre 
inverse  les  coefficients  déjà  obtenus. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  reprenons  la  série  (ti) ,  et  cherchons 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elle  soit  symétrique, 
ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  :  i*  ou  bien, à  partir  d'mi  de 
ses  termes  iii,  tous  les  termes  suivants  sont  respectivement  les  mêmes 
que  les  précédents  pris  dans  Tordre  rétrograde;  s*  ou  bien  deux 
termes  consécutif  ii|.j,  Ui  ont  la  même  valeur,  et  les  termes  qui 
suivent  le  terme  Ui  sont  égaux  aux  termes  qui  précèdent  le  terme  t/^_,. 

1*"  Dans  le  premier  cas,  on  aura  ti|^|=  t/|.|,  Ui^=ui_t9  et  ainsi 
de  suite;  or  on  a  toujours  entre  les  quatre  termes  consécutifs  t/^^ 
'^1»  f^ui»  Uf.,,  l'équation 

tti4.j  =  3ui  —  3u,_j  +  ut^ , 

(i'où  Ton  tire,  en  remplaçant  ti,^^  par  Uuf,qui  lui  est  supposé  égal , 

4Mj_i  =  3M|  +  Ml-,. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  on  voit  que  Ut^^  sera 
égal  à  M,^„  et  par  suite  m,^,  à  ti^,,  w,_,  à  w,^.,,  etc.,  et  que  la  série 
aura  la  propriété  d'être  symétrique  par  rapport  au  terme  Ui. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  qu'on  a  les  équations 

«,=  m  +  (/~1)<  +  //+  e  ^^^\ 
UM  =  m  +  (/-2)/ +  (/-!)/+ 6  iillMllS, 

II  s'agit  donc  de  savoir  s'il  existe  une  valeur  entière  de  /qui  satisfasse 
à  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de  poser. 
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s*  Quand  n  est  impair,  nous  avons  vu  que  les  deux  barres  qui  se 
croisent  dans  l'entre-boulon  central  n'exercent  aucun  eOTort  sur  les 
coussinets,  et  qu'en  même  temps  la  série  des  coefficients  servant  à 
calculer  H  et  F  n'a  pas  de  terme  central.  On  trouvera  les  mêmes  va- 

— ^~j    et  pour  le  f  1    terme  des  coefBcients 

de  H;  msds  ces  deux  valeurs  égales  correspondent  l'une  et  l'autre  à 
l'entre-boulon  central.  Là  encore,  à  cause  du  i*enversement  du  travail 
des  croisillons,  il  faut  admettre  que  les  forces  H^    et  H^^  ,  déduites 

du  calcul  des  coefficients  s'appliquent  à  un  seul  et  même  entre-bou- 
lon, celui  du  milieu,  dans  lequel  la  portion  du  longeron  supérieur 
qui  y  est  comprise  arc-boute  les  forces  égales  P^_^  et  Q,^  ^ , ,  de  sorte 

que  la  valeur  assignée  par  ce  calcul  pour  H    ,  n'est  pas  la  valeur 


"*     j    entre-boulon,  mais  bien  pour  le  précédente 

De  même  que  le  calcul  des  coefficients  donne  deux  forces  égales  à 
H« . ,  pour  le  longeron  supérieur  dans  l'entre-boulon  central,  il  assi- 

gne  deux  forces  égales  à  F^^^  pour  le  longeron  inférieur  dans  les  trois 

entre-boulons  du  centre 

AA6.  Deux  exemples  éclairciront  ces  remarques. 
Posons  pour  abréger 

patga=:n    et  -£2_=n', 

^    ^  CCS  «  • 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  efforts  auxquels  sont  soumises 
les  pièces  de  charpente  dans  un  pont  américain  de  i  s  entre-boulons 
égaux  à  a. 
n  étant  pair,  nous  déposerons  le  calcul  comme  il  suit. 


DES  RÉSULTATS. 

Fraction  génératrice  des  coefficients  de  n  : 
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Supposons  ensuite  que  la  poutre  ait  1 1  entre-boulons  au  lieu  de 
la  ;  la  fraction  génératrice  sera  dans  ce  cas  t 


] 

ng.  173» 

0 

s 

t 

19 

14          16           14 

IS 

9 

,    B 

0 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

0 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

19 


14 


15 


14 


13 


NUMÉaOS 
des 

Eimi-BonLong. 


l*'eotre-boulon 

2« 

Z* 

4- 

5« 

6- 


V 

8« 

9- 

!()• 

II.  ••■••• 


N~  DES  TERMES 
eomipondanta 

DAMS  LA  lÉlIB 


Longeron 
snpManr. 


l^iernie 


8< 


5».  .  .  . 
6«et  7». 

8*.  .  . 


10". .  .  . 
I  * 

K  ■     •    •  •  • 

I2«.  .  .  . 


Longeron 
infériear. 


2' terme 
3-..  . 


VALEURS  SUCCESSIVES 


OBSBITA' 


4».  .  .  . 

5\  .  .  . 

e*. . .  . 

6*  et  7* 

I  •  •  •  • 
8%  .  .  . 


«f  •  •  •  • 
10".  .  .  . 
11*.  .  .  . 


de  H 

de  7 

de  P 

compression. 

extension. 

comprestfoD. 

0 

5xn 

sn' 

5xn 

9xn 

4n' 

9xn 

i2xn 

3n' 

i2xn 

i4xn 

iW 

14X11 

i&xn 

in' 

isxn 

isxu 

1*  et  Q  =  0 

ValenndeQ 

14  xn 

i5xn 

in' 

i2xn 

14  xn 

ÎU' 

9xn 

lîxn 

sn' 

sxn 

9xn 

4n' 

0 

Sxn 

SU' 

Entre  bonlon 
eoBtral. 


àà7.  Pour  déterminer  les  tensions  des  boulons  ou  les  valeurs 
de  R,  il  faut  distinguer  deux  cas. 
On  a  toujours 

R»  =  (P»-i  +  û»)  cos  a^p'a. 


n 


Si  donc  n  est  pair,  on  donnera  à  A  la  valeur  -  +  i  »  pour  avoir  la 
tension  du  boulon  central,  et  l'on  aura  en  ce  point 

P  -0       -!  JEÎ. 


NUMÉRIQUES.  79.") 

donc 

Y -ri 

Hais  partout  ailleurs,  l'une  des  deux  quantités  P^^^^  et  Q^  est  sup- 
posée nulle;  on  a,  par  exemple,  dans  la  moitié  de  gauche  de  la 
poutre, 

Au  terme  négatif  ^p'a  près,  R^est  égal  au  poids  total  de ^ 

entre*boulons,  ou  à  la  moitié,  pa  x  ,  du  poids  total  de  la  pou- 

tre, moins  le  poids  total  de  k — s  entre-boolons. 

Lorsque  n  est  impair,  il  n'y  a .  pas  de  boulon  exceptionnel  au 
milieu  de  la  portée,  et  la  formule  précédente  s'applique  sur  toute 
une  moitié  de  la  poutre. 

La  recherche  des  valeurs  de  R  se  fait  donc  sans  aucune  ambiguïté 
au  moyen  de  la  formule  la  plus  générale  qui  donne  R  en  fonction 
de  P  et  Q. 

A  A8.  Pour  les  valeurs  de  P,  au  contraire,  nous  avons  vu  qu'il  y  avait 
deux  cas  à  distinguer,  n  pair  et  n  impair,  et  que,  dans  les  deux  cas, 
après  le  milieu  de  la  pièce,  le  calcul  donne  les  valeurs  de  Q  au  lieu 
de  celles  de  P.  La  marche  du  calcul  est  affranchie  de  cette  distinc- 
tion et  reprend  toute  sa  généralité,  si  l'on  convient  de  regarder  une 
valeur  négative  de  P,  prise  positivement,  comme  indiquant  la  valeur 
convenable  de  Q  dans  le  même  entre-boulon.  Cette  convention  est 
d'ailleurs  conforme  au  jeu  ordinaire  des  signes  -|-  et  —  dans  les 
formules  ;  le  changement  de  signe  de  P,  ne  pouvant  s'interpréter 
par  la  substitution  d'une  tension  à  une  pression,  s'interprète  par 
la  substitution  d'un  système  de  barres  à  l'autre  dans  chaque  croi- 
sillon. 

Grâce  à  cette  interprétation,  on  n'a  qu'à  considérer,  dans  une  poutre 
américaine  uniformément  chargée  et  posée  sur  deux  appuis,  qu'une 
seule  et  même  progression  arithmétique  t  Pp  Pfi  Pf-  P.^les  valeurs  de  P  ; 
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si  n  est  pair,  il  n'y  a  pas  de  terme  du  milieu,  et  aucune  valeur  de  P 
n'est  nulle;  si  n  est  impair,  il  y  a  un  terme  du  milieu,  lequel  est  né- 
cessairement nul  et  correspond  à  Tentre-boulon  central,  où  les  deux 
barres  des  croisillons  n'exercent  ni  Tune  ni  l'autre  d*efforts  sur  les 
coussinets. 

Pour  éviter  toute  erreur  en  passant  des  valeurs  de  P  aux  valeurs 
de  F  et  de  H,  il  est  bon  de  partager  tout  d'abord  la  poutre  en  deux 
parties,  l'une  où  les  valeurs  de  P  sont  positives,  l'autre  où  elles  sont 
négatives  et  correspondent  aux  barres  renversées.  On  place  ensuite 
dans  chacune  de  ces  portions  les  valeurs  successives  de  F  et  de  H,  à 
partir  de  l'appui  qui  termine  la  portion  considérée,  en  marchant  vers 
le  centre  de  la  poutre. 

I^à9.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  déterminer  le 
moment  fléchissant  de  la  pièce  en  un  point  donné.  Cette  notion  est 
sinon  nécessaire,  du  moins  utile  pour  le  calcul  des  poutresaméricaines 
continues  de  plusieurs  travées.  Elle  s'introduit  d'ailleurs  sans  aucune 
difficulté. 

Nous  avons  posé  plus  haut  l'équation  générale  des  moments 

(Hi-i  —  Ek)h  +  (Pk.4  —  ÇU)h  sîn  «  =  0. 

Nous  avons  admis  ensuite  que  l'une  des  deux  forces  P  et  Q  était 
nulle  dans  un  même  entre -boulon,  et  nous  avons  supprimé  la  se- 
conde ;  mais  nous  avons  reconnu  qu'une  valeur  négative  de  P,  prise 
positivement,  indiquait  la  valeur  de  la  compres^on  dans  la  barre  do 
système  Q,  la  compression  dans  les  barres  du  système  P  étant  nulle 
alors.  Enfin,  nous  avons  vu  que  lorsque  Pj^  est  positif,  on  a  F^^i =H*, 
tandis  que  Tk+i  =Ek  quand  Pj^  est  négatif,  ou  quand  le  travail  dans 
les  barres  est  renversé. 

Dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  hypothèses,  les  forces  Fjbdbi  ei  fl| 
forment  un  couple  qu'on  met  en  évidence  en  coupant  la  poutre  par 
un  plan  parallèle  à  la  barre  inclinée  qui  subit  une  compression  dans 
l'entre-boulon.  Le  moment  de  ce  couple  Hi^  x  A  est  le  moment  flé- 
chissant  de  la  section  de  la  poutre  suivant  ce  plan  incliné. 
'    L'équation  précédente  démontre  que  la  variation  du  moment 
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fléchissant,  quand  on  passe  d'un  entre-boulon  au  suivant,  est  égale 
à  Pjfc^iXAsina. 

Là  où  il  y  a  renversement  des  barres,  le  moment  fléchissant  est 
maximum,  et  le  plan  de  la  section  peut  être  mené  verticalement, 
comme  s'il  s'agissait  d'une  poutre  pleine  ou  d'une  poutre  à  treillis. 

A60.  La  considération  des  moments  de  rupture  dans  les  poutres 
amériddnes  permet  d'appliquer,  à  titre  d'approximation,  aux  pou- 
tres posées  sur  plus  de  deux  appuis  les  méthodes  de  calcul  employées 
pour  les  poutres  droites  continues.  Il  faut  seulement  que  les  tra- 
vées successives  se  composent  chacune  d'un  nombre  entier  d'entre- 
boulons  égaux  entre  eux  et  également  chargés  dans  une  même  travée. 
Dans  ces  conditions,  le  théorème  des  trois  moments  est  applicable 
aux  poutres  américaines,  moyennant  qu'on  regarde  les  chaînes  totales 
de  chaque  travée  comme  uniformément  réparties  dans  la  longueur 
de  chacune  d'elle.  On  pourra,  au  moyen  de  ce  théorème,  déterminer 
approximativement  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis,  et  ensuite 
les  réactions  partielles  ou  efibrts  tranchants  exercés  par  les  appuis 
dans  chaque  travée. 

A61.  Dans  tous  ces  calculs,  nous  avons  toujours  admis  que  la  ten- 
sion donnée  au  boulon  était  déterminée  de  telle  sorte,  que,  des  deux 
ban'es  d'un  même  croisillon,  une  seule  au  plus  exerçât  un  efibrt. 
On  peut  se  demander  à  quoi  sert  de  placer  deux  barres  dans  cha- 
que entre-boulon,  puisque  le  travsdl  d'une  seule  peut  suffire.  Pour 
se  rendre  compte  de  l'utilité  des  deux  barres,  il  faut  considérer,  non 
plus  le  cas  où  la  poutre  est  uniformément  chargée,  mais  le  cas  où 
une  surcharge  exceptionnelle  est  appliquée  à  certains  boulons  sans 
l'être  à  tous.  Il  se  passe  alors  un  fait  analogue  à  celui  que  nous 
avons  observé  pour  la  résistance  d'une  poutre  à  l'efibrt  tranchant, 
lorsque  la  surcharge  n'est  pas  étendue  uniformément  d'un  bout  à 
l'autre  de  la  portée  ($  gS). 

Pour  traiter  cette  question,  supposons  que  le  boulon  n*  /  d'une 
pouti*e  d'une  seule  travée,  formée  de  n  entre-boulons  égaux,  sup- 
porte un  poids  donné,  Y,  par  rapport  auquel  le  poids  de  la  poutre 
soit  négligeable.  Les  équations  (i),  (s)  et  (3)  se  modifieront  comme 
il  suit  :  Téquation  (s)  perdra  le  terme  pa^  pour  toute  valeur  de  k 
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inférieure  à  /  ou  supérieure  à  /;  et .  pour  k=^l,  pa  devra  être 
remplacé  par  Y.  Donc  les  P  sont  constants  pour  les  (/ —  i)  premiers 
entre-boulons,  et  restent  également  constants  dans  les  /  entre-bou- 
lons suivants.  Le  poids  Y  se  partage  entre  les  deux  culées  en  deux 

(n.      .A  Y 

parties,  qui  sont  représentées  par-^ ^  pour  la  culée  de  gauche 

/Y 
et  —  pour  la  culée  de  droite  :  il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  P  est, 

pour  les  (/ —  i)  premiers  entre -boulons,  égale  à tt:— »  et 


/Y 


cosa 


qu'elle  est  égale  à pour  les  (n  —  /  +  i)  entre-boulons  qui 

suivent.  Le  renversement  du  travail  des  barres  a  lieu  ici  en  passant 
de  Tentre-boulon  n®  (/ — i)  à  Tentre-boulon  n*  /;  ce  qui  montre 
l'utilité  des  deux  pièces  dans  l'intervalle  compris  entre  le  boulon 
n*  /  et  le  milieu  de  la  travée. 

P  étant  constant  sur  toute  une  partie  de  la  poutre,  les  H  et,  par 
suite,  les  F  sont  dans  toute  cette  partie  représentés  par  les  termes 
d'une  progression  arithmétique. 

Par  exemple,  soit  une  poutre  de  dix  entre«boulons  à  laquelle  un 

Fig;  874. 
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poids  de  lo  tonnes  est  seul  appliqué  sur  le  boulon  n*  4;  on  trouvera 
par  le  calcul  la  distribution  d'efforts  notée  sur  la  fig.  374,  aux  fac- 
teurs tga  et près;  (si  tg  a)  tonnes  est  la  pression  qui   se 

trouve  développée  dans  le  longeron  supérieur  pour  la  portion  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  deux  barres  renveraées  qui  aboutis- 
sent à  cette  région  de  la  poutre. 

Cette  méthode  de  calcul  pourrait  être  employée  dans  tous  les  cas; 
en  eiOfet,  le  problème  général  consiste  toujours  à  chercher  les  pres- 
sions dues  à  un  certain  nombre  de  poids  donnés,  suspendus  à  des 
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boulons  déterminés.  Gela  étapt,  il  suffit  de-calculer  successivement 
les  pressions  produites  en  chaque  point  de  la  construction  par  cha- 
cun  de  ces  poids  pris  séparément,  et  de  faire  la  somme  algébrique 
de  ces  pressions  partielles,  pour  obtenir  la  pression  résultante  due 
à  l'ensemble  de  ces  poidi).  On  retrouverait  ainsi  les  formules  que 
nous  avons  posées  pour  le  cas  de  poids  égaux  et  également  répar- 
tis ]  c'est  enfin  la  seule  marche  à  suivre  lorsque  la  répartition  des 
charges  est  irréguliëre. 

A52.  Le  système  des  ponts  américains,  que  nous  venons  de  décrire 
et  d'analyser,  présente  au  point  de  vue  pratique  des  inconvénients 
nombreux.  D'abord,  les  ponts  américains  sont,  comme  tous  les  ponts 
en  charpente,  d'une  durée  restreinte  ou  d'un  entretien  très  dispen- 
dieux. De  plus  ce  ne  sont  pas  des  constructions  qu'on  puisse  aban- 
donner à  elles-mêmes;  elles  exigent  un  règlement  fréquemment 
renouvelé,  et  assez  délicat  à  faire.  L'opération  du  règlement  d'un 
pont  américain  a  quelque  chose  d'analogue  à  celle  de  l'accord  d'un 
piano  :  elle  consiste  à  tendre  certains  boulons  et  à  en  détendre  d'au- 
tres. Pour  se  diriger  dans  ces  tâtonnements,  on  doit  amener  les 
barres  renversées,  sur  chaque  moitié  des  portées,  à  affleurer  leurs 
coussinets  sans  y  exercer  d'effort  ;  c'est  le  règlement  qui  convient 
pour  la  charge  totale  également  répartie.  Gomme  les  pressions  dans 
^la  poutre  varient  suivant  la  position  des  surcharges,  il  faut  qu'au 
moment  où  une  charge  mobile,  un  train,  par  exemple,  entre  sur  le 
pont,  un  travail  particulier  s'opère  dans  toute  la  charpente  pour 
réaliser  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  incessamment  alté- 
rées; certûnes  barres  qui  n'avaient  pas  de  pressions  à  exercer  sont 
appelées  à  en  exercer  d'assez  fortes  tout  à  coup,  et  si  l'affleurement 
de  ces  barres  sur  leurs  coussinets  n'est  pas  convenablement  assuré, 
il  en  résulte  des  chocs  qui  peuvent  compromettre  la  résistance  de 
Fouvrage.  Mais  d'autres  drconstances  interviennent  aussi  pour  mo- 
difier l'état  inférieur  de  la  ferme  :  nous  voulons  parler  des  change- 
ments de  la  température;  les  variations  du  thermomètre  se  font 
sentir  sur  les  boulons,  sans  exercer  les  mêmes  actions  sur  les  barres 
des  croisillons;  dans  une  poutre  de  grande  hauteur,  par  exemple, 
un  refroidissement  subit  dé  la  température  de  l'air  peut  provoquer 
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dans  les  boulons  une  tension  assez  grande  pour  que  la  mptnre  a^en- 
suive,  à  moins  que  le  gardien  du  pont  n'ait  pris  la  précaution  de 
desserrer  les  écrotis  en  temps  utile.  Dans  certains  pays  cet  effet  se- 
rait à  craindre.  On  y  remédie,  d'une  manière  incomplète,  en  multi- 
pliant le  nombre  des  boulons,  et  en  substituant  le  système  double 
triple  au  système  simple  pour  les  poutres  d  une  hauteur  exception- 
nelle. Le  calcul  de  l'établissement  et  du  règlement  de  ces  poutres  à 
doubles  ou  à  triples  croisillons  se  déduit  du  calcul  des  poutres  à 
croisillons  simples  en  superposant  les  résultats  du  calcul  successif 


Flg.  376. 


de  chaque  cours  de  croisillons^  après  avoir  partagé  la  charge  entre 
eux  d'une  manière  à  peu  près  égale.  Il  ne  présente  d'ailleurs  pas  la 
même  régularité  que  le  calcul  des  poutres  simples,  parce  que  les 
barres  qui  aboutissent  sur  les  appuis  n'ont  pas  toutes,  dans  les  croi- 
sillons doubles  ou  triples,  la  même  inclinaison  (6g.  375). 

Le  système  de  Howe  n'est  donc  un  système  convenable  que  pour 
les  échafaudages  à  grande  portée,  parce  qu'il  se  prête  à  de  grandes 
dimensions,  et  que  le  règlement  même  dont  il  est  susceptible  rend 
possible  la  correction  des  tassements  qui  se  prodisent  souvent  dans 
les  constructions  provisoires. 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  VII. 


DU  GONTEEVENTEMENT. 

4S8.  Les  forées  qal  agissent  sur  une  pootre,  sur  un  are,  sor  une  toiture,  sont  pour 
a  plupart  Terticales;  ce  sont  les  poids  des  diverses  parties  de  la  construction  et  les 
soreharges  aceidentelles  i|n'elle  est  appelée  à  supporter;  il  en  est  de  même  le  plus 
lOUTont  des  réactions  des  appuis.  Mais  il  existe  d'autres  forces  qui  tendent  au  eootraire 
à  déplacer  horisontaiement  l'ouTrage,  et  qu'il  est  essentiel  d'équilibrer  aussi  bleu  que  les 
forces  dues  à  la  pesanteur.  Telle  est  l'action  horixontale  d'un  vent  Tiolent.  Les  dispositions 
prises  pour  donner  aux  poutres  de  la  raideur  dans  le  sens  horlxontal  ont  reçu  le  nom  de 
contreYentement. 

L'efTort  exercé  par  le  Tent  sor  une  surface  plane  choquée  normalement  par  les  filets 
fluides,  est  proportionnel  à  Taire  de  la  surface  (1),  au  carré  de  la  Yitesse  des  flleu,  et  an 
poids  spécifique  du  gax  en  mouTcment. 

A  la  Titesse  de  45",80,  qu'acquièrent  les  fliels  d'air  dans  les  plus  Tlolents  ouragans 
qu'on  ait  observés,  l'air  choquant  normalement  une  surface  d'un  mètre  carré  développe 
une  prestion  normale  de  277^87  d'après  la  formule  de  Hutton.  Eo  grossissant  un  peu 
cette  domnée  expérimentale,  on  peut  évaluer  à  300  kilogrammes  par  mètre  carré  la  plus 
grande  pression  que  le  vent  puisse  exercer  sur  un  ouvrage.  Si  l'élévation  de  l'ouvrage 
présente  une  surface  pleine,  c'est  à  cette  surface  totale  que  s'appliquera  la  pression 
maximum.  Si,  au  contraire^  l'ouvrage  est  évidé,  comme  le  sont  les  poutres  réticulées  ou 
les  treillis,  il  ne  faudra  compter  que  la  somme  des  aires  réellement  choquées  par  le 
courant  fluide.  Seulement,  dans  le  premier  cas,  la  surface  pleine  de  l'élévaiion  protège 
tontes  les  parties  qui  sont  situées  par  derrière;  dans  le  second,  le  courant  fluide^  après 
s'être  contracté  pour  passer  dans  les  mailles  de  la  poutre  réticulée  qu'il  rencontre  d'abord, 
rencontre  au  delà  les  suivantes,  où  11  exerce  encore  une  partie  de  son  action.  S'il  y  a 
deux  poutres  évidées,  par  exemple,  la  seconde  n'est  qu'Incomplètement  protégée  par  les 
pleins  de  la  première.  L'usage  des  constructeurs  est  alors  d'attribuer  à  la  seconde  poutre 
une  poussée  égale  à  la  moitié  de  celle  que  subit  la  première.  Cela  revient  à  ne  Mre 
entier  dans  le  calcul  que  la  sur&ce  nette  de  l'élévation  de  l'ouvrage,  sauf  à  augoieoter 
de  moitié  la  pression  du  vent  par  mètre  carré,  dans  le  cas  d'une  poutre  évidée.  Ainsi, 
en  admettant  le  maximum  de  SOO  kilogrammes  par  mètre  carré,  un  pont  à  poutre  pleioe 
devra  résister  à  cette  poussée  horisontaie  de  800  kilog.  par  mètre  carré  de  surface  en 
élévation,  tandis  qu*un  pont  à  paroi  évidée  serait  expoeé  à  subir  une  piesaion  de  450  kilog. 
par  mètre  carré  de  surface  nette,  évidemments  déduits* 

Ce  nombre  de  800  kilos  n'a  du  reste  rien  d'absolu,  et  il  y  a  des  pays  où  il  est  con- 
venable de  le  réduire.  Dans  d'autres,  au  contraire,  il  serait  à  propos  de  l'angmenter. 

Soit,  d'une  manière  générale,  S  la  surface  nette  d'un  ouvrage,  en  élévation,  vides 
déduite,  p  la  poussée  du  vent  lé  pins  fort  par  unité  de  surfMC,  et  p.  un  coefficient,  égal. 

à  l'unité  si  la  surface  est  pleine,  et  égal  à  -  si  elle  est  évidée  i  la  poussée  totale  sera 

représentée  par  le  produit  ppS'. 

Cela  posé,  occupons-nous  du  problème  du  contreventement  ;  nous  considérerons  d'abord 
les  poutres  droites,  ensuite  les  arcs,  enfin  les  toitures. 


(1)  A  la  pnittince  1,1  de  cette  aire,  d'après  HattOD. 
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POUTRES  DROITES, 

4&4.  Le  Tenl  qui  eboqoe  aonnalemeDt  une  poutre  droite,  teod  d'une  part  à  Uht 

gUaaer  la  poutre  sur  ses  appuis  Dormslemeni  à  sa  gtande  dlmention,  d*aotre  part  à  la 

faire  basenler  autour  de  son  arête  extérieure,  enfin  U  tend  à  déformer  la  poutre,  et  à 

la  dire  fléchir  dans  le  lens  horiiontal. 

Soit  ABGD  la  coupe  de  la  poutre^  a  sa  largeur,  H  sa  iiauteur,  /  sa  ioogueur,  y  comprit 

Pig,  375,  les  parties  portant  sur  les  appuis;  P  la  poussée  du  vent, 

qui  peut  être  regardée  comme  appliquée  au  milieu  de  Is 

Al.wM  auteur  H.  La  surface  totale  de  la  poutre  en  élévailon  eit 

C '^h  égaleà  /H;  maisla  surface  nette,  somme  des  parties  pMnee» 

'4'      n'est  qu'une  fraction  de  oe  produit,  si  la  poutre  est  éridée; 

soit  a  le  rapport  du  plein  à  la  surface  totale  :  olH  sm  la 

itt     surface  nette,  et  {m/H  x  p  sera  la  poussée  P  du  TcnU 

I  Soit  q  le  poids  de  la  poutre,  rapporté  an  mêtie  carré 

;       de  surface  horisontale;  le  poids  total  Q  de  la  poutre  sera 

_L      alxq. 

"^        RelatiTement  à  la  tendanoe  au  déplacement  latéral,  il  est 
conTenable  qu'elle  soit  équilibrée  par  le  frottement  de  la 
poutre  sur  ses  surfaces  d'appui.  LÀ  limite  du  frottement 
^  est  ^1e  à  Qf,  f  étant  le  coefficient  du  trotlemenl  des 

matières  en  contact.  L'équilibre  est  donc  assuré,  si  l'on  a 

p<tt/; 

ou  bien 

{la/Hp  <  alqf^ 
ou  encore 

RslatiTement  à  la  tendance  au  reuTersement  autour  de  l'arête  projetée  en  A,  il  faut  et 
il  suffit  pour  l'équilibre  que  le  moment  de  P  par  rapport  au  point  A  soit  moindre  que  le 
moment  de  Q  par  rapport  an  même  point  ou  bien  qu'on  ait  rinégallié 

H  a 

ce  qui  conduit  à 


t>\/ 


P 

ïwx-. 
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Ces  deux  inégalités  sont  en  général  satisfaites.  On  ?oit  qu'elles  ne  oontlennent  pas  le 

facteur  /.  Elles  donnent  chacune  une  limite  Inférieure  du  rapport  ^ .  Dans  la  première 

entre  en  dénominateur  le  coefficient  ^  qui  a  généralement  une  grande  Talenr;  la  poutre 
repose  sur  des  rouleaux  ou  des  glissières,  qui  permettent  les  déplacements  longitudinaux 
des  aboatSy  mab  qui  opposent  aux  déplacements  transversaux  une  résistance  très  con- 
sidérable. 11  ne  faut  pas  oubMér  que  la  poussée  borisonlale  du  Tcnt  sur  la  poutre  se 
transmet  aux  culées  et  anx  plies  qui  les  supportent.  De  là  des  eflTorts  transversaux,  qu'il 
ftiut  composer  avec  les  poids  des  plies,  pour  Yérifler  la  stabilité  des  massifs  qui  serrent 
d'appui  à  TouTrage»  On  conçoit  que  les  piles  en  maçonnerie,  qui  ont  un  grand  poids  et 
une  large  base,  fournissent  à  la  construction  plus  de  stabilité  que  les  piles  métalliques, 
composées  de  |morceaux  articulés,  soumis  à  toutes  les  déformations  dues  à  réiasticité 
des  matières. 
Une  fols  qu'on  a  reconnu  que  la  poutre  ne  peut  ni  glisser  sur  ses  appuis,  ni  basculer 
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aatoar  de  tes  arêtes  eitérleorei^mi  peut  la  regarder  comme  eontrebutée  contre  la  poussée 
horiioDtale  qu'elle  supporte,  et  H  n'y  a  plus  qu*à  étudier  la  déformation  qu'elle  »ubit. 

Si  la  poutre  est  appuyée  latéralement  dans  toute  sa  hauteur  contre  un  obstacle  suf- 
fisamment résistant,  le  problème  retient  à  celui  de  la  déformation  d'une  poutre  droite 
posée  sur  deux  ou  plusieurs  appuis,  et  soumise  à  une  charge  également  répartie.  La 
poussée  totale  du  ^ent  pa/Hp;  rapportée  an  mètre  courant,  elle  est  égale  à  [L9.Hp;  telle 
est  la  Talenr  de  la  poussée  p'  par  unité  de  longueur  à  laquelle  fa  poutre  est  soumise. 
En  général  les  pièces  du  contrefentement  sont  distribuées  en  bas  de  la  poutre  et  en 
haut,  pour  laisser  libre  le  passage  entre  ces  deux  niveaux.  Les  efforts  horizontaux  se 
partagent  également  entre  le  contreventement  inférieur  et  le  conireventement  supérieur. 
On  a  en  définitive  à  Yérifler  l'équilibre  de  deux  poutres,  supportant  chacune  une  poussée 

horisontale  de  -p'  par  mètre  eourant  de  portée.  Les  réactions  horixontales  des  appuis, 

s'il  y  en  a  deux,  sont  -pV,  et  la  eourbe  des  moments  est  une  parabole*  Le  contreyente- 

ment  consiste  en  général,  en  pièces  horixontales  dessinant  en  plan  des  erolsillons,  à  la 
façon  d'une  poutre  à  grand  treillis. 

II  n'en  est  plus  de  même  si  la  poutre  est  seulement  appuyée  à  sa  partie  inférieure,  et 
si  le  contreventement  supérieur  ne  trouve  aucun  appui  direct  sur  les  plies  et  les  culées 
de  la  poutre.  C'est  alors  le  contreventement  inférieur  seul  qui  doit  subir  la  poussée  p' 
par  unité  de  longueur,  et  par  conséquent,  il  subit  des  efforts  doubles  de  ceux  que  nous 
avons  constatés  tout  à  l'heure.  Quant  à  la  poutre,  elle  n'est  plus  sollicitée  par  des  forces 
agissant  dans  son  plan  mojen.  Elle  tend  à  se  gauchir  par  déformation  du  rectangle  de 
la  coupe  transversale,  puisque  le  côté  supérieur  a  plus  de  liberté  que  le  côté  inférieur. 
La  flexion  se  complique  de  torsions,  et  l'effet  produit  est  très  complexe  (1).  On  le  prévient 
en  raidissant  le  rectangle  de  la  poutre,  et  en  plaçant  des  goussets  rigides  dans  les  angles 
droits  qu'il  s'agit  de  conserver. 

Remarquons  que  la  poussée  du  Tent  sur  la  poutre  peut  rarier,  suivant  que  le  pont 
est  vide  ou  qu'il  est  parcouru  par  un  train.  Elle  augmente  beaucoup,  notamment  si  le 
train  est  an-dessus  de  la  poutre  et  donne  une  nouTelle  prise  à  l'air  en  mouvement.  Il 
est  essentiel  d'avoir  égard  à  cette  éventualité,  si  elle  peut  se  produire,  parce  qu'elle  peut 
créer  pour  Tonvrage  un  véritable  danger. 


PONTS  EN  ARC8. 

465.  Tout  ce  que  nous  STons  dit  des  poutres  droites  peut  s'appliquer  aussi  aux  arcs, 
en  ayant  égard  à  la  forme  et  à  la  situation  des  parties  choquées  par  le  vent.  Les  arcs  à 
grande  flèche,  poussés  latéralement  par  un  vent  violent,  ont  une  tendance  à  basculer 
autour  de  leur  corde.  La  résultante  des  actions  du  vent  passe  au  centre  de  gravité  de 
l'arc,  qui  est  en  général  asseï  élevé  au-dessus  de  la  ligne  des  naissances.  Pour  accroître 
la  stabilité  de  l'arc  contre  le  renversement,  on  peut,  comme  on  l'a  fait  au  pont  du  Douro 
et  au  Tiaduc  de  Garabit,  accroître  la  longueur  transversale  de  l'arc  à  mesure  qu'on 
approche  des  appuis,  de  manière  à  lui  donner  un  grand  empâtement  à  sa  base.  On 
augmente  de  cette  manière,  autant  qu'on  le  Tent,  la  stabilité  au  renversement,  sans 
auginenter  pour  cela  les  sections  nécessaires,  puisqu'on  peut  réJuire  l'épaisseur  de  l'arc 
dans  chaque  section  en  même  temps  qu'on  augmente  sa  dimension  horizontale.  Les 
déformations  de  l'arc,  sous  la  poussée  du  vent,  se  compliquent  encore  par  le  fait  des 
liaisons  avec  le  longeron  droit  que  l'arc  supporte.  Le  calcul  des  contreventements  échappe 
à  l'analyse.  On  les  établit  pour  ainsi  dire  d'instinct,  et  en  se  guidant  d'après  les  ouvrages 
d^à  exécutés* 

On  construit  actuellement  en  Ecosse,  sur  le  bras  de  merjdu  Frith  of  Forth,  près 

ri)  On  peat  consulter  à  ce  sujet  un  mémoire  de  M.  Winkler  :  «  Tbaorie  der  windstrebaugta  in 
Biûcken  mit  zwei  TiSgern»  (Givil  logeoieiur,  1884,  S"*  cahier). 
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d'Edimbniirg,  un  pont  giginteaque,  pour  lequel  la  préoccoptilon  dm  eltetM  dD  TCnl  i 
conduit  à  l'adoption  d'un  t^rpe  tout  paiticuller,  repréHolé  dani  la  ligure  d-druoui.  La 
portée  principale,  qui  a  51R  mètres,  eit  purtBgte  en  trois  parties;  le»  deux  eniréine-, 
de  307  maires  chacune,  Todi  corps  STec  l'appui  lolain;  la  partie  médiane,  de  101  mtUw, 
eat  une  poutre  droite  AB  de  forme  ae  mi -parabolique,  dont  lea  exlrémltët  «bot  réunlii 
ani  pariies  eUrdmci  pat  l'iulermëdialre  de  couleaui  permettant  le  jeu  de  la  dilatation. 
Lee  pariies  eitrémes  reçoivent  une  forme  d'éRala  iHlitaoet;  elles  sont  équilibrées  lur 
l'appui,  et  lefoivent  an  large  empâtement  I  la  base,  qui  contribue  I  accruilre  leui 
«tabililé. 

L'ouvrage  considéré  en  gros,  présenté  très  peu  de  prise  an  Tent  dans  la  partie  médiane, 
qui  est  en  généra!  la  plus  eiposée,  et  l'action  du  vent  est  in  eoDlrslre  d'auiant  pint 
Intense  qu'on  B'ap|)roi;be  plus  (tes  appuis  Ittes,  où  II  est  flrlle  de  l'équiUlirpr. 

L'aucldent  arrivé  sur  le  Tay,  non  loin  du  goKe  d'Edlmbourf,  n'est  pas  élranget  1 
l'adoption  d'un  sjstime  aussi  particulier  (I). 

Pig.  in.     ' 
Aojst  da  H:ri.  Fovlsr  tt  BOw. 


iW.  L'action  do  *ent  mu  nne  toiture  eit  tonjoura  dissymétrique.  SoppMons  que  \t 
vent  soufOe  borlionlalement,  perpendiculairement  i  la  ligne  de  lalle;  le  versant  du  lolt 
qui  est  opposé  ou  vent  recevra  an  evÈt  de  pression,  tandis  que  l'autre  versant,  ta 
venant  sout  le  vent,  ne  subira  aocone  aciloD  analogue,  protégé  qu'il  est  par  la  saillie 
da  faite.  Le  courant  d'air  qui  vient  choquer  obliquement  le  premier  versant  du  loil, 
exerce  sur  lui  une  action  normale  uniformément  répartie.  Cette  action  peut  être  évaluée 
d'après  les  lormulei  qui  donnent  la  poussée  eiercén  pat  l'air  en  monvement  eur  na  plan 
llie.  On  peut  la  décomposer  en  deux  composantes,  l'une  verticale  qui  s'ajoute  au  poids, 
et  l'autre  borliontate,  qui  tend  à  déplacer  les  fermes  dsni  leur  pian.  Cette  composante 
hotliontale  est  généralement  asseï  faible.  SI  V  est  la  vitesse  du  vent  borliontal,  sa  com- 
posante normale  au  plan  est  Vtlns.  a  étanlTangle  que  fait  le  toit  avec  l'buriion.  C'est 
cette  composante  qui  ligle  la  poussée  exercée  par  mètre  carré;  ta  poussée  normale  est 
donc  proporlionn^lB  t  V^sln**,  et  on  peut  la  représenter  par  Ku*sln%.  La  con^e- 
tanle  verticale  qui  s'ajoute  au  poids  est  Ei^  siniiixcosa;  Undis  que  U  ci 
borlioniale  est 

Et>'sln*axsln>  =  Ki>isl:i*ii. 


ACTiON  DU  VENT  SUR  LES  TOITURES. 
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Oo  TOlt  qu'elle  est  proportionnelle  au  cube  du  Mnus  de  Tangle  d'inclinaison  du  lof  t. 
11  faut  d'abord  s'assurer  que  la  toiture  n'est  pas  menacée  de  glisser  horizontalement  sur 
»es  appuis.  On  y  parYient  en  comparant  la  somme  des  actions  horliontales  Ko*8in*a,  à  la 
gomme  des  frottements  oa  antres  réslstitnces  qui  s'opposent  an  mouYement.  On  remar- 
quera que  la  composante  Yerticale  Kv'sin'a  x  cos  a  contrlbne  à  accroître  le  frottement  de 
la  ferme  sur  les  appuis  ou  elle  peut  glisser;  de  sorte  que  si  /  représente  le  coefficient  d^ 
frottement^  il  s'ajoute,  du  fait  même  du  Tent^  une  résistance  Ko^sin'axcosax/ 
an  déplacement  horiiontal  en  même  temps  que  la  poussée   Kt;*sln*o(   se  produit. 

On  sera  donc  certain  que  la  ferme 
ne  peut  être  déplacée  par  le  Tent, 
al  l'on  a  l'inégalité 

K«*8ln>a  <  Kt;*sln<a 

XcosaXA 
•obien 

Ung  a  <  A 

on  si  l'Inclinaison  du  toit  est 
moindre  que  l'angle  du  frotte- 
ment des  fermes  sur  les  murs 
d'appui. -Gomme  notre  calcul  né- 
glige entièrement  le  poids  de  la 
ferme,  qui  augmente  beaucoup 
la  pression  sur  les  appuis  et  le 
frottement,  on  voit  qu'on  peut 
dépasser  notablement  cette  indi* 
nt'ison  sans  danger. 

457.  Voyons  maintenant  com- 
ment les  pressions  et  tensions  se 
répartissent  dans  la  ferme. 

Soient  AB,  BG  les  deni  arba- 
létriers, soutenus  en  leurs  mi- 
ileox  G  et  H  par  deux  Jambes 
de  forée  FG,  FH,  dont  les  pieds 
MNUt  reliés  entre  eux  et  aux 
points  A,  B  et  G  par  lea  ten* 
denrsEF,  AE,  EB,  FB,  FG. 

Mt  P  le  poids  de  la  demi- 
ferme»  qu'on  peut  supposer  a|H 
pliqné  au  milieu  G  de  l'arba* 
Ou,  létrier  AB,  et  au  milieu  H  de 
l'arbalétrier  BG.  Soit  S  la  pres- 
sion normale  exercée  par  le  Tent 
sur  l'arbalétrier  AB  seul;  soient 
Q  et  P'  les  composantes  de  la 
force  S. 
Les  réactions  des  appuis»  en 
,  A  et  G,  pourront  se  décomposer 
en  deux  forces,  l'une  rerticale 
X  et  X',  et  l'autre  horisontale 
Y  et  Y'.  La  ligure  leur  attribue 
des  directions  qne  la  suite  du 
ealeal  pourra  reetifler,  s'il  y  a 
lien.  l4i  réaction  mntuelle  des 
deux  arbalétriers  an  point  B  se  décompose  de  même  en  deux  composantes,  l'une 
horliontale  R,  l'autre  verticale  Z,  agUsan  toutes  deux  en  sens  contraires  sur  les 
deux  arbalétriers.  Soit  enfin   T   la  tension  da  tendeur   £F,   qne  conpe  le  plan 
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moyen  de  la  fenne,  et  qui  figare  comme  force  extérieoTe  dans  rëqolllbre  de  chaque 
moitié. 

Gela  posé,  ëcriToni  lea  équations  d'équilibre  des  forces  extérieures»  tant  pour  la  ferme 
prise  dans  son  ensemble,  que  pour  chacune  de  ses  moitiés.  11  Tiendra 

(I)  îP  +  P'=X-fX', 

(J)  Q  =  Y-Y', 

(8)  (p+PTx5  +  Pxy  +  Q5  =  X'  +  M. 

Cette  dernière  équation  est  l'équation  des  moments  pria  par  rapport  à  A.  Noos  posons 

Al  =  a      1B  =  Ô,      1K  =  Ô',      AB  =  /, 

comme  dans  le  paragraphe  143. 
Équilibre  de  la  demi-ferme  AB  : 

(4)  Z+XrrP  +  P, 

(5)  R+Y=Q  +  T, 

(6)  (P  +  P')5  +  Q5+T6'  =  Rô  +  Zû, 

en  prenant  les  moments  par  rapport  à  A. 
Équilibre  de  la  demi-ferme  BC  : 

<?)  X'  =  Z  +  P, 

W  R  +  Y'  =  T, 

(9)  P2  +  TÔ'  =  R6— Za, 

en  prenant  les  moments  parrapport  à  G. 

On  a  ainsi  9  équations,  mais  11  n*y  en  a  en  réalité  que  6  distinctes.  Les  trois  première» 
ne  sont  en  effet  qu'une  combinaison  des  six  autres  deux  à  deux,  il  y  a  sept  incon 
nues  X,  Y,  X\  Y',  R,  Z  et  T. 

Le  problème  renferme  donc  quelque  chose  d'arbitraire,  tant  qu'on  considère  la  ferme 
comme  un  corps  solide  InTariabie;  cela  tient  &  ce  que  les  deux  forces  Y  et  T  sont  ap- 
pliquées suivant  une  seule  et  même  droite,  et  se  fondent  eu  une  force  unique  dans 
réquillbre  de  l'ensemble. 

De  l'équation  (3)  on  tire  X'.  Celte  valeur  de  X'  substituée  dans  (!)  donne  X.  L'équs- 
tion  (2)  fait  connallre  Y  —  Y'.  Ensuite  l'équation  (4)  fait  eonnaltre  Z.  11  reste  donc  à 
déterminer  R  et  T,  et  à  séparer  Y  et  Y'. 

En  générai  on  fixe  le  pied  de  Tun  des  arbalétriers,  le  point  G  par  exemple,  sur  le 
mur  qui  lui  sert  d'appui,  et  on  laisse  l'autre  arbalétrier  glisser  sur  l'appui  A,  à  la 
demande  des  déformations  de  la  ferme,  sous  Taction  des  forces  qu'elle  équilibre  et  des 
variations  de  la  température.  Dans  ces  conditions,  si  on  appelle  f  le  coefflcient  du 
flottement  relatif  aux  matières  en  contact  au  point  A,  on  aura  l'égalité  Y=X/;  si  l'on 
admet  que  le  glissement  ait  effectivement  Heu,  ou  soit  sur  le  point  de  se  produire.  Cette 
relation  achève  de  déterminer  les  Inconnues. 

Ed  effet,  X  étant  détermhié,  Y  s'en  déduit,  puis  on  tirera  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  Y'. 

Les  deux  équations  (S)  et  (6),  dans  lesquelles  Y  et  Z  sont  maintenant  connues,  détennine 
les  dernières  inconnues  R  et  "T. 

458.  La  solution  peut  être  obtenue  géométriquement  de  la  manière  suivante. 

La  reifttion  Y=X^  exprime  que  la  résultante  de  X  et  Y,  c'est-à-dire  la  réaction  totale 
de  l'appui  A,  fait  avec  la  verticale  un  angle  égal  à  l'angle  du  frottement.  On  connaît 
donc  la  direction  de  la  réaction  du  point  A.  De  la  réaction  du  point  G,  résultante  de  X' 
et  de  Y',  on  sait  seulement  qu'elle  passe  en  ce  point  C*  Ces  deux  forces  tiennent  en 
équilibre  les  forces  extérieures,  P,  S  et  P.  Si  donc  on  cherche  la  résultante  F  des  forces 
extérieures,  le  problème  revient  \  décomposer  cette  force  en  deux  autres,  dont  Tune  passe 
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«Q  polDt  C,  et  dont  Tautre  ptaie  aa  point  A  et  bue  avec  la  f  erticale  on  angle  donné 


■^-fc4 


La  lolation  conalita  à  prolonger  F  ]viqo*ao  point  K  oft  ta  dfreelion  raneontre  la 
dlreetloo  conoae  AA'  prolongée,  à  Joindre  les  points  K  et  G,  et  à  décomposer  F  sul- 
mnt  les  deni  directions  KA,  KG. 

Gomme  le  point  K  peut  être  très  éloigné,  on  pourra  employer  un  procédé  géomé- 
trique pour  tracer  la  droite  CK  sans  (àlre  usage  du  point  de  rencontre  des  droites  F 
et  AA'.  On  mènera  par  eiemple  par  le  point  G  une  transverssle  Ca^  qui  coupe  mK 
et  AK  aux  points  m'  et  a,  et  on  prendra  sur  eette  droite  le  point  |i  coi^ngoé  barmo- 
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nique  de  et  par  rapport  à  *n'  Pt  C-  Gela  posé,  les  deax  droites  Am'  et  fn|i  se  rencon* 
treroiit  en  uo  point  G'  qui  appartiendra  à  In  droite  cherchée  CG'. 

Pour  faire  la  décomposition  de  la  force  F,  il  suflira  de  décomposer  d'abord  F  en  denx 
forces  parallèles^  F'  et  F",  appliquées  respeclîTement  en  A  et  G  ;  puis  de  décomposer 
la  force  F'  appliquée  en  A,  suivant  les  directions  AA'  et  AC;  on  obtient  ainsi  une 
force  AL,  qui,  prise  en  sens  contraire,  sera  la  réacUon  AL'  de  l'appui  A,  et  ane 
seconde  force  AM,  qui,  transportée  au  point  G,  et  composée  avec  G" F,  a  pour  résul- 
tante une  force  GV,  égale  et  opposée  à  la  réaction  de  l'appui  G. 

Gonnaissant  les  réactions  des  appuis,  on  obtiendra  facilement  la  tension  T  et  la  f  ésol- 
tante  W  de  R  et  Z,  c'est-à-dire  l'action  mutuelle  des  deux  aitwiétriers  au  point  B. 
SI  l'on  considère  à  part  l'équilibre  de  Tarbalétrier  AB,  on  voit  que  les  forces  AL'  et  T 
font  équilibre  aux  forces  P,  S  et  W;  de  sorte  que  si  on  compose  P  et  S  an  point  G,  et 
qu'on  considère  le  point  s  où  la  direction  de  cette  résultante  coupe  la  direction  de  W, 
la  droite  eu  est  la  direction  commune  des  deux  résultantes  égides  et  contraires  des 
forces  L'  et  T,  d'une  part,  et  P^  S^  W,  d'autre  part;  de  même  «'w'  est  la  direction 
commune  des  résultantes  de  P  et  W,  composées  en  «',  et  de  T  et  V,  composées 
en  co'.  La  recherche  de  la  dlreclion  de  W  se  fera  en  prenant  les  moments  par  rapport 
aux  poiuts  co  et  co'  et  en  déterminant  le  rapport  des  distances  de  la  droite  tBc'  aux 
points  fd  et  »'.  La  solution  s'achèvera  ensuite  sur  les  lignes  coee'iy,  comme  on  l'a  tu 
dans  le  cas  où  les  forces  eiterieures  sont  toutes  Terticales  (§  146). 
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459.  On  emploie  fréquemment  pour  la  construction  des  ponts  métalliques  à  poutre 
droite  continue,  une  méthode  qui  consiste  à  faire  avancer  la  poutre  sur  ses  appaia,  an  fur 
et  à  mesure  de  la  construction^  qui  s'opère  tout  entière  sur  la  rive.  Si,  par  exemple, 
la  poutre  doit  avoir  une  longueur  totale  L,  partagée  en  travées  de  longueur  moyenne 
égale  à  /,  on  construira  sur  la  rive  A  proximité  et  en  prolongement  du  pont  une  longueur 
2  /  de  poutre,  que  l'on  fera  avancer  d'abord  de  la  longueur  /,  de  manière  à  remplir  la  pre- 
mière portée.  Get  avancement  de  la  poutre  dégage  sur  le  chantier  de  construction  une 
longueur  libre  égale  à  /,  qui  permet  de  construire  le  prolongement  de  la  poutre  sur 
cette  même  longueur;  après  quoi  on  poussera  la  poutre  d'une  nouvelle  longueur  ^le 
à  /,  qui  remplira  la  seconde  travée,  et  ainsi  de  suite,  avec  alternative  de  construction  et 
de  déplacement. 

L'opération  du  langage  met  en  mouvement  des  poids  graduellement  erolstants  à 
mesure  que  la  poutre  se  prolonge.  En  outre,  la  première  partie  construite,  qui  marche 
en  avant  à  partir  d'un  certain  appui,  se  trouve  en  porte-à-faox  dans  toute  la  portée 
suivante,  et  ne  retrouve  à  s'appuyer  qu'au  moment  où  elle  atteint  une  nouvelle  plie 
ou  la  culée  finale.  Si  l'on  appelle  x  la  longueur  de  poutre  qui  se  trouve  ainsi  en  porte- 
à-faux  à  un  instant  déterminé,  et  p  le  poids  par  mètre  courant  de  la  poutre,  il  eo 

résulte  sur  le  dernier  appui  un  moment  fléchissant  ^al  à  -  /mb*,  et  un  effort  tran- 

chant  égal  à  px;  ces  deux  quantités  croissent  avec  x.  Jusqu'à  ce  que  s  atteigne  la 
valeur  /  de  la  portée,  la  poutre  cessant  alors  d'avoir  son  extrémité  libre  dans  le  vide. 

Une  poutre  qui  doit  être  soumise  au  lançage,  supporte  pendant  l'opération  des  efforts 
qui  n'ont  pas  d'analogie  avec  ceux  auxquels  elle  se  trouve  soumise  une  fois  posée;  et  il 
est  par  conséquent  nécessaire  de  vérifier  sa  résistance,  non  seulement  sous  les  surcharges 
qu'elle  pourra  recevoir  en  servloe,  mais  encore  sous  l'action  de  son  poids  propre,  dans 
les  porte-à-faux  subis  pendant  la  pose.  11  arrivera  notanmient  qu'à  certains  instants, 
la  poutre  continue  portera  sur  le  dernier  appui  par  son  point  le  pins  faible,  celui  où  les 
efforts  sont  les  moindres  dans  le  service  régulier,  et  où  l'on  réduit  habituellement  les 
épaisseurs.  Gette  réduction  peut  être  très  préjudiciable  à  la  poutre  pendant  le  langage; 
les  flexions  peuvent  devenir  extrêmement  sensibles,  et  11  peut  même  se  produire  on 
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écrasement  de  la  poutre  sur  l'appolj  si  la  section  horizontale  qui  doit  équilibrer  la  réaction 
totale  de  la  pile  n'est  pas  suffisante. 

Les  déciles  prises  par  la  poutre  en  porte-à-fanx  sont  toujours  très  fortes.  Il  convient 
de  les  calculer  en  employant  un  coefficient  d'élasticité  réduit,  celui  qui  s'applique  aux 
grands  ouvrages,  16x10*  pour  le  fer,  par  exemple.  L'extrémité  iibre  de  la  poutrç 
s'abaiësant  au-dessous  de  son  nifeau  normal,  on  prend  la  précaution  de  la  munir  d'un 
avant- bec  à  plan  incliné,  et  de  placer  en  avant  de  chaque  pile  un  plan  incliné  sur  lequel 
Tavant-bec  de  la  poutre  pnisse  s*appuyer  et  glisser  en  remontant  Jusqu'au  niveau  qu'il 
doit  atteindre.  Ces  pisns  inclinés  ont  l'avantage  de  réduire  légèrement  les  portées  libres 
et  de  soulager  d'autant  la  poutre. 

On  peut  aussi  raidir  la  poutre  avec  des  haubans,  pour  réduire  les  flèches  qu'elle  tend 
à  prendre,  et  la  renforcer  par  un  système  de  charpente,  qui  complète  la  résistance  de 
l'âme  à  l'écrasement  sur  les  appuis. 

L'opération  du  lançage  est  toujours  une  opération  asseï  dangereuse,  qu*il  importerait 
de  faire  rapidement  et  par  un  beau  temps,  de  manière. à  ramener  toujours  la  poutre  à 
porter  sur  un  appui  à  son  extrémité.  Gela  n'est  pas  tonjoun  possible;  car  il  est  arrivé 
quelquefois  qu'on  s'est  servi  de  la  poutre,  amenée  à  l'aplomb  d'une  plie,  comme  d'un 
anpontement  pour  construire  la  pile,  sans  avoir  besoin  d'élever  un  échafaudage.  Dans  ce 
mode  de  construction,  le  porte-à-faux  de  la  poutre  se  prolonge  pendant  un  temps  plus 
ou  moins  long,  et  la  construction  peut  en  souflVir  si,  pendant  cette  période  critique,  il 
survient  une  violente  tempête.  En  sommele  lançage  est  un  procédé  économique,  mais 
scabreux,  qui  fatigue  toujours  plus  ou  moins  l'ouvrage  à  construire,  et  qui  demande  à 
être  mené  avec  prudence  et  avec  le  plus  de  rapidité  possible. 
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460.  M.  S.  Périsse,  ingénieur  civil,  a  montré  dans  un  mémoire  présenté  à  l'Aca- 
démie des  sciences  le  14  juin  1880,  les  causes  qui  tendent  à  gauchir  les  poutres 
des  ponts  en  fer,  et  les  moyens  de  calculer  ces  poutres  pour  Tésister  aux  efforts 
gauchissants. 

La  première  cause  indiquée  par  M.  Périsse  est  due  à  i'assemblage  des  pièces  de  ponts 
avec  les  poutres  latérales.  Toute  flexion  de  la  pièce  de  pont,  sous  le  passage  des  chargei 
roulantes,  est  accompagnée  d'une  déformation  des  poutres  avec  lesquelles  elle  s'assemble; 
cette  tendance  latérale  an  gauchissement  des  poutres  peut  être  équilibrée  à  l'aide  de 
montants  verticaux,  qui  donnent  &  la  poutre  de  la  rigidité  dans  le  sens  transversal;  elle 
est  aussi  contrebalancée  efficacement  par  le  contreveotement  supérieur,  qui  relie  les 
deux  poutres  d*une  voie  l'une  à  l'autre.  On  voit  par  cette  remarque  combien  il  est 
nécessaire  de  placer  les  montants  verticaux  au  droit  des  pièces  de  pont,  et  combien  il 
est  dangereux  de  les  couper  dans  la  hauteur  :  fautes  que  l'on  a  relevées  dans  certains 
ponts,  qui  aussi  se  sont  écroulés  sous  la  charge  d'épreuve. 

La  seconde  cause  de  gauchissement  signalée  par  M.  Pérlasé  est  Pelfort  de  compression 
qui  règne  d'un  bout  à  l'autre  de  la  plate-bande  supérieure  de  la  poutre.  Si  on  l'assimile 
à  une  pièce  droite  comprimée  par  ses  abouts,  on  obtient  une  limite  de  la  longueur  de  la 
poutre  en  fonction  de  la  compression  qui  y  règne.  M.  Périsse  donne  cette  formule^  mais 
elle  ne  nous  parait  pas  présenter  beaucoup  d'utilité,  parce  qu'elle  correspond  à  une 
hypothèse  qui  n'est  pas  ici  vérifiée.  La  théorie  des  pièces  comprimées  par  leurs  abouta 
suppose  la  pièce  libre,  de  section  uniforme,  et  subissant  en  tous  ses  points  une  même 
compression.  La  plate-bande  supérieure  d'une  poutre  est  au  contraire  reliée  &  la  plate- 
bande  Inférieure  par  l'âme  de  la  poutre,  elle  a  des  épaisseurs  généralement  variables. 
enfin  la  compression  qui  y  règne  est  maximum  au  milieu  de  la  portée,  et  nulle  aux  deux 
extrémités.  La  flexion  latérale  n'est  donc  pas  à  craindre.  On  comprend  néanmoins  que  le 
contreyentemcnt  supérieur,  ajoutant  une  nouvelle  liaison  à  celles  qui  existaient  déjà, 
donne  une  sécurité  de  plus,  et  augmente  la  rigidité  de  la  plate-bande. 
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IIÉTBODR  DE  M.   MAURICE  LÉVT  POUR  LA  DÉTERMINATION  DES  TENSIOKS 
DE8  LIENS  DANS  UN  SYSTÈME  ÉLASTIQUE  EN  ÉQUILIBRE. 

461.  Noai  lapposeroDS  le  système  dont  11  s'tgit  formé  d'un  nombre  ii  de  points  on 
nœuds,  qui  sont  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  liens  élastiques,  et  soumis  à  des 
forces  extérieures,  données  en  grandeur  et  en  direction,  et  se  faisant  équilibre.  On  de- 
mande de  déterminer  la  tension  des  liens,  en  admettent  que  leurs  allongements  restent 
asses  petits  pour  qu'on  puisse  en  négliger  les  puissances  supérieures  à  la  première,  c'est- 
à-dire,  pour  qu'on  puisse  les  traiter  comme  des  différentielles. 

Parmi  les  liens  qui  réunissent  les  nœuds  les  uns  aux  autres,  il  y  en  a  un  certain 
nombre  qui  di-flnlssent  la  forme  du  systèmOt  et  qui  en  assurent  l'Infariabilité  géomé- 
trique. On  tait  que,  dans  l'espace,  un  système  composé  de  n  points  est  défini  de  forme 
par  3n— 6  données  distinctes.  Il  faudra  donc,  pour  que  le  système  soit  réellement  donné 
de  forme  dans  son  état  naturel,  que  l*on  fasse  connaître  les  longueurs  de  Su  —  ù  liens 
particuliers.  Le  système  peut  en  comprendre  davantage  :  nous  supposerons  qu*il  en 
renferme  un  nombre  K  en  sus  du  nombre  nécessaire.  Im  longueurs  de  ces  K  nouveaux 
liens  sont  alors  définies  géométriquement  en  fonction  des  liens  do  premier  groupe, 
puisque  la  connaissance  de  cenx-ci  entraîne  la  connaissance  de  toutes  les  positloos 
relatives  des  points  composant  le  système. 

Sur  le  pian,  on  reconnaîtrait  de  même  qu'il  y  a  3n  —  8  liens  dont  il  faut  donner  les 
longueurs  pour  définir  géométriquement  la  figure,  et  II  peut  y  avoir  en  sus  un  nombre  K 
de  liens,  qu'on  pourra  exprimer  en  fonction  des  premiers. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  système  dans  l'espace. 

Désignons  par  /|,  /},  It, ...  les  longueurs  des  divers  liens  pris  dans  Tétat  naturel.  II  y 
en  aura,  comme  on  l'a  vu,  3»  —  6  qui  seront  données,  et  les  K  autres  seront  liées  aux 
premières  par  des  équations  de  la  forme 

(I)  F(/t,Z„/,..-.)  =  0> 

il  y  aura  donc  K  équations  semblables. 

Nous  désignerons  d'une  manière  générale  par  Xi  l'allongement,  positif  on  négatif,  do 
lien  de  longueur  A.  Noos  admettrons  que  ces  accroissements  de  longueur  sont  asiei 
petits  en  valeur  absolue  pour  que  les  relations  géométriques  Cl)«  qui  existent  entre  les 
longueurs  des  liens  dans  l*état  naturel,  subsistent  encore  sensiblement  dans  l'état  déformé. 
Les  puissances  des  X  étant  d'ailleurs  négligeables,  on  voit  qne  les  équations  (t)  seront 
satisfaites  quand  on  y  remplacera  /<  par  /<  +  \,  et  on  aura  par  conséqueni,  en  dé* 
veloppantf  le  nouveau  groupe  de  K  équations 

qui  lient  entre  eux  les  allongements  X. 

Les  tensions  de  chaque  lien  sont  proportionnelles  à  leurs  allongements,  et  on  ppui 
les  exprimer  d'une  manière  générale  pour  le  lien  /<  par  le  produit  £•  X|-,  en  désignant 
par  El  le  produit  du  coefficient  dMlasticité  par  la  section  du  lien,  divisé  par  sa  longueur 
primitive.  Les  tensions  des  diflérents  liens  seront  donc  respectivement 

E^X,,      E|X|,      E^Xf,  ••• 

Venons  maintenant  à  exprimer  les  conditions  de  l'équilibre. 

Considérons  en  particulier  un  nœud  n^  du  système.  Soient  X»,  Y»,  Z»  les  composantes 
de  la  force  extérieure  appliquée  à  ce  nœud,  décomposée  suivant  trois  axes  rectangulaires; 

h}  '«I  Ir,—  les  longueurs  des  liens  qui  aboutissent  à  ce  nœud  et  le  rattachent  aux 
autres; 
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9!,  p<,  fi  les  angles  qat  fait  le  lien  /^  aboutissant  en  nœud  m,  tiee  les  trois  axes 
coordonnés,  en  prenant  le  lien  dans  le  sens  qui  part  du  point  m. 

L'équilibre  du  nœud  m  s'exprimera  par  3  équations  entre  la  force  (X»^  Y»,  Z»)  et 
les  tensions  des  liens  Ip,  /r,  Ir ... 

On  aura  donc 

W  X»  +  2Ep^cosoi,  =  0, 

Y«.  +  IEp>i|»GOS^=0, 
Z»  +  £Ei»>^eo8Tf=sO; 

les  sommes  indiquées  s'étendant  à  tons  les  liens  qui  rayonnent  autour  du  point  m. 

A  chaque  point  du  système  correspond  on  groupe  semblable  de  S  équation»,  ce  qu 
fait  Zn  équations  pour  le  système  entier.  Mais  ces  Zn  équations  ne  sont  pas  toutes 
distinctes.  En  effet  puisqu'elles  expriment  l'équilibre  du  système  total,  elles  contiennent 
les  6  équations  d'équilibre  qu'on  obtiendrait  entre  les  forces  extérieures  (X»,  Y»,  Z^) 
prises  seules,  en  supposant  le  système  solidlflé,  et  on  retombera  sur  les  six  équations  de 
la  statique  en  éliminant  les  tensions  du  groupe  de  Zn  équation  (8).  Or  ces  6  équations 
expriment  l'équilibre  des  forces  extérieures,  et  sont  satisfaites  par  hypothèse. 

En  déflnitîTe  on  voit  que  les  Zn  équation  (8)  se  réduisent  i  3n— 6  équations  distinctes, 
entre  les  allongements  X,  Ces  Zn — 6  équations  Jointes  aux  K  équations  (2),  donnent  en 
tout  dft  —  6  +  K  équations,  c'estpà-dire  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  liens;  de  sorte 
qu'il  y  a  autant  d'équations  qu^il  en  faut  pour  déterminer  les  inconnues  X|,  X,,  X,...,  et 
les  tensions  correspondantes  Ei\,  E^X,,  È^... 

Dans  le  plan,  le  nombre  des  liens  est  réduit  à  2n  —  8  +  K,  et  les  équations  distinctes 
sont  pareillement  réduites  à  ce  nombre,  en  tenant  compte  des  3  équations  de  Téqulllbre 
extérieur,  qui  sont  Indépendantes  des  tensions  cherchées. 

On  trouvera  cette  théorie  exposée  dans  la  deuxième  note  de  la  statique  graphique  de 
M.  Maurice  Lévy.  Signalons  sur  le  même  sujet  les  recherches  de  M.  le  général  Meiiabres, 
présentées  à  l'Académie  des  sciences  le  81  mai  1858.  M.  Menabrea  a  fondé  sa  méthode 
sur  l'application  du  théorème  du  moindre  travail,  déjà  proposé  par  Euler  dans  un  des 
suppléments  de  sa  Methodus  inveniendi...,  et  appliqué  par  lui  à  la  flexion  des  courbes 
élastiques.  Une  nouvelle  communication  de  M.  le  général  Menabrea,  dans  les  comptes 
rendus  du  24  mars  1884,  fait  voir  qu'on  retrouve  les  équations  qui  servent  à  déterminer 

les  tensions  des  liens  en  exprimant  le  minimum  de  la  somme  des  travaux,  £  r  E^  V«  des 

2 

travaux  développés  par  tous  les  liens  élastiques  dans  la  défomoation,  et  signale  l'identité 
des  résultats  obtenus  par  les  deux  méthodes. 


LIVRE  NEUVIÈME. 


ghàpitr£  unique. 


VIBRATIONS   DBS   POUTRES. 


i^%  Le  problème  des  mouvementa  oscillatoires  des  poutres  élas- 
tiques se  résout  en  introduisant  les  forces  d'inertie  des  molécules  mo- 
biles  dans  les  équations  d'équilibre,  où  nous  n'avons  fait  entrer  jus- 
qu'ici que  les  réactions  moléculaires  et  les  forces  extérieures.  Les 
équations  que  Ton  obtient  de  cette  manière  sont  des  équations  aux 
dérivées  partielles  ;  les  réactions  moléculaires  intérieures  contiennent 
la  seconde  dérivée  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse,  et  les 
forces  d'inertie  s'expriment  au  moyen  des  dérivées  de  l'ordonnée  par 
rapport  au  temps.  L'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles n'est  pas  toujours  possible  en  termes  finis  ;  elle  s'effectue  le 
plus  souvent  au  moyen.de  séries  d'un  nombre  indéfini  de  termes, 
et  renfermant  un  nombre  infini  de  constantes  arbitraires.  Lorsque 
Ton  obtient  sous  forme  finie  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles,  cette  intégrale  contient  des  fonctions  arbitraires 
que  l'on  doit  déterminer  ensuite,  ce  qui  constitue  presque  toujours 
un  problème  assez  difficile. 

Nous  commencerons  par  traiter  une  question  simple,  celle  des 
vibrations  longitudinales  d'une  tige  pesante  verticale  soumise  à 
l'action  d'un  poids  donné.  Déjà  nous  avons  résolu  (§  16)  un  pro* 


i 
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blême  analogue,  mais  dans  lequel  nous  négligions  la  masse  de  la 
tige  pour  ne  tenir  compte  que  de  son  élasticité.  Nous  allons  re- 
prendre le  problème,  sans  négliger  la  masse  de  la  tige^  puis  nous 
achèverons  la  solution  dans  un  cas  particulier. 

A63.  Une  tige  verticale  AB,  de  longueur  /,  de  section  co,  pesant  p 

unités  de  poids  par  unité  de  volume,  est  suspendue  invariablement 

p.    ^^^       au  point  A  ;  à  l'extrémité  B  elle  porte  un  poids  donné  P; 

4         on  demande  Téquation  du  mouvement  vibratoire  pour  un 

point  quelconque  de  la  tige,  c'est-Â-dire  l'abscisse  d'un 

point  défini  dans  Tétat  naturel  par  son  abscisse  x  au 

bout  d'un  temps  quelconque  /. 

La  dimension  /    et  le  poids  p   sont  pris  dans  l'état 
naturel  de  la  tige.  On  donne  également  la  section  co  de 
la  tige,  que  l'on  suppose  constante 
Prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  tige  AB,  à  une  distance  x 
du  point  A  dans  l'état  naturel. 

Le  point  défini  par  cette  distance  se  trouvera  déplacé,  par  suite 
du  mouvement  vibratoire,  d'une  quantité  u^  dans  un  sens  ou  dans 
l'autret  le  long  de  la  tige  AB.  La  variable  u  sera  une  fonction  de  x 
et  de  / ,  qui  définira  le  mouvement  de  tout  point  désigné  par  son 
abscisse  x.  Un  élément  dx  infiniment  petit, MM',  pris  sur  la  tige  dans 
Tétat  naturel,  acquiert  un  certain  accroissement  de  longueur  par 
suite  du  déplacement  de  ses  deux  extrémités.  L'extrémité  M,  qui  avait 
l'abscisse  x^  acquiert  l'abscisse  x+u^  et  l'extrémité  M',  qui  avait 
l'abscisse  x + d^f  acquiert,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  l'abscisse 

du  , 

X'\'dx  +  u+  -y  dx.    ' 

dx 

La  longueur  actuelle  de  MM'  est  donc 

-    ,  du  . 
dx+^dx. 

Son  accroissement  de  longueur  est  -/^  dx,  et  enfin  -^  est  son  al- 

dx  dx 

longement  relatif. 
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Multiplions  cet  allongement  relatif  par  le  produit  Eoi  de  la 

du 
section  par  le  coeiQcient  d'élasticité  :  le  produit»  Eco  -7- ,  mesurera 

la  force  élastique  correspondante  à  l'extension  de  l'élément  cori* 
sidéré  (S  is).  C'est  la  tension  de  la  tige  au  point  M.  Elle  est  va- 
riable d'un  point  à  l'autre  de  la  tige  AB,  proportionnellement  à  la 

dérivée  partielle  -7-. 

Reprenons  Télément  MM',  dont  la  longueur  est  dx  dans  Tétat  na- 
turel; il  est  en  équilibre,  pendant  le  mouvement,  sous  l'action  de 
son  poids,  des  tensions  développées  dans  les  sections  M  et  H',  enfin 
de  la  force  d'inertie.  En  exprimant  l'équilibre  de  ces  diverses  forces, 
nous  aurons  l'équation  demandée. 

Le  poids  de  l'élément  estptùdx. 

La  masse  de  l'élément  est  égal  à  son  poids,  ptadxy  divisé  par 

Taccélération  g  due  à  la  pesanteur,  onk^dx;  et  l'accélération  de 

d*(x4-u) 
l'élément  dans  le  mouvement  vibratoire  est —    7^   \o\i  simple- 

(Pti 
ment -p.,  car  la  variable  x^  qui  définit  la  position  des  sections  de 

la  tige  dans  l'état  naturel,  est  indépendante  du  temps. 
La  force  d'inertie  a  donc  pour  mesure 


g  d^ 


La  tension  développée  dans  la  section  H  est  mesurée  par  Texpres*- 

du 
sion  E(jj^  ;elletendàdéplAcerrélémentde  bas  en  baut,siron  suppose 

qu'il  se  soit  déplacé  de  haut  en  bas  en  s' allongeant.  Dans  la  section  M', 

on  retrouvera  une  tension  en  sens  contraire,  égale  à  Eo)  -7-  augmentée 

de  sa  différentielle  partielle  relative  à  x,  ou  de  ^  (e<^^)  àx,  de  sorte 


Ui 
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Fig.  38i. 


KM 


ém 


que  la  différence  de  ces  deux  teosions  est  égale  à  cette  différentielle 

partielle;  elle  tend  à  abaisser  Félément  MST; 
en  d'autres  termes  elle  agit  dans  le  même 
sens  que  le  poids  de  l'élément,  lorsqu'on 
suppose  que  l'élément  s'est  abaissé,  par 
suite  de  son  mouvement,  au-dessous  de  sa 
^position  primitive. 

En  résumé,   l'équation    du  mouvement 
vibratoire  est  celle-ci  : 


k. 


pVèix 


l 


Le  premier  terme  représente  le  poids  de  l'élément,  le  second,  la 
différence  des  tensions  développées  sur  ses  deux  faces,  le  troisième 
ia  force  d'inertie. 

L'équation  précédente  se  simplifie  par  la  suppression  du  facteur 

conmiun  ciKlâ;;   divisant  par  ^,  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

9 


(1) 


464.    Pour  intégrer  cette  équation,  il  convient  de  changer  de 
variable. 

Cherchons  d'abord  une  solution  particulière  de  l'équation,  celle 

qui  correspondrait  à  l'équilibre  de  la  tige;  on  aurait  alors^=o, 

et  l'équation  (i)  deviendrait  une  simple  équation  différentielle,  ne 
renfermant  pas  trace  de  la  variable  (.  Intégrons  cette  équation  diffé- 
rentielle 


ou  bien 


3?  Ê' 
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La  première  intégration  nous  donne 

du      ^      p 

G  étant  une  constante  arbitraire.  Multiplions  par  E(o  :  il  vient 

B»  -jT-  =  CEw  —  pfùx,  * 

Or  Eo)  ^  est  la  tension  de  la  tige  dans  la  section  dont  l'abscisse 

est  X.  Cherchons  quelle  est,  dans  l'état  d'équilibre»  la  tension 
dans  la  section  M.  Cette  section  supporte  le  poids  P,  et  le 
poids  de  la  portion  MB  de  la  tige  (fig.  38o)  ;  elle  est  donc  égale  à 
P  +  jDCD  (/ — x)  =  P+jDO)/ — piùx^  résultat  qui  s'accorde  avec  1*  Ra- 
tion précédente  en  prenant  pour  la  constante  arbitraire  G  la  valeur 


P  +  ptùl 

^=      Eu>     • 


En  définitive,  on  a  dans  l'état  d'équilibre  l'équation 


wm        du  ^  , 

Ett  -^  =  P  +  pfûl  —  poix, 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 


Eu)li  =  PX  +  JHùlx  —  5  P^MC*! 


ou  bien 


(*'  «=È  +  é<*^-^- 


Nous  n'ajoutons  pas  de  nouvelle  constante,  parce  qu*on  doit  avoir 
ai=o  pour  x=:o,  puisque  le  point  A  reste  fixe. 
A66.  L'équation  (3)  est  une  solution  particulière  deréquation(i), 
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indépendante  du  temps  t.  Elle  permet  de  transformer  cetle  équation , 
en  effet,  posons  d'une  manière  générale 

z  étant  une  nouvelle  variable  fonction  de  x  et  de  /;  nous  aurons,  e; 
prenant  les  secondes  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  (, 


dhi 

p  , 

d*z 

da* 

■~-  "■ 

E  + 

dx»* 

dht 

d^z 

dt}' 

^  dt*' 

» 

Puis»  substituant  dans  Téquation  (i),  la  variable  u  s'élimine,  et 
l'équation  (i)  devient 

'  di^  "  p  dx*' 

Posons,  pour  abréger,  -^  =  a%  et  nous  aurons  ramené  l'équa- 

tion  (i)  à  la  forme 

...  d*z       ^d^z 

(^^  d?  =  «•  5?' 

équation  bien  connue  des  analystes  sous  le  nom  d*  équation  clés 
cordes  vibrantes^ 

Â66.  Cette  équation  a  été  intégrée,  au  siècle  dernier,  par  d'Alem- 
bert,  le  créateur  de  l'analyse  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Voici  la  méthode  fort  ingénieuse  qu'il  a  suivie  pour  résoudre  le 
problème. 

D'Âlembert  observe  que  l'équation  (5)  sera  satisfaite  pour  toute 
fonction  z  des  variables  a;  et  /  qui  aura,  avec  une  autre  fonction  v 
des  mêmes  variables,  une  relation  telle,  que  les  deux  expi-essions 

vdx  +  à^zdif 
zdx  -^vdt, 

soient  à  la  fois  des  différentielles  exactes.   , 
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En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  à  la  fois 


et 


do 
dt 

dlaH) 
"■    dx 

=  a« 

dx 

dz 
dt" 

dv 

Prenons  la  dérivée  de  la  première  équation  par  rapport  à  âp,  la 
dérivée  de  la  seconde  pai*  rapport  à  t  ;  nous  trouveronsi 


dtdx'^^  dx*' 
d^z       d»© 


(//»  ~*  âxdV 

d^v  cPv 

Et  comme  ~t-j  est  identiquement  égal  à  -TTr-^  U  en  résulte 

que  T-|-  est  égal  à  a}  -j— ,,  et  que  l'équation  (5)  est  vérifiée. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  des  fonctions  z  et  t?  de  j: 
et  de  t  telles,  que  vdx  +  a^zdt  et  zdx  +  vdt  soient  des  différeiv- 
tielles  exactes  ;  ces  mêmes  fonctions  rendront  donc  aussi  différen- 
tielles exactes  la  somme 

(cdr  H- a*2i2/)  H- a(<dx + tdO = (v + az)dx + a(v -h  az)d/ =  (v  +  a;e)  (dx  H- ad/), 

et  en  même  temps  la  différence 

{vdx+a^^d/}— a(zdx+rd/)  =  (o--az)dx— a(o— aj(}d/=(v^az)  (dx — adt). 

Nous  pouvons  poser,  en  appelant  H  et  N  des  fonctions  indétermi- 
nées de  X  et  de  t^ 

(v  +  ctf)  (dx  +  ad/}  =  du» 
(9—02)  (dx— adO  =  dN. 

Mais  6b  d:  ocf/  est  la  différentielle  dià  x±:ai. 
Pour  que  les  équations  précédentes  soient   satisfaites»  il  faut 
et  il  suffit  que  v  +  az  soit  une  fonction  quelconque  de  2:  +  ^^  t  et 

ht 
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que  V —  az  soit  une  fonction  quelconque  de  ^ — at;  la  solution  con- 
siste donc  à  poser 

V  —  az='V{x  —  at\ 

^  et  ^  étant  des  fonctions  arbitraires  quelconques.  Entre  ces  deui 
équations ,  nous  pouvons  éliminer  la  fonction  auxiliaire  v  »  puis  di- 
viser par  aa,  et  changer  les  fonctions  arbitraires  ^  et  ^  en  d'autres 
fonctions  arbitndres  9  et  ^  ;  nous  aurons  en  définitive  l'équation 

(6)  «  =  <p(x  +  ai)  +  ^{x  —  ai) 

pour  rintégrale  générale  de  Téquation  (5). 

DÉTERMINATION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES  DANS  LE  PROBLÈME  DES 
VIBRATIONS  DE  LA  TIGE  PESANTE  LORSQUE  LE  POIDS  ADDITiOANEL  P 
EST  ÉGAL  A  ZÉRO. 

M7.  Revenons  à  la  solution  générale  au  problème  de  la  tige  vi- 
brante 

(6  bis)  «  =  ?(x  +  al)  +  +(x— o^), 

OU  bien,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  fonction  do  ti| 

Nous  allons  déterminer  les  fonctions  f  fst  <p,  d*après  les  conditions 
initiales  du  mouvement,  supposées  données. 

Dans  ces  équations,  x  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  comprises 
entre  a?  =  oet  a?  ={,  tandis  que  t  peut  être  supposé  variable  de 

o  à  -f-  00. 

On  donne,  pour  t  =  0,  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x ,  et  la  va- 

du 
leur  de  la  vitesse  jr  de  chaque  point  à  ce  même  instant. 

On  sait  de  plus  que  le  point  Â  est  fixe  ;  de  sorte  que  pour  x  =  0, 

on  doit  avoir  u  =  o  et  -t-  =0,  quel  que  soit  L 

Tour  simplifier  la  question,  nous  supposons  que  P  est  nul;  ce  qui 
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revient  à  chercher  la  vibration  de  la  tige  sous  Faction  de  son  propre 
|)oids  seul. 

Dans  cette  hypothèse  on  aura  j-  =  o  pour  x  =  /•  En  effet ,  la 

eue 

lension  de  la  tige  au  point  6  est  égale  à  Ea>  -r-  ;  c'est  la  réaction 

(gale  et  contraire  au  poids  P;  elle  est  donc  nulle  si  P  =  o. 
On  a  ainsi  les  équations  de  condition  suivantes  : 

u  =  F(x)  j  pour  ^  =  0,  les  fonctions  F  et/  étant  supposées  données 

—  =/(j:)  I  pour  toute  valeur  de  x  de  0  à  /• 

du  __  !  pour  x  =  0,  quel  que  soit  L 

iJx  ~  ^       ) 

—  =  0         pourx  =  /,  quel  que  soit  U 

Faisons  ^  =.  o  dans  l'équation  (7) ,  après  avoir  supprimé  le  terme 
— ,  que  nous  supposons  nul;  il  viendra  pour  ^  =  o 

(8)  u  =  ^  (2/x  -x«)  +  ?W  +  +(x)  =  F(x). 

Puis  prenons  la  dérivée  de  (7)  par  rapport  à  ^,  et  faisons  (=0; 
il  viendra  t  en  supprimant  toujours  le  terme  contenant  P» 

.       (9)  ..    gj=a[?'(x)-f(x;]=/(x). 

Les  équations  (8)  et  (9)  donnent  les  fonctions  7  [x)  et  ^  (x)  entre 
les  limites  a;  =  o  et  a;  =  /• 
En  eflet ,  on  tire  de  la  seconde,  en  intégrant» 


o(x)-A(x)=lJ/(x)dx, 

et  la  première  donne 


9(x)  +  ^(x)  =  F(x)-^(2/x-ai«,. 


On  en  déduit 
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?(x)  =  iF(x)-^{2/x-x«)+^C/(x)dx. 
(10)  i  i  «  %   C 

La  quadrature  J  f  {x)  âx  introduira  une  constante  arbitraire  C;  et 
Ton  peut  poser  d'une  manière  générale 

Cyîx)dr==C+ÇV(«)dx. 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  quantité  G  n'influe  pas  sur  le  ré- 
sultat final ,  et  qu'on  peut  par  suite  lui  attribuer  telle  valeur  qu'on 
voudra,  o,  par  exemple. 

Les  fonctions  F  {x)  et  f  {x)  étant  données  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  x  =  o  et  a;  =  I,  les  équations  (lo) 
'  font  connaître  de  même  les  valeurs  des  foncUons  op  et  <f  pour  toutes 
valeurs  de  leur  variable  immédiate  comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites. 

Si  on  fait  â?  =  o*  dans  l'équation  (7)  et  dans  l'équation  qu*on  en 
déduit  par  la  dérivation  par  rapport  à  t ,  c'est-à-dire  dans  les  équa- 
tions suivantes 

u  =  ^  (2/x  — x«)  +  •(x  +  aO  +  ^[x-ai], 
2ï  =  a[?'(x  +  a<)-f(x-a<)], 

on  doit  avoir,  quel  que  soit  l,  en  vertu  des  équations  de  condition. 


^"^  (  0  =  ^'{ai)  —  f  (-  ai). 


La  première  des  équations  (12)  nous  cnpprend  que,  quelle  que  soit 
la  variable  Ç,  on  a 

de  sorte  que  si  l'on  connaît  l'une  des  fonctions,  f  »  dans  un  certain 
intervalle,  on  peut  »  déduire  l'autre  fonction  if  dans  l'intervalle 
compris  entre  les  mêmes  limites  changées  de  signe*  On  connaît  f  et  ^ 
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quand  leurs  variables  sont  comprises  entre  o  et  /:  on  déduira  donc 
de  la  première  équation  (19)  les  valeurs  de  if  etdeo  dans  Tinter- 
valle  X = o  et  a:  =  —  /;  en  définitive,  on  connaîtra  ©  et  +  pour  toutes 
valeurs  de  la  variable  comprises  entre  les  limites  —  /  et  -f  /• 

La  seconde  équation  (12)  rentre  dans  la  première  et  ne  nous  ap- 
prend rien  de  nouveau. 

du 
Ayons  égard  maintenant  à  la  condition  --j-  =0  pour  x=/,  quel  que 

8oit  /•  Noos  avons  ,  en  général. 
Faisant  x  =  /,  il  viendra 

(14)  T'('  +  aO+^'(/-a/)=:^0, 

quel  que  soit  /• 

L'équation  (i4)  est  une  équation  différentielle  dans  laquelle  /  est 
la  seule  variable  indépendante.  Intégrons  cette  équation,  nous  aurons 

» 

(16)  f(/  +  a<)-«/-aO=C', 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Si  nous  fusons  /  =  0,  il 
vient 

Or  nous  avons  déjà  trouvé 

,(«)~«*)  =  iJyix)dx=iJ.Ax)dx+^.  • 

Donc 

(«)  c=l£yix)dx  +  e. 

de  sorte  que  la  constante  G  s'exprime  en  fonction  de  la  constante  C. 
H  vient  alors  pour  l'équation  (i5) 
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(17)  ç(/  +  at)  -  +(/  -  aO  =  5  Jyix)  (te  +  5 , 

équation  vraie  pour  toutes  valeurs  de  /. 

La  première  des  équations  (13)  et  Téquation  (17)  sont  donc  vr.nies 
pour  toutes  valeurs  de  leur  variable.  Remplaçons  dans  (12)  al  pai 
at — /;  nous  aurons 

(18)  ç(a/-0  +  *(-a/  +  /) 

=  ©(a<— O  +  'K^— oÔ==0. 

Les  équations  (17)  et  (18)  permettent  d'éliminer  la  fonction  ^  : 

(19)  ff{l  +  aO  +  ?(-  /  +  at)  =  i  £y(x)  (te  +  |, 

ou  bien,  en  remplaçant  ( — l+at)  par  une  nouvelle  variable?^, 

(20)  9C:  +  «0  +  ?(Ç)  =  hJ/W^  +  §• 

L'équation  («0)  nous  donne  donc  f  (Ç+2/)  au  moyen  de  f  (Q  : 
nous  connaissons  déjà  f  (Ç)  pour  toutes  val€;urs  de  Ç  comprises  entre 
— /  et  + 1;  nous  en  déduirons  les  valeurs  de  f  pour  des  valeurs  de  Z 
comprises  entre  I  et  3 1»  puis  entre  3 1  et  5 {,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment; en  d'autres  termes  on  pourra  toujours  trouver  les  valeui*s 
de  f  {x+at) ,  pour  toutes  valeurs  de  x  comprises  entre  x=o  et  x^l^ 
et  pour  toutes  valeurs  du  temps  t. 

La  fonction  ^{x — at)  se  déterminera  de  la  même  manière;  mais 
on  peut  aussi  appliquer  la  première  des  équations  (19),  et  observer 
qu'on  a,  en  vertu  de  cette  équation  , 

0  =  ç(—  a:  +  af)  4-  «Kx  —  a/). 

Donc 

^•(x  — a<)  =  — 9(— x  +  aO, 

■ 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  (7)  sous  la  forme 
(21)  "  =  ^  {2te  — x«)  +  ç(i  +  a/)  —  ^-  X  +  ai^. 
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La  détermination  de  ?  pour  toutes  valeurs  de  sa  variable  achève  donc 
toute  la  solution. 
La  constante  G  disparaissant  dans  la  différence  des  fonctions 


on 


peut,  comme  nous  Tavons  dit,  la  supposer  égale  à  o. 
L'équation  (20)  montre  que  le  mouvement  est  périodique.  En 
effet,  remplaçons 

Ç    par    Ç  +  «; 
il  viendra 

etfOn  retranchant  l'équation  (90), 

m  ?K  +  40-?ra=o, 

de  sorte  que  la  fonction  f  (Q  est  périodique,  et  que  la  période  est 
égale  à  4^*  H  en  est  de  même  de  la  fonction  ^  ;  et  par  suite,  la 
tige  se  retrouvera  identiquement  dans  la  même  position,  avec  les 
mêmes  vitesses  pour  les  mêmes  points,  à  deux  époques  pour  les- 
quelles ar  +  at  différera  de  4/,  c'est-à-dire  au  bout  d'un  t<;uips  égal 

àl 
à  —  ;  c'est  la  durée  d'une  allée  et  d'une  venue  complète,  le  long  de  la 

tige,  d'un  mobile  qui  serait  animé  dans  un  sens  et  dans  l'autre  de 
la  vitesse  moyenne  -• 

Nous  avons  supposé  P  =  0.  Si  nous  voulions  conserver  P  dans  le 
calcul,  les  équations  deviendraient  beaucoup  plus  compliquées.  Nous 
renvoyons  pour  le  développement  de  la  solution  dans  ce  cas  généml 
au  Cours  de  mécanique  appliquée  de  M.  Bresse,  3*  édition ,  chapi 
tre  1*%  S  i7,  pages  39  et  suivantes. 
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VIRIIATIONS  TRANSVERSALES   d'uNE   POUTRE  DROITE  POSÉE 

SUR   DEUX   APPUIS. 


468.  Nous  admettrons  que  la  poutre  AB,  posée  sur  les  appuis  de 
niveau  A  et  B,  a  une  section  constante,  et  quelle  est  chargée 

Fig.  382.  uniformément  de  p  unités  de  poids  par 

A  MM'  fl     unité  de  longueur.  On  donne  la  dîs- 

tance  /  =  AB  des  deux  appuis.  On 
suppose  enfin  la  poutre  animée  d'un  mouvement  vibratoire  trans- 
versal, dont  on  demande  la  loi. 

Les  équations  cherchées  s* obtiendront  en  introduisant,  les  forces 
d'inertie  dans  les  équations  de  l'équilibre  intérieur  de  la  pièce. 

Prenons  sur  la  poutre  un  point  M  à  une  distance  x  du  point  A, 
et  considérons  un  second  point  M' infiniment  voisin  du  point  M,  et 
défini  par  son  abscisse,  x  +  dx.  Le  poids  de  l'élément ,  surcharge 

comprise,  estpdx^  et  sa  masse  est  par  conséquent  ^rfa?. 

Soit  [JL  le  moment  des  forces  élastiques  dans  la  section  M  ;  le  mo- 
Fig.  383.  ^^^^  ^^^  mêmes  forces  en  M' sera  égal  à 


AA 


M' 


I-+I*'. 


^i*  +  ^  <tej     ^^  devra  être  pris  avec  un  signe  contraire. 

Représentons  de  même  par  une  lettre  A 
la  résistance  à  l'elTort  tranchant  dans  la 
section  M;  nous  trouverons  en  M' une  ré- 


fds 


ristance  à  l'effort  tranchant  égale  à 


A+^dx. 


2ï 
et  dirigée  en  sens  opposé. 
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L'élément  MM'  reçoit  des  déplacements  normaux  à  A6,  et  nous 

• 

supposerons  que  toutes  ses  molécules  suivent  les  verticales  ,qui  les 
contenaient  dans  l'état  primitif.  Rigoureusement,  ces  déplacements 
verticaux  ne  sont  admissibles  que  pour  les  molécules  de  la  fibre 
neutre.  Les  molécules  situées  en  dehors  de  cette  fibre  subissent, 
par  suite  de  la  flexion,  un  mouvement  de  bascule  autour  de  l'axe 
horizontal  mené  dans  chaque  section  par  son  centre  de  gravité  ;  il  y 
aurait  donc  lieu  d'introduire  dans  le  calcul  le  couple  d'inertie  dé- 
veloppé par  ce  déplacement  angulaire.  Pour  plus  de  simplicité,  nous 
suivrons  la  marche  adoptée  par  M.  Phillips  dans  ses  mémoires  sur 
les  poutres  vibrantes,  et  nous  ferons  abstraction  de  ce  couple,  qui 
est  du  reste  très  faible  toutes  les  fois  que  la  hauteur  de  la  poutre 
est  petite  par  rapport  à  sa  portée,  ou  que  le  poids  propre  de  la  poutre 
est  petit  par  rapport  à  la  surcharge. 

Dans  ces  conditions,  les  forces  d'inertie  se  réduisent  à  une  force 
unique  verticale  et  ayant  pour  expression 

elle  est  dirigée  de  bas  en  haut  si  l'élément  de  poutre  descend  avec 
une  vitesse  croissante. 

Rappelons  que  nous  comptons  les  y  positivement  au-dessus  de  AB, 
et  négativement  au-dessous. 

Nous  pouvons  poser  les  équations xlu  mouvement  vibratoire;  elles 
se  réduiront  à  deux;  l'une  est  celle  des  composantes  verticales,  l'au* 
tre,  celle  des  moments. 

Équation  des  composantes  verticales. 
OU,  en  réduisant  et  en  supprimant  le  facteur  coumiun  dXf 
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• 

Équation  des  moments  par  rapport  au  point  Jt application 

du  poids  pdx. 

I 

Réduisons,  supprimons  le  terme  infiniment  petit  du  second  ordre 
et  divisons  par  dx  :  il  vient 

«         1='. 

équation  rigoureusement  vraie  dans  Tétat  d*équîlibre ,  et  approxî- 
«mativement  vraie  dans  l'état  de  mouvement,  puisque  nous  avons 
négligé  le  couple  d'inertie  provenant  du  mouvement  de  rotation  des 
sections  transversales  autour  de  Thorizontale  menée  par  le  centre  de 
gravité. 

Or  nous  savons  que  le  moment  {x  des  forces  élastiques  est  repré- 
senté pai*  la  fonction 

On  a  donc,  en  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a:, 
•et,  en  prenant  encore  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  x^ 

Fï  ^y  -  ^^ 

dk 
•Substituons  cette  expression  de  —  dans  l'équation  (i)  ;  nous  aurons 

l'équation  finale 

£lle  contient  la  dérivée  partielle  du  quatrième  ordre  de  y  par  rap- 
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port  à  07,  et  la  dérivée  partielle  du  second  ordre  de  y  par  rapport  h  t. 
Elle  présente  donc  pour  l'intégration  un  plus  grand  degré  de  diiriculié 
que  Féquation  des  cordes  vibrantes,  et  il  est  efiectivement  impossible 
d'en  obtenir  l'intégrale  générale  sous  forme  finie  (i). 

469.  Cherchons-en  une  solution  particulière,  qui  corresponde  à  Fé- 
quilibre,  ou  au  repos  de  la  poutre  ;  cela  revient  à  supprimer  le  terme 

(Pv 

-r^ ,  le  seul  où  entre  la  variable  /.  Alors  l'équation  (5)  devient  une 

simple  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  , 

qu'il  est  facile  d'intégrer.  On  trouvera  successivement,  en  appelant 
G  et  C/  des  constantes  arbitrai  tes. 

Mais  El  T-^  est  égal  au  moment  fléchissant  au  point  de  la  pou- 
tre défini  par  son  abscisse  a; ,  et  ce  moment  est  exprimé  par  la 
fonction 

1  i  I 

On  identifiera  donc  les  deux  expressions  en  faisant 

C'  =  0,    C  =  ip/. 
Continuons  à  intégrer,  nous  aurons  d'al)ord 


^^  {î-^'')  ^-^P"^  +  iP^f 


et  dans  cette  équation  la  constante  tg  a  se  déterminera  en  obser- 


(1)  Y.  PoisaoD,  Journal  de  V École  polytechnique,  t.  VI  (an  xiii). 
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vant  cfue 


Donc 


g|=0     pour     x  =  .. 


i  /\      P      i     ,      l*\  pi*       1 


enfin,  la  doraiëre  intégration  nous  donnera 

Nous  obtenons  ainsi ,.  comme   solution  particulière   de   l'équa- 
tion (5),  Téqnation 

OU 

qui  n*est  autre  chose  que  l'équation  de  la  poutre  déformée»  quand 
elle  demeure  en  équilibre* 

iï70.  Nous  pourrons  représenter  la  solution  complète  de  l'équa- 
tion (3)  par  la  formule 

dans  laquelle  le  premier  terme  représente  la  portion  statique  du  dé- 
placement y,  et  le  second  z,  la  portion  oscillatoire  du  même  dépla- 
cement, variable  à  la  fois  avec  x  et  avec  /. 
On  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  â?  et  à  /, 

dt*  ~  df*' 
La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  conduit  à 
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Téquation 


OU  bien,  après  toute  réduction,  et  après  avoir  ivjzt  '^ —  î=  a* ,  à 
Téquation  simplifiée 


INTÉGRATION   DE   L* ÉQUATION   DES   POtlTRISS   YIBRAniËS 
SOUS   FORME  d'intégrale   PARTIELLE* 


A7l«  Poisson  a  donné,  dans  un  Mémoire  en  date  du  19  juillet 
1819,  l'intégrale  de  Téquation  proposée*  Laplace  avait  fait  conâialtœ 
rintégi*ale  de  l'équation 

» 

qui  est  relative  à  la  distribution  de  la  chaleur,  dans  un  solide  hoiuo« 
gène,  suivant  une  seule  dimension. 
Différentions  l'équation  {a)  par  rapport  à  /;  il  viendra 

Comparant  à  l'équation  (4)  proposée,  on  reconnaît  qu'il  y  a  iden* 
tité  si  l'on  pose 

«3=9     et     c^:=^a^. 
Cette  dernière  relation  fournit  pour  c  deux  valeurs, 

c  =  +  tt«/^     et     c  = — a*V^^« 


830  INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION 

L'équation  {a)  a  été  intégrée  par  Laplace,  d'abord  sous  forme  de 
série,  puis  sous  forme  d'une  intégrale  partielle  représentant  la  somme 
des  termes  de  cette  série.  Nous  nous  bornerons  à  donner  la  solution 
et  à  la  vérifier. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (à)  est,  en  désignant  par  /une 
fonction  arbitraire, 

(c;  ç  =  C"""*"**  c-^^V (x  +  2w  \[ci)  du. 

Dans  cette  équation,  l'intégration  porte  sur  la  variable  t/,  qui  passe 
par  toutes  les  valeurs  réelles  de  l'infini  négatif  à  l'infini  positif;  les 
variables  :r  et  (  sont  traitées  comme  des  constantes  dans  Tintégration. 

Pour  vérifier  ce  résultat,  diflérentions  l'équation  {c)  deux  fois 
par  rapport  à  or,  puis  une  fois  par  rapport  à  L  II  viendra 

g  =  ^^  ^--y  (x  +  2ii  sicl)  du, 
$  =  Pe-V(x+2e.v^duxî^ 

+  00 


=  V/-  \         ^~"*  «^'*  x/  (x  +  2«  \/cij . 

Sous  cette  dernière  forme,  l'intégrale  se  prête  à  l'intégration  par 
parties.  On  a,  en  effet,  en  laissant  de  côté  les  limites, 

y-»*' udu  xf{x+  2aVc7)  =—  i  «"«V  (x  +  2m  y/cï) 

+  ^  y~"*/'  {x  +  2w  ^7t)%yJTt  du. 

« 

Prenons  ensuite  le  résultat  obtenu  entre  les  limites , —  co  et  -{-  qo; 

le  terme  en  dehors  du  signe  \,  contenant  en  facteur  ê-»*,  est  nul 

•  ~j 

aux  deux  limites;  le  second  terme  se  réduit  L 

s/Fl  Ç^^   e-«'  /'  (x  +  2m  \/ci)  dd, 
j-o© 
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un  faisant  sortir  du  signe  \  le  facteur  \/ct^   qu  on  doit  regarder: 
comme  une  constante. 

Multipliant  par  V/t*  on  a  donc 


c'est->à-dire l'équation  {a). 

La  solution  contenue  dans  l'équation  (c)  ne  renferme  qu'une  fonc^ 
tion  arbitraire.  Elle  donne  néanmoins  rintégi*ale  générale  de  l'équa- 
tion proposée,  c'est-à-dire»  elle  satisfait  à  l'équation  (a)  et  à  toutes 
celles  qu'on  peut  en  déduire  par  des  dérivations  prises  par  rapport 
aux  deux  variables.  La  présence  de  la  fonction  arbitraire  sous  le 

signe  \  semble  ainsi  donner  à  la  solution  un  plus  haut  degré  de  gé- 
néralité. 

Pour  passer  de  l'équation  (a)  à  l'équation  donnée  (5),  il  suffit  de 
remplacer  <f  par  z^  et  de  faire  usage  successivement  des  deux  détermi- 
nations de  la  constante  c;  il  viendra,  en  réunissant  les  deux  valeurs 
correspondantes,  et  en  désignant  par  /  ei  F  deux  fonctions  ai-bi- 
traires, 

z=[  ^  «""*/(*  +  U^aH  V ^) du 

J-cao 

+  f"*"*^  e— "f  {x  +  2u  V^-  aH  y/^)  du. 


Pour  développer  la  valeur  de  z  en  série,  on  développera  les  fonc- 
tions /"  et  F  suivant  la  série  de  Taylor  (supposée  applicable  aux 
fonctions  données)  ;  puis  on  formera  les  intégrales  indiquées,  qui  sont 
loutes  de  la  forme 


î 


+  00 

-00 
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et  qui  entrent  comme  coefficients  dans  ces  séries.  Le  résultat  final  ne 
contiendra  plus  aucune  trace  de  la  variable  auxiliaire  u. 

iNTÉGnATION   SOUS   FORME   DE   SÊBIE. 

472.  L'intégrale  générale  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles 
peut  renfermer  une  infinité  de  termes  de  différentes  formes. 

On  pourrait  d'abord  y  introduire  une  fonction  entière  de  x^  du  4* 
degré,  dont  la  4*  dérivée  serait  constante  ;  puis  une  fonction  entière 
de/  du  s*  degré,  dont  la  a'*  dérivée  serait  également  constante;  il 
faudrait  que  le  produit  de  la  première  constante  par  à^,  ajouté  à  la 
seconde  constante,  fût  identiquement  nul,  ce  qui  permet  d'exprimer 
Tune  des  constantes  au  moyen  de  l'autre. 

On  peut  y  joindre  une  infinité  de  termes  de  la  forme  Tsinnu;,  T 
étant  une  fonction  du  temps,  et  m  un  coefficient  constant.  En  effet,  si 
l'on  considère  un  de  ces  termes  en  particulier,  on  a  pour  sa  4"  dérivée 
relativement  à  x 

et  pour  la  seconde  dérivée  relativement  à  /» 

d«T   . 

-TTîT  sm  mx. 
a/" 

Ce  terme  satisfait  donc  à  l'équation  (5),  pourvu  qu'où  ait 

équation  différentielle  linéaire  du  s*  ordre,  qu'on  sait  intégrer.  On 
en  déduit 

T  =  CmSinm^a*^  +  C'.,  ces  m*a*/, 

en  appelant  G^  et  C'^  deux  constantes  arbitraires.  Le  terme  considéré 
prend  la  forme 

{C»sinm«aV  +  CmCOsmV/)  sinmx; 
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i'Ons  cette  expression  G.  et  G^  désignent  des  constantes  arbitraires* 
et  m  un  nombre  qui  sera  assujetti  plus  loin  à  certaines  conditions. 
Nous  supprimerons  dans  la  solution  générale  les  fonctions  entières 
de  X  et  de  L  Pour  la  fonction  entière  de  /,  elle  ne  peut  subsister 
dans  la  solution,  par  la  raison  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  la 
variable  /,  qui  grandit  seule  indéfiniment,  cette  fonction  prendrait 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  et  par  suite  il  serait  impos- 
sible que  la  poutre  restât  indéfiniment  posée  sur  ses  appuis.  Quant 
h.  la  fonction  entière  de  x^  elle  est  englobée  dans  le  polynôme  du 
quatrième  degré  en  x  qui  complète  la  valeur  de  z^  et  qui  donne  la 
valeur  générale  de  y,  puisque  la  suppression  de  tous  les  termes  fonc- 
tions de  /  dans  la  valeur  de  y  doit  ramener  l'expression  de  y  à  celle 
qui  convient  à  l'équilibre.  Nous  poserons  donc  simplement 

(6)  «  =  2  (C«  sin  7n!^aH  +  C'.,  ces  m'^aH)  sin  mx, 

et  ce  sera  l'équation  du  déplacement  oscillatoire  de  la  poutre  autour 
de  sa  position  moyenne  ou  de  sa  position  d'équilibre. 

A73.  Passons  à  l'examen  des  conditions  particulières  du  problème. 

Aux  points  A  et  B,  c'est-à-dire  pour  a?  =  o  et  pour  a?  =  /,  la  poutre 
ne  subit  aucun  déplacement  ;  donc  y  =  o  en  ces  points  ;  de  plus  le 

moment  fléchissant  y  est  nul,  donc-i-i  =  <>«  ^^  ^^'^  V^^^  ^^  ^^^  ^* 

Le  polynôme  du  quatrième  degré,  x  (x* — 2&*  +  /•),  et  sa  seconde 
dérivée  par  rapport  à  a:,  i  a  x* — 1 2  &,  s'annulent  à  la  fois  pour  x=o 
eix  =  L  II  suffit  donc  de  faire  en  sorte  que,  quel  que  soit  /,  on  ait, 

pour^  =  o  et  X  =  /,  J5  =  o  et  -r-,  =  o. 

Pour  x=:o,  tous  les  termes  de  la  valeur  de  z  s'annulent,  puis- 
qu'ils contiennent  en  facteur  sinmx;  il  en  est  de  même  de  tous  les 

termes  de  la  valeur  àe-r-^. 

Faisons  donc  x  =  /  dans  les  expressions  générales  de  z  et  de  -T-i  ; 
il  vient 

2  [Cm  sin  m*a*t  -f  C'.,  ces  m*a*t)  sin  m/  =  0 , 
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et 

2  m'(Gai  sin  w^aH  +  G  »  cos  m^aH)  8in  ml  =  g, 

équations  qui  doivent  être  identiques,  quel  que  soit  t.  Il  faut  et  il 

suffit  pour  cela  que  dans  chaque  terme,  sin  ml  soit  nul,  ou  que  nd 

Boît  un  multiple  de  la  demi-circonférence.  Soit  donc  mli^kn^k  étant 

un  entier  positif  quelconque ,  au  moins  égal  à  Tunité;  on  aura,  pour 

ht 
déterminer  m,  la  relation  m=::  -r. 

La  solution  se  trouve  donc  préparée  et  s'exprime  par  l'équation 

OÙ  k  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  à  q»* 
et  où  Cjk  et  C'k  représentent  des  constantes  arbitndres  en  nombre 
infini,  qui  restent  à  déterminer. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  employer  les  équations  relatives  à  l'état 
initial  de  la  poutre.  Supposons  qu'on  donne  pour  /  =r  o  les  valeurs 

de  y  et  de  -^   en  chaque  point,  c'est-à-dire  pour  toute  valeur  de  s 

comprise  entre  o  et  I;  soient  F(a;)  et  f{x)  les  deux  fonctions  qni 
représentent  ces  valeurs  :  faisant  /=o  dans  la  formule  (7),  il  viendra 

(8)  F(x)  =  -^(x»-8te«-+l*)x-h;^   C*8in^, 


r^    --"^— • 


Ces  équations  (8)  et  (9)  permettent  de  déterminer  les  inconnues  Gi 
et  C\.  Prenons  pour  exemple  la  dernière  équation.  La  fonction  f(s) 
est  connue  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entre  o  et  /; 
elle  ne  devient  pas  infinie  dans  cet  intervalle, et  elle  s'annule  aux 
deux  limites.  Dans  de  telles  conditions,  et  sans  même  exiger  que  h 
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fonction  f  (jc)  soit  continue,  on  peut  la  développer  en  une  série  de 
sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  proportionnels  à  la  variable. 
Posons  en  effet 

(iO)    /t«)  =  Al  sin  y  +  A,  sm  -j-  +  A,  sin  —-  +  ...  +  A.  sin  -j-  + ...  • 

et  proposons-nous  de  trouver  le  coefficient  A«  du  terme  général. 
I^ous  multiplierons  pour  cela  la  série  (lo)  par  sin— y—  dix,  et  nous 

« 

intégrerons  entre  les  limites  o  et  /;  il  viendra 

11)  V  /(a:)  sm  -y"  (£x  =  Aj  \  sm  -^  sin  — j— de  + +  V  \  *'**    "T"  ^'^  +  - 

Or  toutes  les  intégrales  définies  du  second  membre,  sauf  celle  qui 
se  trouve  multipliée  par  A^,  sont  identiquement  nulles.  En  effet,  on 
a  en  général 

8111  — j-  8in  -—  =  -  I  008  i — <50S  i —       *      j; 

multipliant  par  (2x  et  formant  l'intégrale  indéfinie,  nous  aurons  pour 
résultat 

expression  qui,  prise  entre  les  limites  o  et/,  se  réduit  à  zéro,  toutes 
les  fois  que  m  est  différent  de  n. 

Lorsqu'au  contraire  m  =  n,rintégrale  définie  obtenue  parce  pro- 
cédé prendriût  la  forme  -,  ce  qui  ne  nous  apprend  rien  ;  mais  la  qua- 
drature à  effectuer  devient  alors 


J.  ""  -r  *"• 


et  cette  fonction  a  pour  intégrale  générale 
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si  Ton  y  fait  x  =  o,  â;  =  /,  et  qu'on  retranche,  H  vient  pour  résultat 

final  - .  Donc 
s 


i 


8in*— 7— {fx= -. 


En  définitive,  l'équation  (n)  se  réduit  simplement  à  la  relation 

\ /(x)  sin  2îp  dx  =  A.»  X -, 
et  par  suite 


m  A«=fJ'y(x)8ÎD^cte. 


La  fonction  f{x)  étant  donnée  numériquement  dea;==o  àx  =  A 
on  pourra  calculer  par  des  quadratures,  pour  les  valeurs  entières 
successives  de  m,  les  valeurs  correspondantes  des  intégrales  définies, 
et  par  suite  les  valeurs  de  A^;  la  fonction  f{x)  se  trouvera  dnsi  dé- 
veloppée en  série  de  sinus  d'arcs  proportionnels  à  la  variable  x. 

Remplaçons  f{x\  par  ce  développement  en  série  dans  l'équation 
(il).  Nous  devrons  avoir  identiquement 


/(x)  ■=  Aj  sm  -j-  +  A,8in  —j-  +  A,  sm  -p  + +  A»  sm  — j-  + 

=  j    sm  y\  /(a;)  sm -j- dx  +  sm -j- V  /(xjsin -2-dx4- 

Jf=O0 

+  sin  -^  V  J\x]  sin  — .-  dx  + ... J  =^ -^  ^^   A'Ci sm  -j- 

=  "25-  I  Cl  sin  y  +  4C,  sio  -r-  + +  m»C«^m  — j-  + J 


et  par  suite,  les  constantes  C^,  C,,...,  C«,  .•  s'expriment  par  les  rela- 
tions 
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et  en  général  C«  =  ^j^  J^/(i)8in2y^(to. 
Le  développement  de  la  fonction 


F(x)  +  5^(x»-2te»  +  ;«x, 


itx 


en  eérie  de  sinus  d'arcs  multiples  de-?-,  s'effectuerait  de  même,  et 

conduirait  à  la  détermination  des  constantes  G\.  Pour  abréger,  dési- 
gnons par  w{x)  cette  nouvelle  fonction ,  donnée  entre  les  limites  x=Of 
x  =  i^et  s' annulant  à  ces  limites;  on  trouvera  la  formule  générale 


(<3i 


C'«  =  j  \  Ffc)  sm  -j-  dx. 


&7A.  En  résumé,  l'équation  du  mouvement  prend  la  forme  sui- 
vante: 

Les  termes  qui  contiennent  le  temps,  dans  cette  équation,  sont  tous 
périodiques.  Prenons  en  particulier  les  premiers  termes  des  deux 
séries,  c'est-à-dire  ceux  qui  correspondent  à  A  =  i  ;  si  nous  considé- 
rons deux  époques  séparées  par  un  intervalle  égal  à  0,  la  valeur  de  y 

se  retrouvera  identiquement  la  même  si  -^  0  (3St  égal  à  sic ,  c'est-à- 
dire,  si  6  est  égal  à 
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!^.    ou  enfin  à    ^^V/-^, 


en  remplaçant  a  par  sa  valeur;  c'est  la  durée  de  la  période.  Tous 
les  autres  termes  ont  des  périodes  égales  à  des  parties  aliquotes 
de  0,  de  sorte  que  la  superposition  de  tous  ces  mouvements  périodi- 
ques est  el]e-mëme  un  mouvement  périodique. 

A75.  M.  Bresse  a  complété  cette  analyse  en  y  introduisant  le  couple 
d'inertie  produit  par  l'oscillation  angulaire  des  sections  transversales 
autour  de  l'horizontale  menée  dans  leurs  plans  par  leurs  centres  de 
gravité.  Il  sufSt,  pour  tenir  compte  de  cet  effet,  d'ajouter  à  l'équation 
(5)  le  terme 


—  6« 


dx«cW«» 


dans  lequd  b^  remplace  le  cairé  du  rayon  de  giration  de  la  section 
transversale  par  rapport  à  Thorizontale  menée  par  son  centre  de 
gravité,  multipliée  par  le  rapport  du  poids  propre  de  la  poutre  au 
poids  total,  surcharge  comprise. 

Pour  évaluer,  en  effet,  ce  couple  d'inertie,  observons  que,  â  I  est 
le  moment  d'inertie  d'un  corps  tournant  autour  d'un  axe  fixe  avec 
la  vitesse  angulaire  u),  le  couple  des  forces  d'inertie  est  représenté 

par  le  produit  — I  -t-.  Ici,  le  rapport  -g  représente  l'angle  que 

fait  Taxe  neutre  avec  Thorizon,  ou  l'angle  égal  du  plan  de  la  sec- 
tion transversale  avec  sa  position  primitive.  La  vitesse  angulaire  de 
la  section  autour  de  l'horizontale  de  son  centre  de  gravité  est  donc 


dl\dx) 

et  l'acélératioD  angulûre 


dxdt 


Si  Ton  désigne  par  r  le  rayon  de  giration  de  la  section  par  rap- 
port à  rhorizontale  menée  par  le  centre  de  gravité,  et  par  p'  le  poids 
propre  de  la  poutre  par  unité  de  longueur,  le  moment  des  forces 
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d'ineitie  de  la  longueur  dx  de  la  poutre  sera 

p'dx         ,    tPy 
g  dxdi^' 

On  n*a  pas  à  tenir  compte  ici  de  la  surcharge  qui  ne  participe  pas 
au  mouvement  de  bascule  dont  il  s'agit. 

Ce  couple  doit  être  introduit  dans  l'équation  (s)  des  moments  (de 
la  page  826),  ce  qui  donnera 

dx         ^  g^^  dxdt*' 

le  couple  ne  change  rien  d'ûlleurs  à  l'équation  (1)  des  forças  : 
Éliminant  A  entre  ces  deux  équations,  il  vient 


^y   *9  d  (dy.       p'       d*y  \         _ 
d«»  '^  p  dx\dx      g^  dxdty'^^  ~  ^' 


ou  bien,  en  remplaçant  (ji  par  El  ^, 


ou  bien  encore 


dV   .  gEI  d'y      p'       d^y 

di*  ^    p    dx'      p      'db^d?^^  "^^ 


en  appelant  b^  la  quantité  £-  r*. 

Ce  terme  additionnel  n'augmente  pas  la  difficulté  de  Tintégration, 
et  l'on  arrive  au  résultat  déliuitif 

.  2v?     sin -7- ces  — ===  \  8m-7-F(x)(ix 

2    V^  V yj khi^b* -k- 1^    .     Aicx    .          I^T^aH       f  ^.     kr.x  \ 

4.  -^  y  I  -1 ,,  8in  -7-  8in     , =  \  sm  -7-/(a:;cte  |. 
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Chaque  terme  de  la  série  est  encore  périodique  ;  mais  la  durée  de 
période  varie  pour  chacun  d'eux,  et  les  rapports  de  ces  durées  ne 
sont  pas  exprimés  par  des  nombres  entiers.  Àusiû  il  y  a  superposition 
d'un  nombre  indéfini  de  mouvements  périodiques,  mais  on  ne  peut 
pas  aflSrmer  que  le  mouvement  résultant  de  cette  superposition  soit 
lui-même  périodique. 


VIBRATIONS  TftANSVERSALES  d'UNE   POUTRE    DROITE  POSÉE   SUR   DEUX 
4PPUIS  DE   NIVEAU  ET  PARCOURUE   PAR  UNE   CHARGE   ROULANTE. 


A76»  Le  problème  traité  dans  le  paragraphe  précédent  suppose 
que  la  charge  de  la  poutre  est  fixe  par  rapport  à  la  poutre  pendant 
la  durée  du  mouvement  oscillatoire.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  les  choses 
se  passent  dans  la  pratique.  Un  pont  métallique  à  poutre  droite  est 
en  équilibre  sous  l'action  de  son  propre  poids;  une  charge  mobile, 
un  train,  par  exemple,  envahit  le  tablier  du  pont.  L'équilibre  intérieur 
est  rompu  par  cette  addition  de  charge,  et  llnertie  de  la  poutre  ne 
lui  permet  pas  de  réaliser  à  chaque  instant  l'équilibre  correspondant 
à  la  distribution  particulière  de  la  surcharge  à  ce  même  instant.  11 
se  produit  donc  des  mouvements  oscillatoires,  dans  lesquels  les  forces 
d'inertie  des  molécules  de  la  poutre  et  des  molécules  de  la  sur- 
charge interviennent  pour  compléter  l'équilibre,  qui  n'existerait  pas 
si  l'on  n'y  faisait  entrer  que  les  forces  élastiques. 

Les  premières  recherches  sur  cette  matière  ont  été  faites  en  An- 
gleterre; une  commission  nommée  par  le  Parlement,  en  1847,  a  traité 
la  question  à  un  point  de  vue  expérimental,  en  faisant  passera  difîé- 
rentes  vitesses  des  charges  roulantes  sur  des  barres  métalliques  po- 
sées sur  deux  appuis.  Le  rapport  de  cette  commission  a  été  déposé 
en  1 84g.  Une  première  étude  analytique  du  problème  a  été  faite 
à  cette  occasion  par  M.  Stokes,  professeur  à  l'Université  de  Cam- 
bridge. Pour  simplifier  le  problème,  M.  Stokes  supposait  la  charge 
roulante  concentrée  en  un  seul  point  de  la  portée,  et  il  n'examinait 
que  deux  cas  extrêmes,  celui  d'une  charge  roulante  assez  petite  pour 
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que  sa  masse  fût  négligeable  comparativement  à  celle  de  la  poutre, 
et  celui  où,  ^u  contraire,  la  masse  de  la  poutre  était  assez  petite 
pour  être  négligeable  par  rapport  à  celle  de  la  surcharge. 

Le  travail  de  M.  Stokes  a  été  publié  dans  les  Transactions  of  the 
Cambridge  philosophical  Society^  année  1 849.  On  trouve  dans  les 
Annales  des  ponts  et  chaussées^  année  1 85 1 ,  un  résumé  du  rapport 
de  la  commission,  et  MM.  Molinos  et  Prosnier  en  ont  aussi  présenté 
une  analyse  sommaire  dans  leur  grand  Traité  des  ponts  métalliques. 
M.  Stokes  avait  indiqué  dans  ses  recherches  l'usage  qu'on  peut  faire, 
pour  l'étude  expérimentale  d'un  problème  aussi  compliqué,  des 
principes  de  la  similitude  mécanique.  Plus  récemment,  M.  Phillips, 
l'auteur  de  très  remarquables  travaux  analytiques  sur  féJasticité  et 
la  mécanique  vibratoire  (1),  a  généralisé  cette  application  de  la 
similitude  (9),  et  posé  les  lois  de  la  véritable  réduction  d'échelle  à 
faire  subir  aux  divers  éléments  du  problème,  pour  qu'on  puisse 
conclure  avec  sûreté  d'une  expérience  faite  en  petit  à  une  expé- 
rience en  grand.  La  similitude  mécanique  dont  il  s'agit  ici  n'est  pas 


{\)  Annales  des  mines,  18&S.— Théorie  des  wuoiX^^  Annales  des  mines,  1862.— Spiral 
réglant^  Annales  des  mines,  1861. 

(2)  Comptes  rendus  de  F  Académie  des  sciences,  3  décembre  1866.  Voici  lacoDcInaion 
do  traval]  de  M.  Phillips  : 

«  Solt  OD  système  composé  d'ooe  poutre  piismaUqoe,  reposant  nir  an  nombre  qnel- 
conqne  de  points  d*appul,  formant  ainsi  nn  certain  nombre  de  travées,  et  supportant  un 
certain  nombre  de  mobiles,  de  poids  quelconques  relativement  les  uns  aux  autres,  mais 
tous  animés  de  la  même  vitesse. 

«  Un  autre  système  sera  comparable  avec  celui-ci  : 

PV*/ 
1*  Pourvu  que  ----  soit  le  mémo  de  part  et  d'autre,  P  désignant  le  poids  d'un  mobile. 

Cil 

/  la  longueur  d'une  travée.  Via  vlteise  du  mobile,  E  leeoeiBcient  d'élasUcIté,  eti  le  moment 

d*inertie  de  la  section  transversale;  les  mêmes  lettres  désignent  les  quantités  homologues 

pour  Tautre  système; 

2*  Que  le  rapport  des  poids  mobiles  entre  eux  soit  le  même  de  part  et  d'autre  ; 

P  P        Pfl 

3*  Que  —  soit  le  même  de  part  et  d'autre,  ainsi  que*-,  ou  ^,  en  désignant  par  Pf  et 
P|  I  «       *^t 

P)  les  poids  de  la  poutre  seule  et  de  cette  poutre  avec  la  charge  uniformément  répartie, 

soit  pour  une  travée,  solt  pour  la  totalité; 

4*  Que  le  rapport  des  longueurs  des  diverses  travées  soit  le  même  de  part  et  d'autre; 

5*  Que  les  divers  mobiles  soient  toujours  placés  de  part  et  d'autre  en  des  points  ho- 
mologues des  travées  homologues. 

«  Ces  conditions  étant  remplies,  il  arrivera  que  z,  00  l'ordonnée  comptée  à  partir  de 

la  position  d'équilibre  sous  la  charge  uniformément  répartie,  sera,  de  part  et  d'autre, 

P/' 
pour  les  point  homologuer,  proportionnelle  à  — . 
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complète;  elle  a  des  lois  plus  compliquées  que  la  vraie  similitude 
dont  Newton  a  autrefois  posé  le  principe  ;  cela  tient  à  ce  que  les 
forces  qui  s'introduisent  dans  les  équations  des  poutres  vibrantes  se 
partagent  en  deux  classes  :  les  forces  extérieures,  telles  que  les 
poids  et  les  réactions  des  appuis,  qui  peuvent  être  augmentées  ou  di- 
minuées dans  un  rapport  arbitraire,  et  les  forces  élastiques,  dont  les 
expressions  contiennent  des  facteurs  dépendants  des  déformations 
des  pièces,  et  dont  le  coefficient  d'altération  est  par  suite  lié  avec  le 
rapport  d'amplification  des  dimensions  linéaires.  Les  conditions  de , 
similitude  étaient  donc  plus  difficiles  à  démêler  dans  l'analyse  d'un 
tel  problème  qu'elles  ne  le  sont  pour  les  questions  ordinaires  de  la 
mécanique  rationnelle. 

Le  mémoire  de  H*  Phillips  .conduit  à  déterminer  les  rapports  de 
réduction  dont  il  faut  affecter  les  dimensions  linéaires,  les  masses,  les 
forces,  le  temps,  de  telle  sorte  qu'on  peut  aujourd'hui  faire  en  petit 
une  expériefice  reproduisant  avec  exactitude  toutes  les  circonstances 
qu'on  aurait  pu  observer  dans  une  expérience  à  grande  échelle*  Ce 
résultat  est  d'autant  plus  précieux  que,  pris  dans  toute  sa  généra- 
lité, le  problème  des  vibrations  des  poutres  sous  l'action  de  charges 
roulantes  surpasse  les  forcer  de  l'analyse.  Au  lieu  de  chercher  à  in- 
tégrer des  équations  qui  se  présentent  en  général  sous  une  forme 
extrêmement  rebelle,  on  pourra  chercher  expérimentalement  les 
lois  du  problème  ramené  à  une  échelle  assez  petite  pour  que  l'expé- 
rience soit  facile  et  peu  coûteuse;  puis  on  appliquera  la  méthode  de 
la  similitude,  et  l'on  saura  comment  il  faut  généraliser  les  résultats 
obtenus  pour  les  appliquer  à  une  échelle  aussi  grande  qu'on 
voudra ( i ) . 


(0  Voir  aussi  Comptes  rendus  de  f  Académie  des  sciences^  11  JaDTier  1869,  Mémoire 
de  M.  l'hillips  Sur  F  équilibre  des  solides  élastiques  semblables.  Pour  faire  en  peUt  ies 
expùriences  sur  la  résistance  des  poutres^  il  est  asseï  difficile,  en  pratique,  de  faire  ta- 
rier  ies  forces  dans  le  rapport  convenable,  d'autant  plus  que  le  poids  du  modèle  est  une 
force  déterminée,  qu'on  ne  peut  modifier  arbitrairement  pour  la  ramener  à  la  grandeur 
que  demande  l'expérience.  M.  Phillips  évite  cette  difficulté  en  attachant  la  poutre^  placée 
verticalement,  à  un  arbre  suffisamment  éloigné,  auquel  il  imprime  une  vitesse  angulaire 
arbitraire.  «  En  faisant  ainsi  intervenir  la  force  centrifuge,  on  peut  faire  en  sorte  que 
•  pour  le  modèle  la  force  agissant  sur  toute  la  nouisse,  et  rapportée  à  Tunité  de  masse, 
«  soit  très  supérieure  à  la  pesanteur,  et  soit  égale  à  la  valeur  qu'on  veut  lui  donner.  • 


DES  POUTRES  VIBRANTES.  843 

La  commission  anglaise  de  1847  ne  possédait  pas  cette  notion,  et 
les  recherches  de  M.  Stokes  faisaient  plutôt  pressentir  Teidstence 
d'une  loi  générale  qu'elles  ne  formulaient  cette  loi  d'une  manière 
précise.  Aussi  Içs  conclusions  prises  à  cette  époque  étaient  ^Ues  de 
nature  à  inspirer,  au  sujet  de  la  stabilité  des  ponts  métalliques,  des 
craintes  que  les  ti*ayauz  plus  récents,  et  mieux  encore  les  expériences 
joamaliëres  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer,  n'ont  pas  justifiées. 
Dans  toutes  les  expériences  de  la  commission,  on  a  atteint  sans  dif- 
ficulté les  vitesses  assez  grandes  pour  produire  la  rupture  des  poutres 
soumises  aux  observations.  On  sait  très  bien  aujourd'hui  que,  lorsque 
les  poutres  d'un  pont  métallique  sont  suffisamment  raides,  le  passage 
des  trains  à  grande  vitesse  ne  peut  y  produire  aucun  effet  fâcheux, 
et  que  les  excès  de  pression  et  de  tension  développées  par  les  charges 
mobiles  sont  d'autant  plus  petits  que  la  portée  et  la  hauteur  de  la 
poutre  sont  plus  grandes. 

&77.  Le  problème  des  poutres  vibrantes  sous  l'action  d'une  charge 
mobQe  se  met  en  équation  en  appliquant  les  principes  qui  servent 
au  c«is  où  la  charge  est  fixe.  Mais  les  équations  que  l'on  obtient  sont 
plus  compliquées.  On  suppose  qu'une  charge,  dont  le  poids  est 
connu,  s'avance  sur  la  poutre  avec  une  vitesse  constante  donnée  ; 
cette  charge  peut  d'ailleurs  être  supposée  concentrée  en  un  seul 
point  (hypothèse  de  H.  Stokes  et  de  M.  Phillips),  ou  répartie  uni* 
fermement  sur  une  portion  de  poutre  aboutissant  à  un  appui,  jt  la 
façon  d'un  train  qui  s'avance  sur  le  tablier  d'un  pont  (hypothèse 
faite  par  M.  Renaudot,  dans  un  mémoire  inséré  en  1861  aux  An- 
nales des  ponts  et  chaussées).  Les  équations  aux  dérivées  partielles 
obtenues  dans  les  deux  cas  ne  peuvent  s'intégrer  sous  forme  finie. 
On  peut  les  intégrer  par  les  séries,  soit  en  employant  le  dévelop- 
pement en  sinus  des  multiples  d'un  arc  proportionnel  à  l'abscisse, 
soit  en  employant  le  développement  suivant  les  puissances  mêmes 
de  Fabsdsse*  La  première  méthode  est  celle  que  nous  avons  suivie 
pour  le  cas  d'une  charge  fixe;  mais  si  on  l'adoptait  pour  les  charges 
mobiles,  on  ne  pourrait  pas  déterminer  les  constantes  arbitraires, 
ni  compléter  la  solution,  par  le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage. 
Aussi  la  seconde  méthode  est-elle  préférable,  d'autant  plus  que. 
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dans  Tespëce,  elle  condait  à  des  séries  d'une  convergence  assez 
rapide. 

Sans  entreprendre  de  développer  tous  ces  calculs,  nous  nous  bor- 
nerons à  citer  les  résultats  principaux  obtenus  par  M.  Phillips  et  par 
M.  Renaudot,  sauf  à  traiter  le  problème  dans  un  cas  particulier  très- 
simple*  étudié  pour  la  première  fois  par  M.  Bresse,  et  que  nous  em- 
prunterons au  tome  II  de  son  Cours  de  mécanique  appliquée. 
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478.  Soient  (  la  portée  d'une  poutre  droite  reposant  sur  deux 

appuis; 

/>,  le  poids  par  unité  de  longueur  de  cette  poutre; 

g^  l'accélération  de  la  pesanteur; 

Q«  le  poids  de  la  charge  roulante  concentrée  en  un  seul 
point  ; 

Y,  la  vitesse  de  cette  charge,  supposée  uniforme; 

E,  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière  de  la  poutre; 

I,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  l'ho- 
rizontale menée  dans  son  plan  par  son  centre  de 
gravité. 

Si  la  poutre  est  simplement  posée  sur  deux  appuis,  le  moment 
fléchissant  est  maximum  dans  la  section  du  milieu,  et  a  pour 
valeur 

8  ^'  y^  2EI  ^  2^^;  ^  4  «'  V  ^  3  El  tgj' 

expression  qui  se  réduit  à 

i  1 

gjP^  +  jQ/    pour    V=0, 

c'est-à-dire  pour  le  cas  où  la  charge  accidentelle,  Q,  au  lieu  de  se 
déplacer,  resterait  immobile  au  milieu  de  la  poitée. 
Le  terme  correspondant  à  la  charge  uniformément  répartie  se 
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0/        V* 

trouve  multiplié  par  un  coefficient*  i  +  ^  x  —  «qui  doit  peu  dif- 

férer  de  l'unité  pour  que  les  formules  soient  applicables;  le  terme 

-  Q/,  qui  coiTCspond  au  poids  additionnel  isolé,  se  trouve  multiplié 
4 

par  un  autre  facteur,  un  peu  différent  du  premier,  mais  voisin  aussi 
de  l'unité.  Si  la  poutre  était  encastrée  sur  ses  appuis,  on  trouverait 
de  même  qu'il  faut  multiplier  dans  chaque  expression  des  moments 
maxima,  les  termes  relatif  à  la  charge  propre  et  au  poids  additionnel 
par  des  facteurs  différents,  légèrement  supérieurs  à  l'unité,  et  de 

la  forme  i  +  wî  — X  «t  le  nombre  a  variant,  suivant  les  cas, 

El  s^ 
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Annales  des  ponts  et  chaussées,  1861, 4*  sem.,  1. 1,  p.  145  et  solv. 

&70.  Soit  ACB  une  poutre  à  section  uniforme  reposant  en  A  et  B 

Fig.  884.  sur  deux  appuis  de  niveau. 

Soient 
AB  =  /  la  portée; 
p^  le  poids  par  unité  de  lon- 
gueur de  la  poutre,  y  com- 
pris sa  charge  permanente  ; 
q^  le  poids  par  unité  de  lon- 
gueur de  la  charge  mobile. 

Nous  supposons  que  cette  charge  s'avance  dans  le  sens  AB  avec 
une  vitesse  «constante;  on  comptera  le  temps  à  partir  de  l'instant 
où  la  tète  de  la  charge  mobile  atteint  l'extrémité  A  de  la  poutre.  Au 
bout  du  temps  r,  la  charge  a  atteint  un  point  I,  et  occupe  sur  la 
poutre  une  longueur  AI  =  vt.  En  môme  temps  la  poutre  a  fléchi. 


(1)  Noos  donnons  ici  les  coelBcients  deeorrecUon  que  M.  Bresse  a  introduits  dans  son 
cours  :  ce  sont  ceax  qu'avalent  proposés  M.  Phillips,  avec  quelques  petites  altéraUons. 


846  HYPOTHÈSE 

Elle  dessine  à  l'instant  t  la  figure  ÂGB,  et  à  l'instant  smm  t-' 
une  autre  forme  ÂC'B,  infiniment  voisine. 

Prenons  pour  axe  des  x  Taxe  neutre  AB  de  la  poutre  dans  ses  ê: 
naturel,  et  pour  axe  des  y  la  verticale  montante  de  la  culée i  t 
signons  par  A  la  réaction  verticale  de  cet  appui  à  l'instant  /. 

Les  forces  qui  agissent  sur  la  poutre  sont  : 

1*  Le  poids  propre,  réparti  uniformément  de  A  en  B; 

s°  Le  poids  de  la  surcharge,  réparti  uniformément  de  ieol; 

5"*  Les  forces  d'inertie  de  la  poutre  ; 

it""  Les  forces  d'inerties  de  ia  surcharge  mobile; 

S""  Les  réactions  des  appuis. 

Nous  devons  exprimer  qu'il  y  a,  en  chaque  point  eti  chaque  li- 
stant, équilibre  entre  ces  diverses  forces  et  les  forces  éla3tiq*:€s  dé- 
veloppées par  la  flexion.  Nous  écrirons  donc  l'équation  des  moi^ 
fléchissants;  ce  qui  exige  que  l'on  considère  successivement è: 
tronçons  dans  la  poutre,  l'un  AI  occupé  par  la  surcharge;  l'ao:!^^ 
qui  ne  la  contient  pas  encore. 

Prenons  un  point  H  dans  le  premier  tronçon.  L'équation  des  se 
ments  fléchissants  nous  donnera  en  ce  point 

|x  étant  la  somme  de  tous  les  moments  des  forces  appliqnéfst  • 
poutre  du  point  A  au  point  H. 

Passons  en  revue  les  forces  déjà  énumérées,  pour  preodre  r 
moments  par  rapport  à  H  de  celles  qui  sont  appliquées  à  gacck^ 
ce  point. 

!•  Poids  propre,  x  étant  la  distance  AH,  le  poids  propret- 
poutre  est  égal,  pour  cette  longueur,  à^,  et  son  moment  par  ^' ' 

port  au  point  H  est px^. 

2**  Poids  de  la  surcharge.  On  trouvera  de  même yjr*. 

3*  Forces  d'inertie  de  la  poutre.  Nous  admettrons,  comtf- 
§4219  que  les  molécules  de  la  poutre  se  meuvent  suivant  li^' 
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cale.  Appelons  af  et  jf  les  coordonnées  d'un  point  [quelconque  pris 
entre  A  et  H;  le  poîâs  d'une  longueur  dx'  de  poutre  est  pdaf;  la 

masse  2 — ♦  et  la  force  d'ioertte  verticale  a  pour  expression 

9    dt*' 

Pour  avoir  son  moment*  il  faut  multiplier  cette  force  par  sa  dis 
tance,  x  —  a/,  au  point  H,  ce  qui  donne 

g    dt^  ^  ' 

Ce  produit  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  car  les  facteurs  dod  et 
X —  x'  étant  positifs,  le  produit  a  le  signe  de  -^  :  or,  à  une  accé- 
lération positive,  c'est-à-dire  dirigée  de  bas  en  haut,  correspond  une 
force  d'inertie  négative,  qui  agit  dans  le  sens  du  poids  propre,  et 
qui  tend  à  diminuer  la  courbure  de  la  pièce  au  point  H;  son  mo- 
ment est  donc  négatif.  On  aura  pour  la  somme  des  moments  des 
forces  d'inertie  de  la  poutre 


Je   g  d^  ^"^     ^^• 


4**  Forces  dinertie  de  la  charge  mobile.  Le  mouvement  de  la 
charge  mobile  est  la  résultante  de  deux  mouvements  distincts  :  l'un 
est  le  mouvement  uniforme  de  cette  charge  sur  la  poutre  rigide  ; 
l'autre  résulte  de  la  déformation  de  la  poutre.  Pendant  le  temps  dt^ 
le  premier  mouvement  amène  le  point  M  de  la  charge  en  M' sur  la 
courbe  fixe  ÀCB;  le  second  mouvement  transporte  verticalement  le 
point  M'  en  un  point  M,,  appartenante  la  courbe  déformée  AG'B.  Dans 
le  premier  mouvement,  la  vitesse  est  uniforme,  et  égale  à  t?  ;  la 
force  d'inertie  se  réduit  à  sa  composante  centrifuge,  et  si  Ton  dé- 
signe par  qda!  le  poids  de  l'élément  concentré  au  point  M,  la  force 
d'inerûe  correspondante  est  verticale,  dirigée  vers  le  bas,  et  égale  à 

'qdz'      t« 
9         P 
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p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AGB  aa  point  M.  i. 
devra  donc  prendre  cette  expression  avec  le  signe  — . 

L'autre  mouvement  s'opère  suivant  la  verticale,  et  la  force  d'iiei: 
correspondante  a  poufr  expression 

qdsf  d*y' 
9     di^' 

La  somme  de  ces  deux  forces  est  donc 


_qdx'  /d'y'       v^\ 
g    W^l)^ 


P 


?»  ' 


^ou  bien,  eu  remplaçant  -par  sa  valeur  approximative -r-.} 

g    \dl*  "^^    dx'V* 

Multiplions   par  x  —  x'  et  intégrons  de  o  à  ar;  nous  w' 
pour  la  somme  des  moments  par  rapport  au  point  H 

6*  Réaction  de  t  appui  A.  Le  moment  est  positif  et  égalai' 
En  résumé,  on  trouve  pour  l'équation  des  moments  iléchi£>^^ 
applicable  à  toute  la  région  occupée  par  la  charge  : 


it  i*"* 


Nous  ferons  disparaître  les  variables  x'  et  ^  en  différeotiast  crJ 
fois  par  rapport  à  x.  La  réaction  A  est  indépendante  de  x,  care^ 
ne  dépend  que  de  la  longueur  Al  parcourue  par  la  surcharge,  c^ 
à -dire  du  temps  V. 

La  variable  x  entre  à  la  fois  dans  la  limite  supérieure  des  iniép^ 
indiquées,  et,  comme  paramètre  constant,  dans  la  fonction  à  inttç 
Dans  ce  cas,  la  différentiation  exige  qu'on  fasse  usage  de  la  t*x^' 
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générale 

du_C^d^{af,x)  db 


«I  étant  l'intégrale  \  f  {x\  x)  dx\ 

•/a 

Ici  nous  aurons  p.  ur  la  première  intégrale» 


donc 


et,  par  suite. 


Donc 


db      ,        ,         iK     ^db      ^ 
5i  =  ^      et      ^{b,x)^=0. 


du  _  C'  dy 


On  aurait  de  même  pour  la  seconde  intégrale* 

La  première  dérivation  donne  donc 

La  seconde  dérivation  donne  ensuite,  les  intégrales  se  réduisant 
chacune  à  leur  dernier  élément, 

équation  qui  se  ramène  à  la  forme 


ij 


en  posant 


A*=    '^^ 


p  +  q' 


I  •• 


54 


850  .      HYPOTHÈSE 

et 


P  +  ^ 


Cette  équation  (i)  s'applique  à  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  zéro  et  vU  c'est-à-dire  au  tronçon  ÂL 

L'équation  du  tronçon  IB  se  déduira  de  celle  du  tronçon  AI  en 
comptant  les  abscisses  x^  à  partirde  B  dans  le  sens  de  BÂ,  et  en  appli- 
quant la  même  formule,  sauf  à  y  faire  9  =  0,  puisque  la  surcharge  ne 
s*  étend  pas  de  ce  côté.  On  aura  donc 


ce  qui  donne 


A,=  0      et     Kî  =  ^, 

Si  l'on  voulait  ramener  cette  équaUon  aux  coordonnées  y  et  x,  il 
suflirait  d'y  remplacer  x^  par  / — X' 

Pour  intégrer  les  équations  (1)  et  (â),  on  commence  par  les  débar- 
rasser, au  moyen  de  solutions  particulières,  du  terme  tout  connu  g. 
Puis  on  complète  cette  solution  particulière  en  y  ajoutant  une  variable, 
qu'on  développe  en  série,  en  tenant  compte  des  conditions  de  fixité 
des  points  Â  et  B  et  de  raccordement  des  deux  tronçons.  Nous  ren- 
verrons au  Mémoire  de  H.  Benaudot  pour  le  développement  de  la 
solution  et  des  conséquences  pratiques  qu'on  en  déduit. 

La  tension  maximum  développée  dans  le  métal  par  suite  du  mou- 
vement  de  la  charge  est  égale  au  produit  de  la  tension  statique  pro- 
duite par  cette  charge,  multipliée  par  le  facteur 

En  discutant  les  valeurs  de  ce  facteur  pour  un  grand  nombre  de 
ponts  métalliques  pour  chemins  de  fer,  M.  Renaudot  est  arrivé  à 
formuler  les  règles  suivantes  : 

1*  L'influence  de  la  vitesse  des  trains  sur  l'augmentation  des  ten- 
sions statiques  est  en  général  insignifiante; 
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:i*  Pour  une  valeur  donnée,  le  rapport  des  tensions  statiques  aux 
tensions  dynamiques  est  d'autant  plus  près  de  l'unité  que  la  portée 
est  plus  grande  ; 

3*  Pour  de  grandes  vitesses  et  de  faibles  portées,  l'influence  de  la 
vitesse  sur  Taccroissement  des  tensions  statiques  n*est  pas  négli- 
geable, mais  elle  est  peu  à  redouter  au  point  de  vue  de  la  stabilités 

M.  Renandot  estime  qu'un  ouvrage  est  dans  de  bonnes  conditions 
de  résistance,  si  le  facteur  par  lequel  les  tensions  statiques  sont  mul- 

Upliées  n'excède  pas  ^,  ce  qui  donne  au  plus 

ou  bien,  pour  la  limite  à  partir  de  laquelle  la  vitesse  devient  dan- 
gereuse,   

• 

Le  plus  grand  effort  développé  dans  la  matière  se  produit  un  peu 
plus  loin  que  le  milieu  de  la  portée  dans  le  sens  de  la  marche  du 

trdn,  à  une  distance  du  milieu  égale  à  J^^,     x  •^. 

Pour  une  grande  poutre,  ayant  pour  hauteur  H,  a  et  6  étant  les 
dimensions  des  tables^  on  a  sensiblement 

l=|a6xn«; 

et  si  l'on  appelle  R  la  charge  par  unité  de  surface,  produite  au 
point  le  plus  fatigué  par  l'action  statique  du  poids  propre  et  de  la 
charge  roulante  devenue  fixe,  on  aura 

Rxa6xH  =  j(p  +  g)/*. 

Dono 

^       8RH   '      ; 
et  . 

.  :    ^-  46  R 
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Cette  valeur,  substituée  dans  la  formule  qui  donne  la  limite,  con- 
duit à  l'équation 

m 

résultat  indépendant  de  la  portée  /. 


T 


PROBLÈME   DU   TRAIN   INDÉFINI. 

A80.  Soit  AB  une  poutre  de  longueur  sa»  posée  sur  deux  appuis  de 
Fig.  385.  niveau,  et  pesant  p  unités  de  poids 

par  unité  de  longueur  ;  on  la  sup- 
pose parcourue  uniformément  par 
un  train  indéfini^  pesant  q  unités  de 
^  ^,  poids  par  unité  de  longueur,  et  I'od 

^  demande  la  position  d'équilibre  de 
la  poutre  sous  l'action  de  cette  sor- 
cbarge  qui,  pour  être  mobile,  n'en  est  pas  moins  ici  une  surcharge 
permanente.  La  question  est  bien  simplifiée  par  cette  hypothèse, 
analogue  à  celle  qu'on  emploie  en  hydraulique  pour  rendre  facile- 
ment accessibles  les  problèmes  de  l'écoulement  des  eaux.  Le  réffime 
permanent  est  une  sorte  d'intermédiaire  entre  l'équilibre  et  le 
mouvement,  et  toutes  les  fois  qu'il  est  constaté,  on  peut  introduire 
dans  les  équations  des  simplifications  notables.  Le  temps  n'y  inter- 
vient plus. 

Soit  AC'B  la  poutre  dans  l'état  de  déformation  où  l'on  suppose 
l'équilibre  réalisé.  Prenons  pour  origine  le  point  G,  milieu  de  la 
portée;  CX  est  l'axe  des  x;  nous  prendrons  pour  l'axe  des  y  une 
verticale  CT  élevée  au  point  G. 

G<»nsidérons  dans  l'état  naturel  un  élément  MM',  lequel  occupe 
après  la  déformation  la  position  M^  M\.  Get  élément  est  en  équi- 
libre  sous  l'action  des  forces  moléculaires  développées  dansles  sec* 
tiens  M^ ,  M\ ,  du  poids  de  l'élément,  du  poids  de  la  surcharge. 
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et  enfin   de  la  force  centrifuge  développée  par  le  déplacement 
de  réiément  de  surcharge  avec  une  vitesse  V,  le  long  de  la  courbe 

Appelons  (A  le  moment  des  forces  élastiques  en  M^  (ou  en  M) , 
et  A  l'effort  tranchant;  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AC'B 
au  point  M^;  la  normale  à  la  courbe  est  sensiblement  verticale;  la 

force  centrifuge,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  est  donc  une  force 

Y? 
verticale,  tendant  vers  le  bas,  et  égale  à  —  • 

P 

Nous  aurons  pour  équations  d'équilibre  : 

Équations  des  composantes  verticales  : 

Équation  des  moments: 


.  \ 


Ia  première  équation  donne 


dA 
dx 


=-H+7^). 


Mais  on  a  très  sensiblement 
donc 

dA  =  -(p  +  ï)ax--^x— dx, 

équation  qu'on  peut  intégrer,  et  qui  donne 

V*adf/ 
A  =  Ao-(p+7)^--^^. 

Si  l'on  Tait  2:  =  o,  c*est-à-âire  si  l'on  prend  l'effort  tranchant  au 
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point  G\  on  aura  -J^  =  o  ;  on  doit  d^àilleurs  avoir  A  =  o  ;  donc  la 

constante  A.  est  nulle. 
Nous  avons  par  conséquent 


'=-[<p+»>'+^i.] 


et  par  suite 


ou  bien 


d|i  =  — (p  +  g)x(fx— -J^^dx, 


Le  moment  fléchissant  est  nul  au  point  B,  pour  x = CB  =  a  ;  on 
a  aussi  en  ce  point  y  =  o  :  donc 


l*t=2(P  +  9)a% 


et  enfin  il  vient 


M  1^  =  j  (P  +  g)(û*-^*)  -  ^  y  =  El  g, 

pour  équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée 

Pour  intégrer  l'équation  (i)«  M.  Bresse  change  de  variable,  et  pose 
les  relations  suivantes  : 


Eiy  =  (p+9)o*y'    ^.    v«g  ^  Eiu» 


L'équation  (i)  est  ramenée  à  la  forme 


(P+,)-g=i  (p+,)-(.-^)-s^  xiH±r^. 


et  se  réduit  à  la  suivante  : 


(2)  2^  =  |(*-*^)-UV. 
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On  intègre  cette  équation  en  en  cherchant  d'abord  une  solution 
particulière,  que  Ton  complète  ensuite  par  l'addition  d'une  nouvelle 
variable  z  :  cela  revient  à  changer  encore  de  variable. 

Nous  poserons  à  cet  efll^t 


î^  =  STJ»0-^''+f)+'- 


On  en  déduit  pour  déterminer  z  l'équation 

qui  donne 

z  =  AsinUx'+BcosUx', 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires,  qu'il  est  facile  de  détermi- 
ner en  observant  que  ^  =  o  pour  2;  =  o,  et  que  ;y  =  0  pour  x= a. 
On  trouve 

A  =  0,     B  =  —       * 


U^cosU* 


ce  qui  donne  pour  l'intégrale  de  l'équation  (1) 

Si  dans  cette  équation  on  fait  x*  =  o;  on  obtient  pour  la  valeur 
de  y'  au  milieu  de  la  portée, 

2^'  ~  ""  ïFcôsU  "^  au*  V  ■*■  ïJ«j* 

«t  multipliant  par        yi  — »  ^^  obtient  la  valeur  de  y,  c'est-à-dire 
la  flèche  prise  négativement  On  a  donc 

^~  Ëî       ''"KlL'cosU  ÏEIU'     Vu*/' 
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ou  bien,  en  divisant  haut  et  bas  par  a*  et  en  remplaçant   — ^ 
parf, 

fp  +  (y)a«ri    /    i \      4-] 

•^  ~"       y^q       LU»VC08U         J      J 


Le  moment  fléchissant  au  Ailieu  est  donné  par  l'équation  (i)  en 
y  faisant  a:= o,  et  y  =  —  /.  Il  vient  donc 

=  |(p+îK['+é(35nï-0-*] 

C'est  le  produit  du  moment  fléchissant  statique^  -{p  -h  Ç)^*  p&r  le 

s 

facteur     ^  ( — rj  —  i  j  j,  qui  représente  l'elTet  de  la  vitesse  V,  de 

la  charge. 
Ce  facteur  devient  infini  pour  D  =  ^  ;  ce   qui  indique  que    la 

poutre  serait  en  danger  de  rupture  si  l'on  avait 

y*  g  _  EI«« 
g    '^   4a«"' 

expression  que  nous  interpréterons  tout  à  Theure* 
En  faisant 


on  trouve 


»=:. 


M  =  |(P  +  ^)a'xi,343î 


dans  ces  conditions  de  vitesse,  le  moment  fléchissant  augmente,  par 
l'effet  du  mouvement,  d'un  tiers  environ  de  sa  valeur. 

A81.  L'équation  (i)  nous  montre  que  l'efTet  de  la  charge  roulante 
équivaut,  au  point  de  vue  du  moment,  fléchissant,  à  l'effet  de  deux 
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forces  égales  à  — ^ ,  qui  agiraient  aux  points  A  et  B,  suivant  la  droite 

AB,  de  manière  à  comprimer  la  poutre  (g  i3i).  Le  problème  est  donc 
ramené  à  celui  d*une  pièce  comprimée  par  ses  abouts,  La  plus  petite 
force  de  compression  qui  mette  la  pièce  en  danger  de  rupture  est 
donnée  par  la  formule 

V*g  _  Eïic* 

égalité  que  nous  venons  déjà  d'obtenir  d'une  autre  manière.  Pour 
obtenir  une  limite  des  valeurs  non  dangereuses  de  la  vitesse  V,  il 
faut  tenir  compte  à  la  fois  du  poids  permanent  a  (/>  +  q)a^  et  de  la 

force  de  compression—^.  H.  Bresse  admet  qu'on  peut  prendre  avec 

sécurité  pour  limite  des  valeurs  non  dangereuses,  le  résultat  fouini 
par  Téquation 

— -  =  7F^»      ^"*  correspond  a     U  =  j, 

ce  qui  revient  à  abaisser  la  première  limite  au  quart  de  sa  valeur  ; 
on  trouve  alors,  comme  nous  l'avons  vu  tout  à  l'heure,  un  moment 
maximum  supérieur  d'un  tiers  à  ce  qu'il  serait  dans  le  cas  du  repos 
de  la  charge. 

Le  moment  fléchissant  maximum,  correspondant  à  l'état  statique, 
a  pour  expression 

5(^  +  9)0*1 

cl  la  charge  maximum  correspondante  de  la  matière  est  donnée  par 
Téquation 

II  y  faut  faire  t;  égal  à  la  moitié  de  la  hauteur  H  de  la  poutre,  que 
nous  supposons  symétrique  ;  nous  aurons  donc 

K j  ^8-4 î • 
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Mais  supposons  que  la  vitesse  V  atteigne  sa  plus  grande  limite  ad- 
missible*  donnée  par  la  formule 

a* 
Remplaçons  dans  cette  équation  y  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation 

précédente,  il  viendra 
Donc  enfin 

résultat  de  même  forme  que  celui  auquel  nous  sommes  parvenus 

plus  haut,  indépendant  de  la  portée  sa,  et  proportionnel  à  ^H- 
Pour  le  fer*  on  a  généralement 

K  =  2  X  10*0, 
R  =  6  X  io«. 

I  a 

M.  Bresse  remplace^^ ^  par  le  nombre  - ,  valeur  qui  est  géné- 

9  ^ 

ralement  au-dessous  de  la  léalité  ;  on  a  alors  pour  limite  supérieure 

de  V 

V  =  17,56  X  )/ïgH. 

Pour  H  =  o'^ySo,  la  limite  dangereuse  de  Y  serait  une  vitesse  de 
ô5  mètres  par  seconde  ; 

pour  II  =  1,00  V=  78-, 
pour  11  =  2,00  V  =  HO-. 
pour    H  =  3-,  V  =  135-. 

Or  la  vitesse  d'un  train  n'excède  guère  s8  mètres  par  seconde,  ce 
qui  correspondrait  à  un  parcours  de  loo  kilomètres  dans  une  heurs. 
Cette  vitesse  très  considérable  ne  serait  dangereuse  que  pour  les 
poutres  d'une  épaisseur  très  petite. 
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A82.  Le  montage  d'une  poutre  droite  avec  contré- flèche  permet 
de  réduire,  ou  de  supprimer,  ou  enfin  de  faire  changer  de  sens  Tac- 
tion  de  la  force  centrifuge.  Mais  il  est  rare  que  les  poutres  droites 
arquées  primitivement  vers  le  haut  conservent  bien  longtemps  leur 
flèche  de  montage. 

Si,  au  lieu  d'un  train  indéfini,  roulant  avec  une  vitesse  uniforme 
sur  la  poutre,  on  veut  tenir  compte  des  dimensions  finies  du  train, 
le  régime  n'est  pbiB  permanent»  et  le  pnMëme  rqprend  toute  sa 
complicaticm.  Il  y  ft  déformation  de  la  poutre  pendant  le  passage 
du  train,  et  les  forces  d'inertie  de  la  poutre  elle-même  sont  néces- 
saires à  l'équilibre.  Néanmoins  ces  forces  ne  sont  pas  bien  grandes 
en  général,  et  l'on  peut  admettre  que  la  déformation  s'opère  de 
manière  à  réaliser  à  chaque  instant  la  situation  d'équilibre  qui  cou* 
vient  i.  la  position  de  la  surcharge  à  cet  instant;  une  fois  le  train 
passé,  la  poutre  entre  dans  une  série  de  vibrations  autour  de  sa  forme 
d'équilibre,  jusqu'à  ce  que  les  frottements  et  la  résistance  de  i*air 
l'aient  ramenée  au  repos.  L'amplitude  initiale  de  la  vibration  dépend 
des  efforts  exercés  par  le  train  pendant  son  passage  ;  mais  il  s'en  faut 
qu'en  pratique,  le  mouvement  s'opère  suivant  les  trajectoires  con- 
tinues que  suppose  la  théorie.  Les  chocs  jouent  là  un  rôle  qui  peut 
modifier  sensiblement  les  résultats  des  calculs.  Gomme  on  n'a  pas 
jusqu'ici  de  données  bien  positives  sur  l'intensité  et  la  fréquence  de 
ce  genre  d'efforts,  il  est  impossible  de  déterminer  par  le  calcul,  sans 
observation  directe,  l'amplitude  des  vibrations. 
.  Cette  recherche  d'ailleurs  serait  peut-être  sans  résultats  pour  la 
question  qui  intéresse  le  plus  le  constructeur,  à  savoir,  la  durée  de 
la  construction.  Il  ne  s'agit  pas  tant  de  chercher  l'effet  mécanique 
du  passage  des  charges  en  mouvement,  et  de  calculer  les  excès  d'ef- 
fort qui  peuvent  se  développer  par  suite  de  ce  passage,  que  d'ap- 
précier l'altération  moléculaire  produite  par  les  trépidations  du  mé- 
tal. Les  calculs  de  flèches  partent  toujours  d'un  coeflicieni  d'élasticité 
constant,  tandis  que  ce  coefficient  d'élasticité  varÎQ  vraisemblable- 
ment à  la  suite  de  l'ébranlement  des  molécules.  Peut-être  un  certain 
temps  de  repos  est-il  nécessaire  pour  qu'une  poutre  métallique, 
ébranlée  par  le  passage  d'une  charge,  reprenne  son  état  molécu- 
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laire  normal.  La  perturbation  produite  par  le  passage  d'une  charge 
mobile  doit  surtout  être  nuisible  aux  régions  des  poutres  continues 
à  plusieurs  travées  où  il  y  a  renversement  des  efforts  suivant  la 
position  de  la  surcharge  (§  3118)  ;  il  est  prudent,  comme  on  Ta  vu, 
d'abaisser  pour  ces  régions  la  limite  pratique  de  la  résistance  du 
métal. 
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Ab3.  Si  Ton  suppose  le  régime  établi^  comme  au  §  480,  le 
poids  mobile  P,  animé  d'une  vitesse  V,  quand  celle-ci  a  pris  un  rayon 

P  V* 

de  courbure  p  un  excès  d'efibrt  vertical  égal  à  -  — .  Pour  que  Ton 

^  9   9 

puisse  appliquer  à  cette  force  centrifuge  les  lois  de  la  similitude 

P  V* 
posées  au  %  108,  il  faut  et  il  suffit  que soit  multiplié  par  le 

même  facteur  c  que  la  force  P  elle-même.  Or  on  doit  considérer  la 
vitesse  Y  comme  conservant  leur  valeur  d'une  poutre  à  l'autre.  Car 
il  n'est  pas  admissible  que  les  charges  roulantes  parcourent  avec 
des  vitesses  inégales  les  différentes  travées  qu'elles  ont  à  franchir. 
Si  donc  les  vitesses  V  restent  le^  mêmes,  il  faut  aussi,  pour  que  la 
similitude  englobe  les  forces  centrifuges,  que  les  rayons  de  courbure 
restent  les  mêmes,  ou  qu'on  ait  ac  =  ^y'. 
Alors  les  tensions  du  métal  de  la  poutre  sont  multipliées  par 

^-7  =  7,  coefficient  des  dimensions  en  hauteur. 

&8&.  Lorsque  la  poutre  soumise  à  une  charge  uniformément  ré- 
partie à  une  hauteur  constante  H,  et  que  les  épaisseurs  des  bandes 
varient  d'un  point  à  l'autre  pour  assurer  Fégale  résistance  (§  i55), 
on  sait  que  la  fibre  moyenne  dessine  après  la  déformation^  un  arc  de 
cercle,  dont  le  rayon  p  est  donné  par  l'équation 

E      11 
^  =  ïï  ><  !• 

R  étant  la  tension  uniforme  du  métal. 
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Supposons  que  cette  poutre,  qui  a  un  poids  p  par  mètre  courant, 
soit  parcoume  par  un  train  indéfini,  d'un  poids  q  par  mètre  cou-* 
rant,  animé  d'une  vitesse  V;  si  Ton  appelle  p  le  nouveau  rayon  de 
courbure  pris  par  la  poutre  sous  cette  charge,  il  est  facile  de  voir 
qu'il  sera  partout  le  même,  et  tout  se  passera  comme  si  une  charge 
statique  uniforme,  ^ale  à 

tait  répartie  sur  la  poutre;  le  passage  de  la  charge  roulante,  une 
fois  le  régime  établi,  produit  encore  une  flexion  circulaire  pour  la 
fibre  moyenne.  Pour  calculer  le  rayon  p',  il  suffit  de  chercher  le  mo- 
ment fléchissant  au  milieu  de  la  portée,  qui  sera 

d'où  l'on  déduit 


P'  = 


ËI      gV« 

8 


Et  comme  on  a  sensiblement  /'  x  2p'  =  -7, en  appelant  /'  la  flèche 
correspondante,  il  en  résulte 

""  64  K[  _  çV^' 

Pour  V  =  0  on  a 

,_    _     8  El 

On  réduirait  les  flèches  /'  en  donnant  à  la  poutre  une  contre-flèch  3 
de  montage  égale  à  /• 


FIN. 
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contreventement,  803. 

Chaudières  (résistance  des),  503  et  suiv., 

511  ;  —  k  basse  pression,  512. 
ChénCy  40.  ^ 

Ghevandier,  36. 


Chladni,  503. 

Chocjj  42  ;  —  produits  par  les  charges  rou- 
lantes, 859. 

Cintres,  122,  595. 

Glapeyron,  8,  20,  246,  341,  337  et  suiv., 
769  ;— (théorème  de),  20  ;  —  (  lemme  de), 
341. 

Glaudel,  39. 

Clef  de  voûte,  547. 

Clericetti,  47. 

Climat  (influence  du),  41. 

Coefficient  d'élasticité  13,  16,  28,  31,  32; 

—  à  la  torsion,  322;  — i  de  stabilité,  567; 
coefficients  a  et  y,  348,  349. 

Coexistence  des  petites  oscillations,  59. 

Cohésion,  540,  641  ;  —  normale,  tangen- 
tielle,  645. 

Collet-Metgret,  38. 

Collier  des  portes  d'écluse,  536. 

Colonnes  métalliques,  260. 

Combes,  39. 

Comparavîon  des  nouvelles  méthodes  avec 
les  anciennes  (limites  de  résistance) ,  48  ; — 
des  sections  au  point  de  vue  de  la  répar- 
tition des  efforts,  72;  —  des  polygones 
réguliers,  à  ce  même  point  de  Tue,  90  ; 

—  d'une  poutre  encastrée  et  d'une  poutre 
posée,  180;  —  d'une  poutre  continue  et 
d'une  poutre  coupée  sur  ses  appuis,  413  ; 

—  des  arcs  avec  les  poutres  droites  et 
les  ponts  suspendus,  474;  —  des  formules 
sur  les  pièces  courbes,  489;  —  entre  une 
voûte*  biaise  et  une  voûte  droite,  600  et 
suiv.  ;  •—  de  divers  projets  destinés  h 
franchir  le  même  débouché,  734;  —  d'un 
treillis  avec  une  poutre  pleine,  717. 

Compression  simple,  17. 

Conditions  initiales  (influence  des),  119, 
686  ;  —  d'équilibre  d'une  voûte,  549  et 
suiv.;  —  d'équilibre  d'un  mur  de  revê- 
tement, 661  et  suiv. 

Considère,  675. 

Constantes  spécifiques,  31  et  suiv.,  40,  41, 
322,  511,  541,  542, 598,  597, 645. 

Construction  graphique  de  certaines  inté- 
grales, 94,  95  ;  ^  des  moments  fléchis- 
sants sur  les  appuis  d'une  poutre  eonti- 
nue,  350. 

GoNTi  (Pietro),  540. 

Continuité  des  poutres,  188,  337;  —(demi). 
413;  —  des  arcs,  473. 
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Contre  flèche,  859,  861. 

Contreforts  des  cathédrales ,  640  ;  —  des 
murs  de  soutènement,  682. 

Contreventementf  799  et  suiy. 

Convergence  des  tangentes  aux  joints  de 
tète  dans  l'appareil  hélicoïdal,  617. 

Cordex  vibrantes  (équation  des),  816. 

Corne  de  vache,  604. 

Cornières  (riTure  des),  742. 

Cornu,  20. 

Corps  solide,  fluide,  1;  —  parfaitement 
élastique,  parfaitement  mou,  parfaitement 
dur,  3;  —  homogène,  non  homogène, 
cristallisé,   non  cristallisé,  isotrope,  3; 

—  grenu,  nerveux,  fibreux,  6;  —  rond, 
posé  sur  un  plan,  134. 

Correction  des  valeurs  attribuées  aux  mo- 
ments fléchissants  sur  les  appuis,  374. 

GoDCHE  (Ch.),  39,  288,  516. 

CouchiSf  595. 

CoDLOKB,  135,  319,  540,  544,  642,  687. 

Couple  (effet  d'un),  59,  147,  282;  — 
d^inertie  des  sections  d'une  poutre  vi- 
brante, 838. 

Coupoles  byzantines,  630. 

Courbe  des  moments  fléchissants,  153  ;  — 
d'équilibre  dans  les  pièces  courbes,  490  ; 

—  des  pressions  dans  les  voûtes ,  5^(6  ; 

—  des  centres  de  pression  dans  les  murs 
de  revêtement,  663;  —  de  contact  d'un 
hélicolde  gauche  k  plan  directeur  et  d'un 
cylindre  circonscrit,  619. 

COUSINERY,  39. 

Crapaudine,  536. 

Crdgnola  (Gaetano),  802. 

Culées,  339,  nSi. 

Cdlmann,  306. 

CuNQ,  358. 

Curie,  681. 

Cylindre  posé  sur  un  plan,  135. 

Danger  des  fonds  plats  pour  les  chaudières, 

516. 
Darcel,  461. 
Darwin,  684. 
Deckbridge,  758. 

Dédoublement  de  la  paroi  des  treillis,  756. 
Déformation,  60;  —  générale  d'un  solide, 

328;  —  d^un  cylindre  embouti,  335:   — 

des  pièces  courbes,  481  et  suiv.  ;  —  d'un 

treillis,  773. 
Delaunat,  140. 


Demi-continuité  des  poutres  h,  plusieurs 
travées,  413. 

Demoustier,  37. 

Densité  du  globe  terrestre,  637. 

Dents  d'engrenage,  295. 

Déplacement  de  la  fibre  moyenne  dans  les 
pièces  courbes,  432. 

Deprez  (Marcel],  97. 

Dbsargues,  308,  357. 

Dbsplaces,  38. 

Détermination  des  rayons  de  giration  k 
l'aide  de  l'ellipse  d'inertie,  85;  —  des 
moments  d'inertie  k- l'aide  de  constructions 
graphiques,  94;  ~  k  l'aide  d'appareils 
spéciaux,  97  ;  —  des  moments  fléchissants 
sur  les  appuis,  360;  —  des  constantes 
dans  la  flexion  des  pièces  courbes,  439  et 
suiv.  ;  —  à  priori  de  la  section  d'un  arc 
uniformément  chargé,  466;  —  du  poids 
propre  d'une  poutre  en  treillis,  772;  — 
du  poids  propre  d'une  poutre  de  n  travées  ; 
^  des  arbitraires  dans  les  problèmes  de 
mécanique  vibratoire,  818,  833. 

Développement  en  série,  832,  843. 

Diagramme  de  Clapeyron,  769. 

Direction  conjuguées  dans  un  massif  ébou- 
leux,  683. 

Différentiation  de  curvft  in  curvam,  482. 

Distribution  des  tôles,  408,  715;  —  des 
efforts  suivant  un  plan  donné  dans  une 
poutre  rectangulaire,  235. 

Drouets,  559,  587. 

Double  r,  201. 

DcpouR  (général;,  37. 

Duhamel,  35. 

DuLEAU,  57,  295. 

DupiN  (Ch.),  36. 

DupuiT,  52,  118,  558,  584,  587,  681. 

DuPUY,  770. 

Durand-Claye  (Alfred),  112,  559  et  suiv., 
574. 

Durs  (corps),  3. 

Dynamomètre  de  Poncelet,  300. 

Échantillons,  6,  42. 

Écharpe,  536. 

ÈchelU  double  (équUibre  de  1'),  312. 

Échelles  de  l'épure  [de  la  distribution  des 
tôles,  407. 

Écoulement  des  solides,  332. 

Effàrts  alternatifs,  44,  757  ;  —  de  com- 
pression, 239,  248,  430;  —  gauchissants 
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dans  les  poutres  métalliques,  807  ;  — 
Effort  tranchant,  139,  710;  Tcffort  tran- 
chant est  la  dérivée  du  moment  fléchis- 
sant par  rapporta  l'abscisse,  216  ;  —  dans 
les  pièces  courbes,  430. 

Égale  résistance  (tour  ronde  d') ,  123  et 
suiv.;  —  (piles  de  viaduc  d'),  131  ;  — 
(poutres d'),  287  et  suiv.,  321  ;  —  (voûtes 
d'),585;—  (chaînette  d'),  586. 

Eiffel,  470. 

^to^^ict/tf  de  la  matière,  2. 
Élément   historique  (poussée  des  terres}, 
686. 

Ellipse.  Rayons  de  giration,  66;  Noyau 
central,  79:  —  cenU*ale  d'inertie,  81; 
polygones  réguliers,  84;  choix  d'une 
ellipse  particulière,  85  ; — (voûtes  en) ,  592. 

Empattement  h  la  base  des  colonnes,  des 
phares,  des  arbres,  128. 

Emploi  de  la  force  centrifuge  pour  réaliser 
certaines  charges,  8*2. 

Encastrement,  171  et  suiv.;  —  (moment 
d»),  174,  177. 

Enclave,  525. 

Entreboulon,  776. 

Entretoise  d'une  porte  d'écluse,  525. 

Enveloppes  cylindriques,  504;  —  sphéri- 
ques,  513;  —  à  profil  faiblement  ellipU- 
que,  517. 

Épaisseur  des  chaudières,  511;  —  des 
voûtes,  589,  593;  —  des  murs  de  revête- 
ment, 670. 

Épure  des  moments  fléchissants  et  des 
efl'orts  tranchants  pour  les  poutres  conti- 
nues, 403;  —  de  la  disiiihution  des  tôles, 
408. 

Équation  d'Euler,  433;  équations  des 
pièces  courbes,  436,  438,  439  et  suiv.  ; 
—  des  cordes  vibrantes,  816. 

Équilibre  de  deux  molécules,  10;  —  stable, 
instable,  11  ;  —  d'une  porte  d'écluse  fer- 
mées, ouverte,  526,  536;  —  des  piles  tt 
culées,  582;  —  d'un  mur  vertical  soute- 
nant des  terres,  667;  —  des  systèmes 
articulés,  697  et  suiv.;  —  du  triangle, 
699  ;  —  du  quadrilatère,  701  ;  —  d'une 
travée  réticulée,  702  et  suiv.;  —  des  pou- 
tres k  treillis,  708,  768,  769. 

Équilibrées  (poutres),  412. 

Espacement  des  entretoises  dans  les  portes 
d'écluse,  532. 


ËULER,  8,  427,  503,  586,  809. 

Évidées  (sections),  72,  259;  —  (noyau  cen- 
tral des  sections),  79. 

Examen  des  divers  types  de  poutres  droites, 
744. 

Expérience,  7;  —  expériences  de  Bois- 
tard,  545  ;  —  de  M.  de  la  Goumerie,  601  ; 

—  du  général  Ardant,  662  ;  —  de  H.  Oo- 
bin  et  de  M.  Danrin,  685. 

Extension  simple,  16. 

Extrados,    547;  —  continu,  discontinu, 

559;—  (tracé  de  1'),  591. 
Fairbairn,  37. 
Paye,  335. 
Fer  (travail  du),  6  ;  —  (coefficient  d'élasticité 

du),  18,  40;  -<  de  l'Oural,  anglais,  38; 

—  (emploi  du)  dans  les  maçonneries,  36; 

—  (colonnes en],  262;  —  (ponts  en),  461. 
Fermât,  367. 

Ferme,  266  et  suiv.,  277, 309,  802. 

Fibre  neutre,  142,  2*2;  —  moyenne,  240, 
432  ;  glissement  des  fibres,  225. 

Fibreux  (corps),  6. 

Figures  réciproques,  699. 

Fil,  1,  544. 

FiNK,  758,  761,  766. 

Flamant,  675,  684. 

Flèche,  155, 178,  187,  290,  295. 

Flemino  Jenkins,  311,  880. 

Flexion  latérale  dos  pièces  comprimées, 
21  ;  —  (résistance  à  la),  40;  — [des  pou- 
tres droites,  140,  148,  238  et  suiv.;  — 
circulaire,  147  ;  —  de  la  lame  élastique, 
279  ;  —  des  pièces  courbeS|  427  et  suiv.  ; 

—  d'une  poutre  &  treillis ,  719  ;  —  d'une 
poutre  d'égale  résistance  et  de  hauteur 
uniforme  sous  l'action  d'une  charge  mo- 
bUe,  860. 

Fluides,  1. 

Fonctions  arbitraires  (détermination  des) , 
811. 

Fonte,  37,  262,  461. 

Forces  attractives ,  répulsives,  2 ,  9',  14  ;  — 
permanentes^  passagères,  41  ;  —  isolées, 
instantanées ,  51  ;  —  force  centrifuge , 
853,  861. 

Formule  de  Lannhardt,  44;  —  de  Wey- 
rauch^45;  formules  pratiques  des  limites 
de  résistance,  45;  — de  Winkler,   47; 

Formules  approximatives  des  moments  flé- 
chissants sur  les  appuis,  371;  —  des  pièces 
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courbes,  ioO;  —  pour  la  construction 
(les  Toutes,  589,  597  ;  <—  du  poids  propre 
de  certaines  constructions,  46%  466,  725. 

FOUQUET,  470. 

FocRBT,  353  et  suiv. 

FOWLER,  802. 

Frames  ou  Fratneujorks,  697. 

Français,  658. 

Frettes,  629. 

Frottement,  540,  641,  64.5. 

Funiculaires  (courbes),  313,  5ii,'58t. 

Galilée,  7,  172. 

Caiss,  335. 

Galthey,  36,  546. 

Genieys,  39,  599. 

Germain  (Mademoiselle  Sophie),  503. 

Giration  (rayons  de),  66,  68,  87,  89. 

Glissement  longitudinal  des  fibres,  225;  — 
(lignes  de),  578. 

GoBiN,  684. 

GouiN  (Ernest),  470. 

De  laGouRNERiE,  601. 

Graham,  880. 

Graphiques  (méthodes),  94,  306,  462,  490, 
546,  559,  567,  a>I,  697,  766. 

Greoort,  54i. 

Grenu  (corps),  6. 

Harpe  de  raccordement,  614. 

Hauteur  représentative  d'une  pression,  35  ; 
—  des  monuments,  35;  •— •  yariable  ou 
uniforme  dans  les  poutres  d'égale  résis- 
tance, 297,  298;  —  à  donner  à  une  poutre 
droite,  748;  —  (influence  de  la)  sur  la 
résistance  aux  oscillations,  852,  858. 

Hexagone  régulier,  90. 

De  la  Hire,  544. 

HiRN,  540. 

HoDOKiNSON,  36, 257,  260. 

Homogénéité  des  formules,  204. 

Homogènes  et  d'élasticité  constante  (corps) ,  3. 

Howi,  759,  760. 

HUBIBT,  541. 

HuLBWicz  (Maurice),  414. 

Hypothèse  (rôle  des),  7,  52;  ^  sur  la  ré- 
partition des  pressions  au  contact  d'un 
corps  rond  et  d'un  plan,  136;  — •  sur  la 
distribution  des  charges  dans  les  poutres 
continues,  378,  396,  400  et  suIt.  ;  —  de 
M*  Le  Blanc,  551  ;  —  sur  l'équilibre  inté- 
rieur des  treillis,  J08  ;  ^  sur  le  partage 
des  surcharges  entre  les  Toussoirs,  556. 


Jdentilé  des  polygones  des  moments  fléchis- 
sants  et  des  polygones  funiculaires,  313. 

Inclinaison  d'un  arbalétrier,  273. 

Inflexibilité  (moment  d'),  140. 

Inflexion f  non-fïexion,  179,183. 

Influence  du  climat,  41  ;  —  de  la  forme- 
courbe  de  la  fibre  moyenne,  303  ;  —  de  la 
hauteur  des  appuis  d'une  poutre  continue, 
345,  412;  —  de  h  symétrie  d'une  poutre 
sur  le  nomhi*e  d'hypothèses  à  faire,  379  ; 

—  des  variations  de  la  section,  411  ;  — 
de  la  charge  d'une  travée  sur  un  point  de 
la  poutre,  386,  391  ;  —  des  intempéries 
sur  l'équilibre  des  terres,  646;  —  des 
conditions  initiales  ou  de  l'élément  histo- 
rique sur  la  poussée,  686. 

Instable  {équilibré),  11. 

Intégration  de  l'équation  des  cordes  vi- 
brantes, 816  ;  —  de  l'équation  des  poutrea 
vibrantes,  829,  832. 

Interpolation  parabolique,  287. 

Intrados,  547;  ^  continu,  discontinu,  559; 

—  de  révolution,  623. 
Isopiézigues  (lignes),  55. 
Isosphériques  (cartes),  325. 
Isostatiques  (lignes),  677. 
Isotropes  (corps),  3. 

luNG  (Giuseppe),  492,  576. 

Jacquier,  683. 

yoin<^  {direction  des),  120;  joints  de  rup- 
ture, 546,  557  ;  —  joint  continus,  discon- 
tinus, 606. 

Jones,  759. 

jourafski,  225. 

KiRCHHOPF,  503. 

KLEm,  210,  412.  584. 

Lagrange.  8.  367,  428,  503. 

Lambert,  335. 

Lamé,  3,  8,  16,  20,  503,  633. 

Laminoir,  39. 

Lançage  des  poutres,  806. 

Laplace,  636,  829. 

Latbriude,  594. 

Lattice,  751. 

LAUNHARDTy  45. 
liAVOllfNE^  525. 

LÉAUT*,  303,  432. 
Lk  Blanc,  551,  604. 
Lb  Camus  de  MfaitaBS,  35. 
Lbfobt,  605. 

Ltcindhe,  367,  636. 
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Leibnitz,  482,  636. 
Lemme  de  Glàpeyron,  341. 
Lesbros,  541. 
Lesguiller,  597. 

LÉ  VEILLÉ,  597. 

Levage  des  ponts  métalliques,  744. 

LÉVY  (Maurice},  3:^5,  358,  675,  808. 

Lieu  des  centres  de  gravité  des  arcs  de 
cercle,  283. 

Ligne  des  efforts  tranchants,  153. 

Lignes  de  plus  grande  pression,  de  plus 
grand  glissement,  236  ;  —  isostatiques  ou 
orthopiéziques  d^un  massif  pulvérulent, 
677  ;  —  de  glissement,  678. 

Limite  d'élasticité,  4,  31,  34,  42,  322;  ~ 
d'élasticité  dans  les  déformations  alterna- 
tives^ 45;  —  de  résistance  à  la  fatigue, 
43;  —  des  pressions  totales  qui  pro- 
duisent dans  le  rectangle  une  charge 
maximumjdonnée,  75.  110;  —  d'applica- 
tion des  types  semblables,  213  ;  —  infé- 
rieure de  l'épaisseur  d'un  pied-droit,  583  ; 

—  de  stabilité  d'un  massif  de  terre,  645 
et  suiv.;  —  des  portées  des  poutres 
droites^  727;  —  des  vitesses  des  charges 
roulantes,  851,  858. 

LoRiEux,  39. 

Love,  262. 

Mailles  serrées,  lâches  (Treillis  à),  750. 

Malézieux,  757. 

Manet  (Ch.),  773. 

Manivelle^  295. 

Maçonneries,  41,  106,  542;  —  soumises  & 
une  tension,  120;  —  (répartition  des  pres- 
sions dans  les),  106  et  suiv. 

Massifs  (équilibre  des  ,  106,  120,  539  et 
suiv. 

Maupertuis^  586. 

Maximum  des  réactions  des  appuis,  397; 

—  des  moments  fléchissants,  385  ;  —  de 
la  poussée  des  terres,  651,  657. 

Menabrea  (général;,  586,  809. 

MÉRY,  546. 

Méthode,  9;  —  graphique  pour  la  détermi- 
nation du  moment  d'inertie  des  aires 
planes,  94;  —  simplifiée  pour  la  détermj- 
nation  des  moments  d'inertie  des  sec- 
tions des  grandes  poutres,  204;  méthodes 
de  recherches,  d'exposition^  317;  —  de 
M.  Fouret,  353  et  suiv.  ;  —  de  fausse 
position^  374,  410;  —  rapide  de  calcul 


des  poutres  continues,  397;  —  rapide  de 
calcul  des  pièces  courbes,  462;  —  de 
Méry  ou  de  la  courbe  des  pressions^  516; 

—  de  M.  Alfred  Durand-Qaye,  559;  — 
du  général  Peaucellier,  567;  —  pratique 
pour  vérifier  la  stabilité  d'une  voûte,  577; 
méthodes  usuelles  pour  la  construction 
des  voûtes  en  berceau,  588;  —  de  M.  Bell 
pour  les  pièces  courbes,  490. 

Minimum  des  réactions  des  appuis,  397; 

—  des  moments  fléchissants  sur  les  ap- 
puis, 385. 

Moindre  action,  586. 

Moindre  résistance,  332,  586. 

Moïses  pendantes,  596. 

Moléculaire  (théorie),  2. 

Molinos,  841. 

Moment  d'inertie,  55, 86, 88, 199;  —  d'élas- 
ticité, 139, 140;  —  fléchissant,  —  de  rup- 
ture, 139,  430,  710;  —  dans  les  poutres 
américaines,  794. 

Moments  (théorème  des  trois),  337  et  suiv. 

MoNDÉsiR  (Pian'on  de],  339^  411. 

Montants  verticaux,  753,  807. 

MoBiN,  40,  541,  542. 

Mous  (corps),  3. 

Mouvement  oscillatoire  d'un  poids  pendu  i 
l'extrémité  d*une  tige  élastique,  21  ;  —  ini- 
tial d'un  solide  soumis  h  une  percussion, 
103. 

Murphy-Whipple,  759. 

Murs   de  revêtement,  659  et  suiv.,  682; 

—  de  réservoirs,  672. 
Naissances,  475,  547. 

Navier,  8,  36,  39,  295,  324,  428,  503,  546, 
542. 

Seige,  41. 

Nerveux  (solide),  6. 

Newton,  842. 

Nœuds  d'une  pièce  pressée  par  ses'abouts, 
252. 

Nombre  d'hypothèses  h  faire  sur  la  distri- 
bution des  surcharges  dans  les  poutres 
continues,  378. 

Noyau  central,  77  et  suiv.;  —  (recherche 
du),  103. 

NoYON,  477. 

Objections  contre  l'hypothèse  de  la  réparti- 
tion des  pressions,  116,  118;  —  contre 
les  treillis  &  barres  plates,  750. 

d'Ocagnb  (Maurice),  237,  682. 
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Orthogonal  (appareil),  605  et  suit. 

Orthopiéziques  (lignes),  677. 

Os  des  animaux,  S60. 

Oscillations   d'une   tige   élastique,    21    et 

suiv.,  8i3;  —  d'une  poutre,  837;  —  du 

pendule,  Î7. 
Panneau,  776. 
Paraboles  (tracé  des),  284. 
Parabolique  (forme)  des  poutres,  294^  298, 

748. 
Pahimt,  35. 
Partage  d'une  trayée  en  cinq  tronçons,  395; 

—  de  la  surcharge  d'une  voûte  entre  les 
▼oussoirs,  556  ;  —  d'un  débouché  total  en 
un  certain  nombre  de  travées,  734. 

Pascal,  786. 

Pbaucellier,  567  et  suiv. 

Périodicité  des  vibrations,  822,  837. 

PÉRISSE,  136,  807. 

Perfectionnements  récents  de  la  théorie  de 
la  résistance,  42  et  suiv. 

Pkrronet,  36,  37,  583,  595. 

Phénomènes  accessoires  dans  l'extension  ou 
la  compression  simple,  20. 

Phillips,  825,  841,  844. 

PiARRON  DE  MoNDÉsiR,  339,  411  et  suiv. 

Pièces  prismatiques,  15  ;  —  légèrement 
courbées,  215;  —  pressées  par  leurs 
abouts,  248,  254;. —  pressées  en  dehors 
de  leur  axe  de  figure,  263;  —  courbes, 
427  et  suiv.,  481  et  suiv.;  —  à  articula- 
tion, 462  ;  —  de  pont,  745. 

Pied-droit,  547,  582,  590. 

Piles,  547,  582,  585;  —  d'égale  résistance, 
131. 

PiREL,  37,  262. 

Planimètre  d'AmsIer,  97. 

Plans  de  joint  parallèles,  554. 

Plaque  circulaire  d'égale  résistance,  510. 

Plate-bande,  593. 

Plein  cintre  (Voûtes  en),  588. 

Poids  spécifique,  31,  32;  —  du  mètre  cube 
des  matériaux,  41,  598;  -~  propre  d'une 
ferme,  277;  —  propre  des  ponts,  d'après 
M.  Albarct,  462;  —  d'une  poutre  à  treillis, 
721  ;  —  minimum  du  treillis,  714. 

Point-charnière,  558. 

PoiHÉE  (Jules),  540. 

Poisson,  8,  281,  503,  827,  829. 

Polaire,  99;  —  polaires  réciproques,  90; 

—  (droite)  d'un  cercle,  432. 


Pôle,  99. 

Polonceau  (ferme  k  la),  266  et  suiv.,  802 
et  suiv. 

Polygone  régulier,  88  ;  — *funiculaire,  —  de 
Varignon,  306  et  suiv.,  580;  —  des  centres 
de  pression,  553. 

PoNCELET,  8,  9,  20,  21  et  suiv.,  39,  123  et 
suiv.,  300,  541,  542,  642,  651,  670,  674. 

Ponts  biais,  600;  —  suspendus,  477. 

Pont  encastj'é  de  Clapeyron,  246;  —  de 
Pont-Sainte-Maxence,  37;  —  de  Kuylen- 
bourg,  302;  —  de  la  ligne  de  Moulins 
h  Montluçon,  sur  l'Allier,  413;  —  de 
Dirschau,  —  de  Varsovie,  —  de  Vittoria 
sur  le  SaintrLaurent,  415  ;  —  de  Szegedin, 

—  de  Chepstow,  —  de  Saltash,  470; 
Pauli,  473;  —  de  Newcastle-on-Tyne, 
475  ;  —  d'Arcole ,  à  Paris ,  475  ;  — 
suspendu  de  Genève,  475;  —  de  Solfé- 
rino,  —  de  Grenelle,  ponts  Sully,  476; 
-«  Saint-Ghristophe,  sur  le  Scorff,  476; 
ponts  suspendus  à  chaînes  rigides  de 
Vienne,  477;  —  de  Brooklyn,  478;  —  de 
Porto,  —  de  Schwarzwasser ,  près  Berne, 
479;  ponts  du  Rhin,  480;  ponts  biais  de 
la  ligne  de  Rennes  &  Redon,  604;  — 
•»  biais  sur  le  canal  de  la  Marne  au  Rhin, 
près  Nancy,  604;  —  de  Fribourg,  745; 
ponts  à  deux  voies  à  tabliers  indépen- 
dants, 746;  ponts  en  arc  (  eontrevente- 
ment  des),  801  ;  •»  du  Frith  of  Forth,  801  ; 
ponts  suspendus  à  tabliers  rigides,  747  ; 

—  de  Drogheda,  756;  —  d*Athlone,  748; 
^  de  Menai,  749  ;  —  du  Tagliamente,  756, 

PONTZEN,  764. 

Portes  d'écluse,  41, 525  et  suiv.  ;  —  courbes, 
537. 

Position  h,  donner  à  une  locomotive  sur  un 
pont  pour  produire  le  plus  grand  moment 
fléchissant  possible,  166;  même  problème 
pour  un  train,  169;  —  du  tablier  dans  un 
pont  h  poutre  droite,  745. 

PosT,  760. 

Poteau  tourillon,  —  busqué,  525. 

Poussée  des  pièces  courbes,  450,  487,  493  ; 

—  des  voûtes,  547;  —  au  vide,  603; 
des  terres,  641. 

Poutre  droite  uniformément  chargée ,  152  ; 

—  portant  un  poids  unique,  155  ;  —  por- 
tant deux  poids,  158;  —  incomplètement 
chargée,  159;  —  encastrée,  171, 172,  178. 
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i76,  IRl,  184;  —  continue  sur  lAis  ap- 
puis, 188;  —  en  bois,  —  en  fer  laminé, 
^7;  .  d'égale  résistance,  289,  294; 
—  posée  sur  'plusieurs  appuis,  337  et 
suiv.  ;  —  &  travées  égales,  416;  —  devant 
dessiner  une  forme  donnée  sous  Taction 
d'une  charge,  303;  examen  des  types 
de  poutres  droites;  744  ;  contrevente- 
ment  des  poutres  droites,  800;  poutres 
américaines,  757  et  suiv.,  776  et  suiv. 

Pratt,  760. 

Presse  hydraulique,  516. 

Pression  de  fluidité,  335;  —  d'un  corps 
rond  sur  un  plan,  134;  —  en  un  point 
d'une  pièce  fléchie,  143,  241,  434;  — 
oblique,  .'>51  ;  —  dans  les  chaudières,  513. 

PrismCy  15;  —  de  plus  grande  poussée, 
648,  687. 

Problème  du  train  indéfini,  85â. 

Profondeur  des  fondations,  41» 

Progrès  de  la  construction,  8. 

Progressions  arithmétiques,  783. 

DE  Pron^  37,  658. 

Propriétés  des  nombres  a  et  Yi  363. 

PROSNIER,  841. 
PTOLÉMéE,  432. 

Pyramides  d'Egypte,  35. 

Raideur,  12,  18;  —  d'une  poutre  droite, 
214,  720. 

Rapport  des  travées  dans  une  poutre  con- 
tinue, 413  ;  —  de  la  hauteur  h  la  largeur 
d'une  poutre,  7tfS. 

Rayon  de  giratiort,  56,  84. 

Rayons  ^vecteurs  réciproques  (transforma- 
tion par),  83. 

Réaction  des  appuis  dans  une  poutre  con- 
tinue, 193,  376. 

Recherche  à  priori  du  poids  propre  d'une 
ferme,  277  ;  —  d'un  arc,  466  ;  —  d'une 
poutre  pleine  ou  k  treillis,  721;  recher- 
ches récentes  sur  la  poussée  des  ten*es, 
682  et  suiv.;  —  graphique  de  la  répartition 
des  tensions  dans  une  travée  réticulée,697. 

Rectangle ,  62  et  suiv.  ;  —  incomplètement 
pressé,  107. 

Récurrentes  (séries),  365,  784. 

Régime  permanent,  852. 

Règle  pliante  pour  tracer  des  arcs  de  cercle, 
304;  règles  suivies  par  les  ingénieurs 
américains,  46,  787;  règles  de  M.  Kleitz, 
584;  -  dfi  Uondclct,  257. 


Regnibk,  541. 

Renaudot,  843,  845,  850. 

Rennie,  36,  544,  599. 

Renoust  des  Orgeries,  410,  421. 

R^artition  des  pressions  sur  les  sections 
d'un  prisme,  49  et  suiv.  ;  —  des  pressions 
sur  une  aire  rectangulaire,  62  et  suiv.; 
—  sur  une  section  incomplètement  pressée, 
106.;  —  de  l'effort  tranchant  dans  la  sec- 
tion transversale,  228;  —  des  efforts  inté- 
rieurs dans  les  pièces  courbes,  434;  — 
des  tensions  dans  une  enveloppe  cylin- 
drique,  506,  sphérique,  514;  —  des 
poussées  sur  la  face  d'un  mur,  659;  — 
des  pressions  dans  l'intérieur  de  la  croûte 
terrestre,  635, 638;  —  des  pressions  dans 
un  massif  indéfini  sans  cohésion,  675. 

RésAL,  559. 

Résistance  des  matérieux,  7;  —  vive,  20. 
21  ;  —  des  essieux ,  43  ;  —  des  arbres 
tournants,  323;  —  des  manivelles,  des 
dents  d'engrenage,  295;  —  au  roulemcDt, 
135. 

Résolution  du  système  d'équations  auquel 
conduit  le  théorème  des  trois  moments, 
346. 

Résultantes  (remarque  sur  les),  50. 

Reynaud,  40. 

Rivuresy  741. 

Roche,  637. 

Romany  (Féline),  476. 

Rondelet,  36,  257,  541,  599. 

ROthlisberger  et  Suions,  480. 

Roulement  (résistance  au),  135. 

DE  RuppERT  (Charles),  473. 

Rupture,  6;  —  (joint  de),  546,  557,  58*; 

—  (moment  de),  140. 
Sacheri,  35. , 
Saillie  du  buse,  525. 
Sapin,  40. 

SCUOBPPLER,  627. 

Section  incomplètement  pressée,  57  et  suiv.; 

—  d'un  are,  466;  —  des  tables  et  des 
barres  d'un  treillis,  715;  —  horizontale 
sur  les  appuis  d'une  poutre,  716. 

Séguin,  37. 
séjourné,  48. 
Sella,  540. 

Semi-paraboliques  (poutres),  301,  748. 
Série  récurrente,  365,  784;  —  (développe- 
ment en),  832. 
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Seyrig,  48. 
Sganzin,  588. 

Signes  des  moments  fléchissants,  144. 
Similitude  mécanique,  8;   —  (emploi  du 
principe  de  la),  87;  —  géométrique,  278; 
des  poutres  droites,  206;  —  des  arcs, 
4d9;  —  des  voûtes,  594;  —  dans  le  mou- 
vement vibratoire,   841;  —  des    poutres 
parcourues  par  des  charges  mobiles,  86^9. 
Solides  invariables,  naturels,  1  ;  —  d'égale 

résistance,  287  et  suiv. 
Solutions  graphiques,  94,  275,  306,   350, 
353,  462,  490,  546,  559,  567,  697,  766, 
835. 
^iouFFLOT,  36. 

Sphère  posée  sur  un  plan,  135. 
Stabilité,  539;  —  des  pièces  comprimées 
par  leurs  abouts,  251;  —  des  enveloppes 
de  chaudières  elliptiques,  523  ;  —  des  re- 
.TÔtements,  641. 
Stable  (équilibre),  11. 
Statique^  graphique,  306  et  suiv.,  697,  768. 
Stephenson,  37. 
Stokes,  840. 
Structure  des  corps,  6. 
Superposition  des  effets  des  forces,  57,  63 
et  suiv.  ;  cas  où  le  principe  ne  s'appli- 
que pas,  107. 
Surbdissement,  215,  726. 
Surchco-geis  pour  un  pont  de  chemin  de  fer, 
a09;  — '  pour  un  pont-route,  211  ;  —  in- 
complètes, 493,  496  ;  —  incomplètes  dans 
les  poutres  américaines,  795. 
Surfaces  (résistance  des),  503. 
Symétrie  des  poutres  h  plusieurs  travées, 
349,  379,  401  ;  —  des  arcs,  443,  449;  — 
des  voûtes,  560;  —  des  séries  obtenues 
duns  la  recherche  de  l'équilibre  des  pou- 
tres américaines,  789. 
Système  de  deux  molécules,  9;  —  indiffé- 
rent,   magnétique,  492;  —  articulé,  689 
et  suiv.;   —  Fink,   758,   761,  766;    — 
BoUmann,  759,  764,  767  ;  —  Howe,  Long 
ou  Jones,  759,  776  et  suiv.  ;  —  Murphy- 
Whipple,  759;  —  Linville,  759;  —  Post, 
—  Pratt,  7B0. 
Table  des  puissances  de  degré   1,7  et  3,6, 
â61,  262;  —  (les  surcharges  pour  ponts 
de  chemins  de. fer,  SIO,  et  pour  ponts- 
route,  211;  — des  plus  grandes  charges 
de  la  maçonnerie  dans  certains  ouvrages. 


598  ;  —  de  Sganzin  pour  les  voûtes,  589, 
593  ;  —  de  Poncelet  pour  les  revêtements, 
671  ;  —  pour  le  tracé  des  courbes  de  l'ap- 
pareil orthogonal,  609. 

Tables  d'une  poutre  en  treillis,  706. 

Tabliers  rigides  (ponts  suspendus  à),  37. 

Telford,  37. 

Température,  42,  414,  437  et  suiv.,  633. 

Tendeurs  (emploi  des),  468. 

Tension  dans  les  enveloppes  cylindriques, 
504,  510;  —  des  boulons  dans  les  poutres 
américaines,  792;  —  dos  liens  dans  un 
système  élastique,  808. 

Tensions  secondaires,  689. 

Tête  réelle,  têlc  fictive,  600. 

Théorème  de  Clapeyron,  20;  —  des  trois 
moments,  101 ,  339, 344, 795;  —  de  Gauss, 
335;  —  de  Desargues,  308,  357;  —  sur 
les  coefficients  a  et  y,  362  ;  —  des  trans- 
versales, de  Gamot,  ou  de  Ptolémée,  432  ; 

—  de  la  moindre  action,  588;  —  du  gé- 
néral Menabrea,  588;  —  d'Euler,  433.; 

—  de  Français,  658. 

Théorie  générale  de  l'élasticité,  8. 

Through  bridge,  759. 

Tissu,  2. 

Toiture  k  fermes  rigides  de  TExposition  de 

1878,  473;  —  de  l'Exposition  de  1867, 

470. 
Toitures  (équilibre  des),  242,  266  et  suiv.; 

—  (contreventements  des),  802. 
Torsion,  319  et  suiv. 
Tourillons,  323. 

Tractrice,  608. 

Trajectoires,  315  ;  — •  orthogonales  d'ellipses 
ou  de  cercles  déplacés  le  long  d'un  axe 
fixe,  606,  607. 

Transmission  des  efforts  dans  les  pièces 
courbes,  498. 

Travail  des  matériaux,  4;  —  de  la  défor- 
mation, 12,  20;  —  de  l'allongement  d'une     \ 
tige,  19;  —de  la  flexion,  223,  428;  —du 
frottement,  137  ;  —  de  l'élévation  des  ma- 
tériaux pendant  la  construction,  228. 

Travées  centrales,  de  rive,  340;  —  réti- 
culées, 697  et  suiv. 

Tredgold,  36,  295. 

Treillis  simple,  690;  —  proprement  dit,  705 
et  suiv. 

Tresca,  48,  332. 

Triangle  équilaléral,  86,  89;  —  arithméti- 
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que,  786;  ^  isoscèle  incomplètement 
chargé,  115. 

Tour  d'égale  résistance,  123, 126;  —  d*égale 
difficulté,  135. 

Unités  (choix  des),  18. 

Variation  du  coefficient  d'élasticité  aux  di- 
vers points  d'une  section,  38,  61;  — brus- 
que de  largeur  des  sections  transversales 
d'une  poutre,  232,  234;  —  des  pressions 
dans  un  massif  pulvérulent,  679. 

Variations  (calcul  des),  481. 

Yahignon,  306. 

Yaitban,  681. 

VeauXf  595. 

Venant  (de  Saint-),  324,  507,  680,  687. 

Viaduc  de  Tarascon,  38  ;  —  de  Garabit,  479  ; 
—  de  Crumlin,  696;  —  de  Varrugas,  763. 

VibrationSy  811  et  suIt.;  —  longitudinales, 
812;  —  transTersales,  824,  940,  850. 


ViCAT,  36,  599. 

Vigan,  450. 

Vis  à  jour  (escaliers),  640. 

Vitesses  dangereuses,  851^  856,  858 

VoGT  (Charles),  635. 

Voie  simple  ou  double,  746. 

Voûte  terrestre,  633. 

Voûtes,  543;  —  en  berceau,  543;  —  incom- 
plètes, 558;  —  d'égale  résistance  sans 
surcharge,  585,  594;  —  sur  cintres,  595; 
—  de  révolution,  623  ;  —  sphériques,  623, 
631;  —  d'arête,  633. 

ViLLARCEAU  (Yvou),  585,  594. 

Wertheim,  16,  20,  36,  507. 

Wetrauch,  45. 

Winkler,  47,  689,  801. 

WoBLHER,  42  et  suiv. 

Zeiller,  606. 
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311.  Deuxième  ligne.  «  On  doit  à  M.  Fleming- Jenkins  une  méthode,  etc...  »  Ajoutez 
tt  On  trouvera  cette  méthode  exposée  dans  le  traité  de  M.  Bobert  H.  Graham,  intitulé 
Graphie  and  analytic  statics,  Part.  1,  chap.  II,  pages  25  et  suiv.  »  (London),  Grosbr 
Lockwood  and  G»,  1883). 
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